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PROLOGO

Hemos procurade en estus lecciones -—deciamos en la primere
dicidn— precisar los conceptos fundamenlales con la mayor clari-
dad y concision posibles, sin enirar en cuestiones de inlerés puva-
menle tedrico, ni en casos singulares poco frecuentes, o aludiéndolos
apenas en las notas impresas en letra menuda, dedicadas a los lecto-
res mds curioses, que desean ampliur su horizonte de conocimicntos.

Neo es ocasidn de crponcr cudles debon ser las caracteristicas de
un curse dedicado a fn enseianza de {écnicos, para quicnes la Mate-
mitica es un medio y ne wn fin. Despuis de laboriosas discusiones
habidas en Europa en reunivnes inlernacionales diversus, Hegdse en
los comienzos del siylo w conclusiones concredoas, ealre ellas las yi-
guientes:

La enschianza debe ser sislemdticn y ligica, propendiendo a una
educacion de la inteligencia cn el raonamicnlo mafemdtico: y no
empirica, con cardclor recotario, pora la peselvcidn de casos cancrelos.

De los problemas de eristencin que tienen fonta importancia y
dificultad puara el mafcmdlice, (raices de Tns ecuunciones, cristencia
de la derivada, de la funcion implicita, cle. ). silo inferesan af féc-
wéico daw resulladoy w wo las dewosdvaciones.

De los métodus de resolucion tedrica, muchos de los cuales ape-
nas si son demostraciones de cxisfenciy, solo tmpovian Tos que con-
ducen rapidamenie ol resultado apclecido, con aprorimacidn sufi-
ciente, 3

Ademds de los ejemplos abstractos, para ejercitar los mélodos
aprendidos, ¢s convenicnte tratur los problemas y muagnitudes que
se presentan en las ciencias fisicas, para Henar ol racio que el
ingeniero saficdo de fas aulos sucle encontrar entre fa Watvwdtice abs-
tracta y la realidud concrela,

El graficismo, o intuicion geomdélrica son los recursvs ecsoncia-
les del técnico pura la visivn de fos fendmenovs en su conjunte, para
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adiviuer las soluciones y calcularlas aproximadamente; pero la in-
tuicion por si sola es fundamento demnsiado inseguro para apoyar
las demaostraciones y conceplos fundamentales. Con dibujos y -
mamienios a la intuicidn se¢ puede prober, con apariencie de verdad,
eualquicr resultade falso.

Cuande la demostracion convincenle, esto es, aritmética, sea de-
masiada laboriosa, dcbemos omilirbe, conformdndonos con une re-
presentacion grdfica que dé cierte verosimilitud ol feorema; quich
desce conocer lo demeostracion, deberd acudir a los tratados de
Anidlisis.

Estu cucstidn ded mélodo wos conduce al discutido punte del
wIGOR, N falte qudcn opina que el rigor, es decir, la precisidn y la
claridad, son exfgcncins del matemdiico puro y gue la mente del in-
geniera puede Uenarse con vagos juegos de palabras, de sabor me-
tafisico, que disimulen lo oscuridad del pensamiento,

Eepase of leclor las antiguas definiciones de curva, de fangenie,
de infinitésimo. de diferencial,. .. y después de lurga cavilacién sobre
los punlos CONSECUTIVOS de une curva, sobre el infinitésimo que ni
es cerp ni tiene valor ningune, sobre los infinitésimos que se despre-
cian sin giterar la cractitud del resullado, deberd descansar en ln
fe u neeptarlo todo come degma,

Al cabo del tiempo se pusicron en clare todos eslos conceptos;
la Matemdlica deji de ser Mclafisica para hacerse Aritmética, es de-
cir, clara, seacilla, limpin de nebulosidades y libre de discusiones.
Pues bien: nadic coma el téenico, que ha de manejar realidades y no
abstracciones, debe ser erigenle en claridad y precisidn; nada mds
Tejano de la Metafisica que el hicrro y el hormigdn.

Una vez pasado esc obscuro tincl de los conceplos fundamen-
tales, para entrar cu el campo de los desarrollos, ;qué significado
tienen esas palabras tan frecuentemente usadas en los antiguos tra-
tados: nimero muy pequeio, nimero muy grande, nimeros aprozi-
mados?. .. Todo wikmero es muy pequeito y muy grande, segin con
cudl se le compare; dos nimeres cualesquiera son aproximados.

Sobre csfas palabras relalivas, a las que se preiende dar valor
absoluio, por desconacimicnto del término de comparacion, sc basan
esos cdlculos ilusorios, en que lo despreciade vale mds que lo conser-
vada. El iéenico no puede decir gite un mibmero es muy pequeiio o
despreciable, sin saber que se conserva inferior al limite de error ad-
mitido; no debe usar ninguna férmula sin conocer su limite de error,
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cslo es, sin suber cudl s of nibmero £ gue limita ol ervor de la fun-
cign cuando los de las variables son inferiores o un nimere 9,

Ahera bien; csta dependenciu enlre los mimeros & y 8 que con-
diciong wn incremento a olro fncromento, no ex sino la nociin clara
de APROXIMACION SUTFICIENTE, ¥ éstn s la csencia del rigor. Nuwdis
comio el téenice necesita este rigor: pura nadie cs lan necesario el
SENTIDO DE LA APROXIMACION. Quice, ardiendo en fiehre de exacli-
tud, lege hasta apreciar lay milloncsimas en un cdlenlo cuyos datos
tiencn solwmente tres o ennlro cifras cractas, y cuantas mds cifras
amontona mds se aleja de la verdad, carcee de este secto sentido, fan
necesario al ingenicro coma la vistu ol pintor.

Culfivar el senlido e lo aprosimacion es ol princeigal ohjelo
de esfas Tecoiones,

celivicn: asin-

He wgui olygunas oo fas Jeorias agregadus on fu 2.
totus de las curvas planas, serics oo frminos complejos, interpola-
cign, tearema de Cauchy el valor wmedio y sus oplicaciones, for-
mulas de Frenet - Seveel, neas de curralura g geodésicas, repre-
sentacion de superficics. swperficics reglodas, enrolvenics de curvas
I supcrficies, edlewlo ceclorinl y sus aplivaciones cinenudificns y geo-
mélricas, funciones de varioklc compleju. nociones de represeniacion
conforme, y omultitud e wompfiaciones on diversas Trories, cspecial-
wirnte en la de conaciones diforenciolis,

Ew oxta 3.7 cdician oatos concedido ta cotension qiee mercee a la
learia de T representocion conforme . o stiudicde nuy clementalmen-
te g hewias wmpliodo y ooclorado diverses capifelus, como woturg el
tector: pero la mejora esencind cstriba on lus wonrcroses figaras que
actavan ef texlo iy cn lo agregueion de vavins Lecciones sobire leome-
triv anafitica del espocio, gue sevdn Dicw vecibidus por gqiticnes no
fee hayan cstudiodo cn cursos anteriores, i



NOTA SOBRE ESTA CUARTA EDICION

Aungue hemos procurado conservar ol aspecto del libro, son
importantes las mejoras vy adiciones incorporadas a esta edi-
cidn, gracias al aprovechamicnto del espacio, gque ha aumentado
el contenido mucho mas de lo que corresponde a las 40 paginas
agregadas, muchaz de cllas en composicion densa v concisa.

Nos propusimos. al redactar este Cilenlo, desarvollar los to-
picos esenciales pura las eiencias de aplicacion, con el rigor po.
sible dentro de las limites de extension » elementalidad que
corresponden a4 tales cursos: v oes obvio gue rigor implica con-
centracidn de pensamiento v abandono de imdgenes intuitivas,
ripidas pero enganosas. Quicties se conformen con ese criterio
de verdad proebable, podran consattar con fruato et viejo libro
de Appell, o nuestro Cursao eielico, donde todo es sencillo 3 con-
vincente, mientras el leetor no se pereata del eseaso valor de
tales varonamientos. Son los propios {écnicos guienes oxigen
rigor, gue cquivale a claridad, aungue lograda a mas alte pre-
cio: ¥ por ello ha =ide transtormado vadicalmente el citado libro
Tranceds, mejoranda en cuanto ul vigor, pero perdiendo toda su
primitiva =encilles.

No es tarea tacil la gue noes propusimos desde nuestra pri-
mera edicion, de alecanzar ¢l rigor por eaminos mas breves v
sencillos que lox seguidos en los tratados mis prestigiosos.
Quienes lean el nuevo capitulo de Cowmgpdementos de Calewlo in-
tegral, pequenia ventana abierta hacin el Anidlisis moderno,
compretnderin quizias o] enorme esfuerzo que signifiea organi-
zar el copio=o material de esta obra, cludiendo el uso de las po-
derosas herramicntas, de coxtosn adgnisicidn, con las cuales los
matemiticos profesionales desarvellan edmodamente el Andali-
sig, distribnido en varios cursos, =in trabas de extensién, tiem-
po ni esfuerzo. Para ellos todo es importante, porgue su vida
entera pende de la intermindable cadena de diminutos eslabones,
que forman esta solida diseiplina: y suprimir algunos de ellos
es como atentar contra su vida, Mientras los ingenieros encuen-
tran este libro demasiado cientifico v riguroso, recargado de
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concisas informaciones de caricter superjor, impresas en letra
menuda, nuestros cplegas matematicos notan, en cambio, la fal-
ta de muchos conceptos que juzgan capitales; pero el hecho de
haber podido desarrollar tan amplio programa sin necesitarlos,
va indica que no son tan importantes como se figuran; y aun-
que su uso depara sin duda satisfaccién al profesional de la
Matematica, no es precisamente ese placer intelectual, del que
no participan los discentes, la finalidad de sus citedras de pre-
Pparacién para otras disciplinas.

Se impone, pues, el sacrificio de callar mucho de lo que se
sabe, ¥ con esta norma hemos aceedido a tales sugestiones so-
lamente cuando las aplicaciones ya_logradas de ciertas teorias
aconsejan ocupar en ellas a quienes tienen otro rumbo en la
vida y mucho que estudiar en su profesién.

Si apenas tenemos la pretensién de servir a sus necesidades
matematicas actuales, menos podemos pretender escribiv un li-
bro para los siglos venideras, en que sin duda tales teorias ma.
temditieas, ¥ otras gue nacerin, habrin fruetificado,

BIBLIOGRATFIA. Tratados rigurosos de Cialeulo son el Conrs d Ann-
Inge infinitestmale de Vallee-Poussin, en dos volimenes y el de Beppo Levi
en un apretado volumen, titulade Anafisi wmatesmatica algebraion vd infini-
tesimale. Tle mas facil leeturn sen las Leziowd of Culeple infiailesimale
de Pincherle v el Cufeofo fnfiviteainals de Pascal, en tres pogquefios voli-
menes, con otro mas de ejercicios criticas, v las Leciowd ol Anaelisd meate-
matice de Vivanti.

Mis avientado haeia las apliciciencs s ol de Febivi: Lesioni dif Analisi
Matewatica ¥ el de Courant: [éfercutioicend Tetegraivechunng cn dos
volimenes (hay traduccidon inglesa on uno sale), asi como o] de Cisotti:
Lezioni di Analisi matemation de tipo intaitive, ¥ el mds elemental de
Granville,

Los libros franceses de Mathimatiyurs génciales (Zorettl, Garnier,.,.)
earceen de todo vigor, vomo corvesponde n tal grado de ensefanzui v los
grandes tratados de Goursat, Hadmmard, ete, se apoyun en ellos, =upo-
niendo ya conocidos los fundamentes, FEn lefinitiva, quedan sin estable-
cer en parte alguna, de mode adecundo, 1 bbro de Appell Ba sido rofer-
mado por Valiron ¢n tal sentida.

Cazi ninguno e los citados se ocavn del Cileulo de varviaciones, ni de
Ios métodos griaficos ¥ meeanicos: ninguno teata las funciones de varia-
ble compleja, a pesar de sus imbortantes aplicaciones, ni tampoca ¢l Cilen-
lo tensorial.
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A las ohsprvaciones de los eolegas ¥ diseipolos Balanzat, Frenkel, Gas-
pur ¥ muy especialinente Pi Calleja, se deben muchas de las mejoras in-
trudueid La revisidn efcetuada por este conpetentisimo profeser nos
ha sido muy valiosa; y para corvesponder a =i esfuerza hamos interealado
en el texte eowplententario, impreso o0 tips menor, mualtitad de nociones,
sin duda interesantee, pero nue wodavin ne tisnen (nterds téenjeo, vielen-
tando alga guestra eritevio arviba deelarade,

A eambio do no aceptar todas lzs sugostiones de Jos lectores, gue ha-
brian dilatazde dosmesuradamente este volumen, hemos agregado ung bre-
ve exposicion del Calculo tensorial, tan abstrusamente fratado en general,
gue nadie se atrevid a sugeritnos tal ensayo, <] cual corresponde de lleno
al eriterio de utilidad que nos ha goiado. Este capitulo v el de Comple-
mentos de Caleoto integral, son las novedades mas importantes,

Loe lectores sin base adeenada que se injcien en el razonamiento rigu-
roso a esta altura e su vida, eacontrardn sin duda alguna dificultad has-
ta educar su mentalidads o ereenos que oncuentren mas fheiles los libros,
rigurosos antes chados. Respondemos 2=l n una observacion muy expli-
cable de alpunos teetores, edueados o el Cileule newtoniane, gue preten-
den saltar dwilmente por encima de tode o] denso v fecurndo siglo XVTIT,
que separa ambas coneepelones,

La otra observacion. muy geneval, so vefiere a la escasez de ejercicios
¥ a la concision de los elemples numerasos, Hemos ereide que entre la
somera lirta de ejercicios, vopiadas de eualquier ¢oleeeidn, sin indicaciones
para resolverfos, ¥ el ejemplo desmenuzado hasta eliminar toda colabors-
cién del lector, cabe ese tipo intermedio del ejemplo a medio aclarar, o
del ejercicio a medio resolver, que vienen a ser la misma cosa. Se trata,
pues, de una cuestion de ritulo; ¥ esas lagunas que el lector encuentra
en los numervsos ejemplos, donde debs caminar algin trecho sin anda-
dores y lipiz en ristre, vespouden precisamente al fin gue noz hemos pro-
puesto. Hemos apregade ademds no pocos ejereicios nuevos al final de
varias lececiones.

He aqui la lista de las principales meodificaciones intreduecidas:

Capr, I -~ Concepto de ndmero real por ol meétodo mds simple. — Fun-
damenta de ln Geometria Analitica. — Ampliacién del Toncepto de fun-
cion, con ejemplos, — Curvas algebraicas notables, con figuras, — Varia-
cién de las funciones. — Funciones clemensales, con sus gréfieas, — Me-
dida radial de dngulos (sin radiin). — Aclaracién del concepto de limite.
Propiedades de los limites. — Teorema de las sucesiones convergentes. con
zencilla demostraciin. — Definicion de arco, — Operaciones con funciones
eontinuas, — Peefeccionamiento de la clasificacion de las discontinuas,
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con ejemplos. — Demoatraciin directa y zeneilla del Teorema de Rolzano-
Weierstrass, — Aclaraciones sobre infinitésimos e infinitos, —— Ejereicios
sobre limites indeterminades. — Perfeccionamienta del concepto de asin-
tota ¥ ejemplos. — Condicion necesaria de la convergencia de series, —
Ejercicios y eriterio de Cauchy. — Demostracion del desarrollo en serie
exponencial.

Cap. II. — Relacidn entre inclinacian y pendiente. — Puntos angulosos,
cuspidales, e inflexiones, con ejemplos y figuras, — Nueva demostraciin
de la derivada de funcién compuesta. — Nueves ejercicios sobre deriva-
das. — Aclaraciones sobre el Teorema del valor medio. — Ejercicios sobre
Limites indeterminados. — Demostracion del Teorema de Rolle. — Rec-
tificacién historica sobre la regla de "'Hapital,

Car. IT1. — Fdérmula de Leibniz. — Nueva demostracion del orden de

contacto. — Mejora de notaciones y figuras en la exposicion del radio de
curvatura.
Car. IV. — Multiplicacion de series por la Regla de Cauchy, — Am-

pliaciones sobre el radio de convorgenecia y mejera del Teorema (101), —
Aclaraciones sobre funciones hiperbolicas.

Car. V. — Considerable ampliacion det cdleulo de integrales racionales,
dando para cada caso el método mus conveniente, con ejemplos variados, —
Propicdades fundamentales de las integrales definidas. —- Nuevos cjem-
plos de integrales elipticas. — Weuacion del péendulo simple. - Aclaracion
de la formula de Simpson. - - Demostracion riguvesa v senzilln de la de-
rivacion bajo el signo integral. -— Ampliaciones de concepto ¥ fipuras
sobre la linea elistica. — Mejorn de la exposicion sobre la Teoria del pla-
nimetro.

CAP. VI, — Aclavaciones. cjemplos v figuras sobre funciones pericdi-
cas. — Interpolarion trigonomdétrica. — Simplificacion del eriterio para
funciones especiales, — La demoestracion rigurosa on el capitulo de Com-
wplementos.

Complementos de Calenlo [niegral, — Lema de Borel. — La continuidacd
uniforme. -— Integraciom de funciones continug — Rectificacion de eur-
vas., — Series g integrales sobre intervala infinito. — Caleulo de la inte-
gral de Gauss o Poisson. -— Criterio e Mace-Laurin, — Convergencia ab-
soluta ¥ condicional. — Criterios de Abel v de Dirvichler, — Series fun-
cionales. — Convergencia uniforme; propiedades. — Relacion de los coefi-
gientes de Fourier de primitiva y derivada, —— Tearema de unicidad. —
Tipos [ y I de Scries de [ourier.

Cap. VII. — Variacion de la razon simple, — Nocion de coovdenadas plie-
kerianas; ley de dualidad, — Fdévmula del sero. —— Algebra tensorial:
concepto de veetor ¥ de fenszor; dindas, tensores de inercia v eliastico.

CApP. VII — Aclaraciones sobre las coddriens afabeadas v puntos eieii-
CO8.

Cap. IX. — Entornos cireulares. — Notaeion gencral de los puntos. —
Continuidad de las funciones derivables. — 1Puncion con derivadas nulas.
— Mejora de la derivaciton de funciones vompucsias, -— Coneepto general
de diferencial de Thomae. — Alusion al veciproco del Teorema de Euler. —
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Derivadas sucesivas, — Farmula diferencial de Taylor. — Mejora de la
clasificacion de los puntos de una superficie, — Extremos de variables
ligadas.

Car. X.— Demostracion de la formula directa del radio de curvatura,
— Aclaraciones spbre la curvatura de superficies. — Formula de Euler. —
Definicion de lineas asintoticas. — Aclaracion del concepto de superficie,
— Reordenaciém de la teoria de envolventes, — Teoria vectorial de super-

ficies. — Caleulo diferencial absoluto.
Capr. XL — Demostracion rigurosa del cambio de variables. — Mejoras
en la exposicion de la teoria de 1tos ¥ rigeorizacion de la teoria de

las integrales curvilineas. — Aplicacidn en Acrotécnica de las funcio-
nes analiticas.

Cap. X1L—M¢dtodo de la derivaciin para resolver la ecuacién de Clairant.
— Complamento sobre ¢l factor integrante; su verdadero alcance. ——
Nota. sobre ecuaciones incompletas (® segundo orden. — Cdlculo de una
integral particular en las ecuaciones lineales completas.

Fl indice alfabético ha side completado, agregando los nombres de Jos
matemuiticos Gue aparecen cn el nuevo texte, con sus correspondientes
fechas de nacimiente y muerte., Muchas figuras nuevas han sidoc interca-
ladas ¥ otras renovadas, para mayor claridad.
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Funciones de una variable






CAPITULO I
LIMITES DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE
Leccion 1
CONCEPTO DE FUNCION

1. — Variables independientes.

El preblema de la medida de magnitudes conduce prietica-
mente a niimeros racionales del tipo = A,ab ... k; pero tanto en
Aritmétiea como en Geometria se presentan expresiones decimales de
infinitas ecifras con signo -, o signo —. Tal sucede al extraer rai-
ees, calenlar distancias, rectifiear eurvas, cuadrav superficies, cte.

Nitmero real es un simbolo == A, abed . .. con infinitas cifras de
cimales. Cuando ¢éstas son nulas desde una en adelante, es sabido
eomo se obtiene una fraccion equivalente, euyo denominador solo

eontiene factores 2 ¥ 5; mis en general, si la sueesidn de cifras es
periédica, se obtiene una fraceidn equivalente enyo denominador
contiene otros factores primos. El nimero irracional o inconmensu-
rable es una expresion decimal no periddiea, Por ej. V2, ¥4, 7.

Suponemos conoeida la Avitmética de los niimeros veales: suma,
diferencia, producto ¥ cociente (de divisor no nulo) condueen a
otro niimero real; las operaciones de extracr raices y tomar loga-
ritmos de niimeros positivos son sicmpro' posibles en el campo real.

Las operaciones aritméticas enire nimeros reales tienen inter-
pretacién geométrica mediante puntos de una reeta; y reciproca-
mente, la Geometria de la reeta se reduce al Algebra, gracias al con-
cepto ecartesiano de abscisa. Elegidos en la recta un ovigen (2 y un
segmento O como unidad, eada ntmero real a esti representado
por un punto A tal que la medida del segmento dirigido 04 con
la wnidad OU es el nimero a. el enal se llama abscisa de 4. Reei-
procamente, cada punto de la veeta tiene una abscisa real, y se llama
afijo de este nimero.

Esta correspondencia entre los puntos de la recta y los nume-
ros reales es el fundamento de la Geometria Analitica.
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Es, por tanto, legitimo, usar lenguaje geométrico en el Céleu-
lo, sin menoseabo del rigor aritmético, que excluye apoyarse para las
deduccioneés en imfgenes intuitivas. Asi, pues, ecnando usemos las
palabras: punte c; puntos a le derecha de ¢, puntos a la izquierda
de ¢. ete., debe entenderse: niimero ¢, niumeros mayores que ¢, Ni-
meros menores que ¢, ete, :

Dar una variable independicntc r es dar el conjunto de valores
numéricos, reales o eomplejos, que puede tomar. Solamente conside-
ramos en este curso variables reeles: y el conjunto de valores que
eada variable puede tomar se llama su campo de variabilidad.

La variable real # se llama continua cuando puede tomar todos
los valores comprendidos entre dos niimeros @ y h; o bien todos los
valores mayores que un niimers «; o bien los menores que un ni-
mero b; o finalmente cahe que pueda tomar todos los valores reales.

Tales conjuntos de valoves se llaman intervalos; en el primer
caso ¢l intervalo se llama finite ¥ los nimeros o puntos ¢ y b son
sus corlremos: en los otros casos ¢l intervalo se llama infinifo y tiene
un solo extremo o ninguno. Los restantes puntos del intervalo se
DNaman interiores. Los intervalos definidos por las condiciones:

ae<x<b ; x=a ; w<b :

se designan respeetivamente asi: {(a.b), (¢, @), (— =,D) no de-
biendo considerarse e« como numero, sino eomo simbolo convencio-
nal para el erecimiento o deerecimiento indefinide de la variable.

El intervalo se Ilama complelo o cerrado cuando en él se in-
eluyen sus extremos. Los intervalos completos a=z=b ;
x=qa ; x=0> se representan asi: [a, b], [a, «), (— co, b].

Entorno de un punto = cs todo intervalo (a,b) al cual es inte-
rior dicho punto. . Suele tomarse simétrico, es decir, del tipo
(x—d, x+d) y el namero d > 0 es su semiamplitud, o su radio.

Las expresiones aritméticas en que figura nna variable z deter-
minan el eampo de variabilidad de ésta. Son los ejemplos méis sen-
cillos de funcidn, concepto que definimos en (2) con la més amplia
generalidad.

EJeMpPrLo 1. — En ln expresién Va cl intervalo de variabilidad de z es
20, pues para valores negativos mo ticme valor real la raiz cundrada.
EJEmMPLo 2. — En la expresién 1:x, la z puede tomar eualquier valor mno

nulo, pues la divisién por 0 carece de sentido; el eampo de variabilidad de =
#e compone de dos intervalos infinitos.

EjemMPLo 3. — En todo problema fisico donde intervienem temperaturas
eentigradas, el intervalo de variabilidad de éstas tiene —273° como extremo
inferior, y el superior depende de la indole del problema.
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2. — Variables dependientes o funci

Hasta los comienzos del S, NIX la palabra funcidn era sind-
nima de cxpresién aritmética, incluyendo el paso al limite como ope-
racién aritmética; pero ciertos problemas fisicos obligaron a adop-
tar este conecepto, mucho mis amplio, de Dirichlet:

Drerivicion, Se dice que la variable y es funcidn de la variable
independiente  si a cada valor de x corresponde un valor de y, de-
terminado por una ley aritmétiea, geométrica o arbitraria.

La palabra funcién equivale, pues, a variable dependiente de
otra variable. También se usa la palabra tuncién para designar a
la ley de correspondencia y se representa por una letra: f, F, g,
®,... lamada caracteristica, que antepuesta a la variable z indica
las operaciones aritméticas, gcométrieas o arbitrarias que determi-
nan el valor de .

Cada funcién de uso Irecuente se suele representar por un sig-
no especial, que suele ser shreviatura del nmombre de la funeién;
asi, por ejemplo, el lagaritie, scuo, coseno, tangente, colengente, de x,
se representan asi: fr (logavitmoe natural) ; sen . cosr, tex, etgx.

La palabra funecidon se usa a vedes para las correspondencias en
que cada vailor de ¢ derermina varios de y; pero entonees se Jlama
funcidn midtiforme. ¥ su estudio se haece descomponiéndolas en va-
rias funciones, eomo veremos en la leecién sirulente.

Hemoz diztinguido en In definicion de funcién no tros elases do funeciones,
sino tres modos sle definiv funciones, que s¢ reducen, como veremos, al primero.

Eaempros, - Estd definida aritméticamente la funeién y=322; pues
de cada valor de x se deduee ¢l de y por la operacién aritmética do clevar al
cundrado.

Estd definida geomdétricamente la funeién ¥ = senx; pero so puede ex-
presar tambicn, como veremos, por unp serie, es deeir, por operaciones aritmé-
ticas combinndas eon el pase al Hmile.

Fsth definida arbitrariamente la funcidn siguiente en ¢l intervalo [(,2x]:

H=-w pury 0 Ll Pl |

W= - o parn gl < S

¥=a.2 pura * =0, y parn x

A pesar de estar dada la correspondencin por tres expresiones (v por ello
ge considernbi como tres fonciones en la Matemgtiea duleriana) obtendremos
en (160 s soly expresién de tal correzpondencia,

3. — Representacién grafica de las funciones.

Una funcion y = f(xr; puede representarse griaficamente por
una escala rectilinea, llevando a partir de un origen O segmentos
iguales a los valores de ¥, pero anotando en el extremo el valor co-
rrespondiente de .
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EsemprLo, — Cnda una de las cscalus que forman la regla de céleulo es
una escala logaritmiea, es deeir, la representacidn grafiea de la funeidn
v=Ilogx; pero si se quiere utilizar parn ¢l efileulo de logaritmos, debe neo-
plarse una escala nutural que sitva parn mediv las distancias,

El método méis usade para vepresentar griaficamente funciones
es ¢l de las coordenadas eartesianas; pero igualmente puede utilizarse
cualgquicr otro sistema de eoordenadas (polares, proyectivas, ...).

La determinacion de puntos de la grafica da idea de la varia-
ciém de la funeion, pero por muchos gue sean es arriesgado enlazar-
los por un trazo eontinuo, sin nn previo estudie aritmétieo de la
funeién, I3n eambio, hecho este estudio, bastardn poeos puntos pa-

ra efectuar un trazado muy aproximado.

Tual estudio de las funciones, que haremos oporiunamente, nos
dara las propicdades fundamentales de eontinuidad y existencia de
tangentes, que leilifan notablemente el trazado de la grifiea.

FIEMPLOS. — Sea la foaneidn ¥ — & 4

Atribiyanse a x los valores —2, —1, 0, 1, 2, .... y dibdjesc ¢l trazo que
los une del modo que parece més direeto ¥y natural. Véase despuds que tal di-
buje es absurdo, dando a x valores entre 0 y 1.

Hagase lo mismo con la funcidn ¥ = 2

4. — Funciones y leyes naturales.

dependeneias  entre
a delerming cl valor
, anuélla se diee funcidn de éstas.
able natural proeede de una me-
dida y, por tanto, adolece de un error; en realidad, nunca se tiene
un ntinero, sino un infervalo, en que el valor estd cnmprn‘ndido. Se
comprende, pues, que la expresion aritmética de las funeiones na-
turales es v serd siempre aprorimade; ¥ ecabe por tanto, obtener mul-

Los fendmenos naturales olreeen  eiertas
unas ¥ ofras variables; enando esta dependen:
de una variable mediante los de ot

El valor numérico de una vari

titud de expresioves para eada funcion. El problema eapital de las
Cienecias naturales exaelas es obtener para eada fendmeno la ley
matemdtica, esto es, la expresion mds aprozimada y mds sencilla.
Mediciones mis exacetas pucden deseubrir en toda ley mnatural
errores intolerables que obligarin a sustituirla por otra mejor.

Hagsrnos., — F1 volumen de unn cierta cantidad de gas no s6lo depende
do la presidn, o que esti determinado por la presién, si se supono fijn la
temperatura; luego cs funcidn de la presién, en igualdad de temperatura.

$CuAl e la ley naturnl de este fendmeno fisico? Durante mucho tiumpo se
considerd eomo 1nl la de BOYLE . MARIOTTE, o sen: pv = congtante; pero las
experiencins de Regnault (con gran escfindalo de casi todos los fisicos que erefan
ciegamente en aquelln ley) revelaron grandes diserepancias al anmentar la pre-
8i6n, ¥y Vaw pER WaaLs dié posteriormente su ecuncidn méa exncta (vénse: Cur-
su eiclico, t. 11}, j Podemos, pues, rechazar la antigun ley por incxacla y sue
tituirla por la nueva, quo es la verdadera? S6lo podemos deeir que ésta expresa
mejor los hechos; y sin duda vendré despuds otra que la superard.
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5. — Expresiones algebraicas racionales e irracionales.

Las funciones més sencillas son las enferas asi llamadas porgune
las finieas operaciones a que estid sometida la variable son: adicién,
sustraccibn y multiplicacién. Estidn definidas para todo valor de =,
sin excepeién. Se Naman lineales, cuadrdticas, cibicas, ete., seghin el
grado de la variable.

EyemrLos. — Bon coteras las funciones:
¥ = lox — V2 lineal
y=%x*—x+ =n cuadritica

Si la variable figura como divisor, pero no estd sometida a ra-
dicaciones, la funcién se llama fraccionaria; las enteras y las frae-
eionarias se llaman racionales.

EjempPrLos, — Bon racionales fruccionariss:
y=141 , y=1li(zz—1)

La primera tiene el valor excepeional z=0; la segunde los valores ex-
eepeionales = =1, que asnulan al denominador,

Si la variable figura bajo signo radieal, la funcién se llama
irracional; éstas y las racionales forman las funciones algebraicas ex-
plicitas, o expresiones algebraicas.

EJEMPLOS. — Bon irracionales las funciones:

Y=V H y=1:(z% —1)

6. — Funciones algebraicas y curvas algebraicas.

En general, se dice que y es funcién algebraica de z, euando
esti ligada con ella por una ecuacién de la forma: polinomio en z, ¥,
igual a cero. Obsérvese que en los ejemplos anteriores se puede lle-
gar a tal resultado: P(2, ¥) = 0. La curva que representa se llama
curva algebraice y el miamero de puntos que tiene comfn con cual-
Quier reecta ,segiin se demuestra en Algebra, es igual al grado de la
ecuacién. Hay funeiones algebraicas que no se pueden despejar me-
diante radicales, es decir, funciones algebraieas no expresables me-
diante expresiones algebraicas. Se llaman funciones algebraicas im-
plicitas. Tales son las definidas por estas ecuaciones:

Y—2y+1=0 , 2ys—y+2=0
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Nora. — Si para el valor 7, corresponden e raiees ¥, ¥, ¥, de Ia ecun-
cign nlgebraicn, ¥ se comple cierta condicidn gue veremos en (203), resultan m
fupciones uniformes al variar & en un entorno suficientemente pequeio de @
pero al ampliar éste se confunden y entrecruzan. (V. Elem, de la I de fun.
cienes), Fsto se vo mis clurnmente en las ccunciones que se descomponen en fae-
tores racionnles; tal por ejmplo y*— o, r;un sa descompone en ¥ =z,

H parte e lox valores w= : Wy = — 2; ¥ se amplia
alli del orvigen el valor e

tive e lmfn uegntivo ¥y viceversa.

El examen Jde la eenneion P2{x.y =0 ]\(‘Il'ﬂ.ll(‘ a veces deeir in-
mediatamente algunas propiedades de la enrva:

a)  Si todos los términes tienen coclicientes posilivos y los ex.
ponentes son pares no existe curva; pues el primer miembro toma
valor positivo, para todo (z,y) excepto si x =19y =0 y no hay tér-
mine constante, resultando punto Gnico ¢l origen

Tl ecuneidn algebraden wlmite, sin -‘lulml:_-;-- solucioues complejns (2, %)
que reciben ol nombre de pratos imaginnyios ande no hay solneiones rt'u]e:s,
o s6lo hay nimerg finito, se dice que represe

\l uni Crva in!ﬂ',f}lﬂfll'iﬂ Tor QJ H
-t =10
b) Sila y figora solamente con exponentes pares, al punto
{z, ¥} de la curva corresponde tambifn el (», — ¥} ; es deeir, la cur-
va es simdfrica vespeeto del eje x.

Ty 1=0

x*

Erexrro. — Son simﬁi,l'iv:us respoeto del eje r:
22 == Oy - B — 1 =} (rcanioa)
yr(la —r) = z3 { orsoide )

SBon simdtricas respecto de ambos ejes las caxpricieas?
(22 4 y2)2 — {axt by = ¢

e¢) Si en eada término los exponentes de ¥, ¥, son ambos pa-
res o ambos impares, al punto (. ¥) de la curva corresponde el
{(—x, —y), es decir: la curva es simétrica respeeto del origen O.

. BieMpros. — Son simdtrieas respectd de 0 las curvas representadas en la
digura. La 1.* es [a hipérbola: 2z2 Sry==1; In 3.4 es de pgrado 25;
1 2.* pareceria de 5.° grado, pero su ceuacidn, Jde 9.0 grado es:

(22 4+ y) (w2 - y2)é - 2y (Smé | 10270% — 3yi) —2xr -y =10 ;
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7. — Funciones pares e impares.
En lo sucesivo, la palabra fiuncidn significard funcién uniforme.
La funeién o — f(x) se llamu par, enando a valores opuestos
de = corresponde ¢l mismo valor de y.
La funcién se dice smpoer, ecuando a valores opuestos de & co-
rresponden valores opuestos de .
Es par cos r; son impares sen x, tgr, etgr.
La grafiea de una funcidn par es simétrica respecto del eje y;
pues si el punto (@, %) esti en la curva, también estd el (—r, ).
La grifica de una funcién impar es simétrica respecto del ori-
gen O; pues si ¢l punto {wr 4) cstd en la eurva, también estd el
('_::! __?)') -
Nora. — Lo dicho en el parrafo anterior vale si on vez de potencias pares
o impares figuran funciones pares o impares; es deeir:
Ri oy figura solumente bajo funciones pares
b curen ox simddrioa vespecto del oje ryosi o2 fis

gura solamente bajo fonciones peres, I oeurva of

stimdtrien respecto del eje g Por ejemplo, la eoarea:

2 2 2
2% 4y = a3 (astronie)
es sinitricn respecto de ambos jes.

51 en la ecuacidn polar ¢ = fla) la funciom cs par, al punto
(r, u) corresponde el (r, —ua} v la curva es simétrica respecto del
eje x; sila funepon es impar, al punto (v, @} ecorvesponde el
(—r, —a) v la eurva es simétriea respecio del eje y.

EJEMPLOS, — e agui tr

trin, von sus eorrespondientes oo
terio enunciide para reconover Tn simetrin,

L ogue tienen un eje de sime-
compriudbese en ollug el eri-

Cisedde da Diocies. Corrroeal e Paseal, Estrofoide rocta,

N

= 2a(sec a—cos a) r=2a.cos.q - O r=a.coslel sus o
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B_F 2 1. al.

Se llama asi a las funciones cireulares y a.las funciones arit-

méticas: Yy =z funeién petencial
o — a* i exponencial
¥ = log.x - logaritmica

y también a las eompuestas con ellas mediante operaciones aritmé-
ticas, tmicas que estudia el Cédleulo clemental. Como todas las eiren-
as de sen x, ¥ ésta se puede expre-

lares son combinaciones aritmé
sar por exponenciales, eomo veremos, no son funciones simples.
La {funeion y = log,x se define por la relacidn & = a¥; cs deeir,
si ¥ es funcién logaritmica de x, es x funcién exponencial de .
Se expresa esio diciendo que las funeiones exponencial y logaritmica
son inpversus, eoneepto sobre el eual insistiremos mds adelante.
Nora. — La potencin am ¢z funcidn exponencial de su logaritmo, que es

m.tog o luego resulta: todas las funciones lla il ! tales son fu
compucstas de ln exponenctal o Jdel fogaritmo, sgiendo ésta ln Goica funcidn ele-
mental stmple,

FJERCICION, ~— Comstruir la grifica de la funcidén potencial parn di-
versos valores enleros, (raccionarios, positivos y negatives del cxponente m. Ob-
sérvese parn qué tipe de exponcntes existe enrva a la izquierda del eje w.

Y f=x y=x* y=x
=x+
=x
5 o

1/ X Q

TUNCIONES CIKCULARES, — Aunque dstas son bien conocidas desde eursos
anteriores, conviene puntualizar algunos conceptos esenciales,

Adoptamos Ia definieién geométrica usual en Trigonometria, pere nna vez
demostrados en Cap. 1V sus desarrollos en serie, se comprenderd que es posible
partir de ¢stos, como definicién aritmética, la cual vale para valores complejos
de #. Es claro que ent desaparecen las i usnales: circunferencia,
cuerdas, grados, ete.; la variable # es un nlimero abstracto.

Este signifieado de nimero puro es el finico admisible en Andlisis, aun en
el campo real.

Partiendo, pues, del significade angular de la variable z, y referide el
fngulo n su rayo origen como semieje cartesiano positivo de abscisas, establez-
camos de una vex para todo ¢l curso estas definiciones:

Como medida de un dngulo s¢ adopta fa rasén de la longitud del arco
central al radio. El fingulo recto tiene medida x/2; el fingulo de una vuelta,
2x; ete. No conviene hablar siquiera del radion, en mala hora introducido en
la enseiianza.
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Seng de x ey In rezdn de la ordenada &l radio; oosene e8 la Tazdm de la
abacisa ol radio; fongente es la razén de la ordenadn a la abacisajete.

Tanto « como sus funciones ecirculares son, pues, nlrmeros reales ahetrae-
tos; por ej.: senl = 0,84

El sngule de 1.° viene expresado por el niimero z/180 = 0,017453. .., que
debe retener en la memoria todo téenico, por su gran utilidad.

La medida de vn aree de gircunferencia respecte del radie se define me
dinnte los perimetros de las quebmdm; inscriptas y circunscriptas por ¢l pro-
ecesp llamado de las 5 gentes gue trataremos en (11). Dado -un
fingulo. A0S, ¥y su simétrico A()-‘s, para rectificar el arco duble SAN', tenemos:

1.° quebrada inscripta: cucrdn S8 =2 . soua
% i cireunseripta: SBS = 2tga
" Por tanto:
2Zaenn < 2a < Btga
senad < a4 < tga

El concepto de funcién inversa dado en Trigonometria, donde se admiten
infinitoa arcos, también s mudifica aqui,

Las funciones & — nreseny, & — are tg y, significan: arco euyo senc o8 y,
arce cuys tangeate cs ¥; pera ecse arco o Goguwlo €8 procisamente el comprenm-
dido entre — x/2 ¥y x/2, es decir, se considern solamente ln semicireunferencin
de Ja derecha, n fin de que esté univoeamente deternunado.

WAL e anaas

Esto equivale a limitar la grifica de Ia funcibn y = senx al intervalo
(—n/2, n/2) y de la eurva tangentaide o toma solamentie su rama 1%,
Andilogamente, are cos & designn ¢l finico avco entre 0 ¥ x, cuyo coseno es ¥

FORRCIC(OS:
1. — La cisowde de Diocles se deduce de la circunferencin de radio o ¥
s tangente en M llevando en eada secante por 0 ¢l segmento OP = AB. De-
dGzease la ccuncidn polar (73 y de ella la cartesiana (6).
2, — La estrofoide recta se copstruye asimismo levando OF = AB, poro

ln reeta es perpendienlar al radio de O en ¢l centro,
Para In trisectriz de Mec-Lauwrin ln recta es perpendienlar en el punto

medio del radio.
Deds

lag8 ecumciones eartesinnas y polarcs de estas eurvas,
3., — Demostrar que representa una estrofoide rects, simétrica respecto del
eje y la ccuacién: r=a . tg ¥ a.
4. — Qué posicién relativa respeeto de la biseetriz # =y ocupan las gré-

ficas de doa funciones inversas ¥ = f(x), = — @{¥)?
5. — En lo grifiea de las funciones xm sefiflense las fuunciones que son in-
versag una de otra,
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9. — Definicién de limite.

Se dice que la funcién y = f (x) se aproxrima tnfinitamente al
valor I, o converge hacia el valor I, fiende hacia el limite £, o {iene el
limite {, para x=4a, cuando la diferencia ¥ —1I, tomada en valor
absoluto, se conserva arbitrariamente pequena, tomando x sufictente-
mente proxima al namero a.

En términos precisos, cseribiremos:

lm. fio) =1, para = «a, v mejor: r —a

cuando para eada nifunero positiva £ existe otro niimero positive 3,
tal que para todos los valores de « (excepto el mismo @), que cum-
plan la condiciin :

[ —a| << 8 se verifiea: |y —1| < e.

Obsérvese que en esta definicidn no intervienen mis gue los
valores de la funcién y = f(z) en la proximidad de z == @, pero no
el mismo valor a, en ¢l cual la funeion puede no tener valor ningu-
no, o tener valor cualquiera. Por esto parece mis adeenado escribir
debajo o a la derecha de la abreviaiura lim. la indieacidn: x — a,
en vez de xr — a. :

FJeEMPLo 1, — SBea Ja funeidn y =(x2 o 2r) :x. Su limite para £ > 0 es 2,
puesto que para todo valor xz2 U s y =2+ 2, v por tanto; ¥ —2 =z llega
& ser tan pequefio como se quiera, luego: lim. (r2 -4~ 2x):x =2, Bin embargo,
para £ =0, la funcién no tieme valor correspondiente, puecs carece de sentido
aritmético dividir por ecro.

y ¥ :
2 i /

7 ol %

EjeuMpLo 2. — Supongamos que ¢l precio de una mereaderia es 2 pesos kg.
y deade 10 kg. en adelante se reduce a 1,50 pesos kg. La grifica del valor de
cantidades crecientes de dichas mereaderias se compone de dos segmentos de
rectd con pendientes 2 y 1,50 respectivamoente, extendiéndose el segundo seg-
mento infinitamente hacia la derecha.
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La funeidn y = f(x) es crecionto desde 0 hasta 10, sus valores se van acer-
cando hacia 20, ¥ llegan a diferir de 20 tan poco como se qguiera; por ejem-
plo: serfi 20 —f(2) < 0,01 (es deeir, el valor diferird de 20 pesos en menos
de un centavo) si la eantidad de mercaderia d re de 10 kg, en menos de 5 gr.,
es decir: si es 10 —x o 0,005 o sea desde x = 9,905. Podemos, pues, eseribir:
para valores orecientes de x es M, f(x) = 20, si nos limitamos a considerar el
intervale 0 a 10.

Bin embarge, no llega a aleanzarse eete valor 20; pues pura x =10, el
valor es ¥ = 15, segin la nueva tarifa de 1,50 el kg,

En cambio, si nos acercamos hacia x =10 por la derecha ,es decir, decre-
ciendo z, resulta lim. f(x) = 15.

En Andlisiz se distinguen estos dos modos de tender z al valor a, esecri-
biendo respectivamente:

x > a- . T = a*
Demudstrese que el limite pura w5 04 de Ve y de 1:logx es cero.

EjemrLo 3. — Representar griaficamente la funcidu y = sen a/r.

Observe el lector que al tender z a 0, y oseila indefinidamente sin tender
tas veees todos los valores
, earece,

hacia ningan valor fijo; por ol contrarvio toma inf
entre —1 ¥ —1. El simbolo lim. para x = 0, aplicado a esta fur

por tanto, de sentido.

EJEMPLO 4. — Anidlogamente, si se representa la funeién ¥ = ».8en n/7,
las ordenadas de la funcidén anterior estAn multiplicadas por £, que va dismi-
nuyendo; lag infinitas ondas de altura 1 decrecen y quedan entre las Jos bisece
trices, puesto que el coeficiente angular de la cuerda que une cada punto con O
&8 ¥: 2 = senx/x y por lanto osciln cutre —1 ¥ -+1; es deeir: el dngulo aseila

entre —x/2 ¥ - w/2.
En cste caso es:
lim. x sen n/r = 0 paron x = 0
pues ¢n valor absoluto, la diferencia con el limite es:

| z.50n /x| =] x|

¥, por tanto, llegard a ser mewor que g, sin mis que tomar o] < e
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Nota, — Vemos en este ejemplo que Ian funcién puede aleanzar infinitas
weees su valor limite, mientras que r no aleanza el valor . Esto mismo acontece
ya en el caso més simple: EI limite de wna consfante es la misma constante.

10, — Propiedades de los limites.

Sil=Ilim. f(x) es positivo, desde un valor de x difiere f(z)
de I en menos de {, luego es f{z) = 0. Andlogamente, si I es nega-
tivo, resulta f{a) << (.. Es decir: Desde un valor de x en adelante
la funcidn ticne ¢l mismo signo de su limite.

Corolario: Si @ < 1, como f(x) — « tiene limite 1 —a > 0, serd
desde un « en adelante: f(x) —a = 0, es decir: f{z) > a.

St f(x) estd comprendida entre dos funciones g(z) y h(x) que
tiencn el mismo limite para £ — g, la diferencia entre f(x) y 1 estd
comprendida entre las diferencias g(x) —1 vy h(z) —1, luego serd
menor que & en valor absoluto si éstas lo son, Por tanto: 8i una
funcidn estd comprendida entre olras dos que tienen el mismo limile
para r© — a, tiene este mismo limite,

Como en la definicién de limite sdélo intervienen los valores de
f(z) en la proximidad del punto x = a, pero no el valor f(a), re-
sulta: Dos funciones que son iguales para todos los valores de = dis-
tintos del & == @, tienen el mismo limite para x — a.

Por tanto, es legitimo, antes de caleular el limite, hacer en la
fureién todas las simplificaciones convenientes, incluso la supresién
de factores comunes que se anulan para ¥ == a, siempre que éstos
no se anulen para otros valores de = préximos a a.

Asf, en el ejemplo anterior 1, simplificaremos suprimiendo el
factor x, y después calcularemos el limite.
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11. — Método infinitesimal o paso al limite.
Esta operacion de  lomar limiles en una igualdad, o pasar
limite, es el fundamento del método infinitesimal.

Mas no vaya a creerse ane éste consiste en sustituir una varia-
ble por su limite, lo que implicaria un error, y, por tanto, las con-
clusiones y férmulas del Caileulo infinitesimal serian aproximadas.
El método infinitesimal consiste en pasar de una igualdad entre dos
varigbles a olra igualdad entre sus limites; es decir: de la igualdad
4 =z s deduce: lim. y == lim, z que es rigureosamente exaeta.

Un ejemplo cligico aclarari csta idea. Una pirimide es limite de la suma
de prismas gue resultan tomando como bases las seeciones por planos parale-
los; pero no cs legitimo tomar comoe volumen ¥ de la pirimide la suma 8,
de los prismas, pucs, por muchos que scan ¢stos, hay una diferencin o error
por defecto o por exeeso, respecto de la pirimide dada.

Ahora bien: si tenemos dos pirfmides de igual altura ¥ bascs equivalentes
y efectummos en ambas la descomposicidn con igual ndmero de planos equi-
distantes, eada prisma ¢s equivalente o su homdlogo, como se demuestra en
Geometria elemental; por tanto, S, =& ¥ tomando limites resulta ln igual-
dad rigurosamente exaecta: F = V' Ks asl como se demvuestra en Grometria
que dos pirimides de igual alturn y bases equivalentes ticnen igual volumen.

En este cjemplo se admite intuitivamente ln existencia de limite, o sea
el volumen 37; pero tal existencin resultn rigurosamente del importante teorema
siguiento:

Teorema de las i A1 converg

Todo par dr suweesiones numdricas del tpo:
L T L. T
taley que lo difereneia b, —a, Qewde o al erecer n, determinnn up wimeren
real gque pertencee g todos log futervalos |a, b.].

Expresados decimalmente «, v &, st st diferencia es menor que ena uwidad

decimal de orden m, tienen comunes al menos m-— 1 cifras decimales, Al crecer
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o, lns vifras comunes componen up nimero E=EF, abe..... contenido en
todo antervalo [eo,, 8.7,

Tal namero, Hawsdo frentera, o8 ol dnive contenido en todos les interva-
lox: pues gi Lo

[t

L EC PONSOTY b, —a, mayor gque Ju diferencin entre

ambos, contree la hipé

NOTAS

Ejrmplos e mctodo vefindesimal eo Mate puiticns clementales.
.

En Geometria elemental se ntiliza frecucentemente el método inf
he aqui’ algunos ¢jemplos:
L longited de una eurva se defino eomo limite Jde Jos perimotros de las

quebradas inseritas o circunseri

tesimal j

nndilogmimente ¢l drea del cireule v de te-
das lus figuras limitadas por curvas se define ¥ ealeula ecomo lmite de Jas
Arens do poligones inseritos o circunseritos, o bien, como limite de la suma de
trigngulos cuye mimero va ereciendo, a medidn que tienden sus dreas a cero.

Esto andétode, que consiste en samar w clenwntos variables ¥ pasar al Jimi-
to para # — e, &8¢ Hama falegracion,

Son, pucs, integraciones: el edlenlo de o longitell de la circunferencia,
del dren del eirculo, de la superficic lateral del cono o eilindro, del volumen
del cono, ote., que se efectian on Geometrin clemental,

I IRCICTOS

1. — Diemostra

limn, sen p =1 , linn cos =1 parn r 0,
o

L. — Ddee la obra de Haffper titulnda: Einfilrung in die Differential-
und Integralreehnung, en la pag. 117 (2 ol

““En la grifica se ve fhcilmente que al hacerse el arco cada vez; mAs pe
quefio, la euerda (sen r) cada ver eoincide mis con su correspondiente arco I,
y finalmente, ¢n el limite, se puede considerar como igual o éste; de donde
resulta que el limite de 1a rnzén del seno al arco es 1.7

Vea el lector que cs inadmizible cste razonamiento; con ¢ se probaria que

un lado de un rridugule es igual o la suma de los otros does, sustituyendo éstos
por una guebrada gue tiende a confondirse com agquél; [y gudrdese el lector
de csa engafioss fruse *ten el limite’'!: pues para x =10 no silo coincide
gen ¥ con ¥, sino tambiin con 2r, con 82, con v £, ..., ¥a que todos san.nuloa.

3. — Dar sueesiones r, > 0 tale que los correspondientes valores de la
funcién el Ejemplo 3 tengan limile arifmética, n pesar Jde no existir limite
Funcional.

4. — Demostrar: =i f(2) < g(x) es lim, f(x) =lim. g(x), Dar cjemplos
en que resultan iguales los limites,



LEecciox 4
FUNCIOMES CONTINUAS

12. — Definicion de la continuidad.

Hemos adverfido que en la determinacién del limite de f(z)
para z — a no interviene ¢l valor f(«) sino solamente los valores
de f(x) en la proximidad de «. Por tanto, puede ser:

flay == 1im. f{x) para x —a

La funeién f(x) se llama coniinua en el punto r = a, cuando
el valor f(a) que toma en él es también el limite a que tiende al
geercarse r a dicho punte, es deeir, enando se verifiea:

Hm, f{x) = f{a) para r— .

Cuando esta condicién no se eumple, la funcion se dice discon-
tinua en el punto a.

La funeién se lama continuwa en un intcrealo, cnando sus va-
lores en él ecumplen la condicién de cantinuidad en cada punto del
intervalo, ineluso en sus extremos.,

Seghn el eoncepto de limite dado en la leccion anterior, la de-
finicion de continuidad equivale a Osta:

El incremento Ay == f{.c1 — [(a) puede hacerse en valoy absoli-
to tan pequeiio come se quicra, femando ol inevemento \e=1r —a
suficientemente pequeiio.

En términos preecisos: dado un namero positivo arbitravio e,
se vervifiva: [Ay | < g, tomando !Ar’ menor que un eierto namero 8.

Este es el significado claro de la impreeisa (rase econ que los
autores clisicos expresaban la continuidad, diciendo que la fun-
cién ‘‘varia por grados insensibles’, es deeir, al variar muy poco
la variable varia poco la Tuncidn, ;Qué relacién existe entre ambos
incrementos? Este es uno de los problemas capitales del Cileulo di-
{ferencial, que pronfo resolveremaos.

La grafiea de una funeién continua, se laina curve wniforme;
no se define, pues, como antiguamente, la continuidad de la fun-
eién mediante la impreeisa intuicién de curvae, sine que, por el con-
trario, el eoncepto de curva se define mediante la nocidn clara y pre-
cisa de funcidn continua.

Arco de curva uniforme es la parte de ésta que corresponde a
un intervalo de la variable independiente z.
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Todas las funciones elementales, simples y compuestas, son eon-
tinuas en tode punto en que tienen valor determinado; sus puntos
de diseontinuidad son aislados y solamente aquellos en que la fun-
cion no esti definida, Sus grificas se componen, pues, de arcos de
curva. Msta propiedad general resulturi mas adelante en el edleulo
de derivadas; pero podemos utilizarla ya, para caleular el limite
de una funeion elemental eualquicra para « — a, sustituyendo @ == a.

Hagspro. Ile agui el edleuls de algunos limites:

22 41 141 2
Para o — 1, lim, = e
dxd - 2—45 3

arn > —q, line 1t o —tg n=0

13. — Propiedades fundamentales de las funciones continuas.
De la definieion de funeion continua y de las propiedades de
los limites vesulta: L La siwoma, difcrencia, producty y cociente de
funciones confinuas es funcicn conlinuw, excepto en los puntos en
que se annle la funcion duvisor,
En ecfeeto, en la leccién 6 demostraremos que el limite para
xz —a de las funciones continuas:

- e gl L fle) —gCr) 5 Sl L) s () rg(a)
es respectivamente f(a) == g{a): f(a) . g(a); f(a):g(a), valor que
toma en o la funeidn compuesta,

Eaerocio, — rmese el ineremente de la suma, diferencia, producto y co-
ciente de dos funciones coutinuas y se veré quo tiende a 0, cuando tiende el
incremento de x.

Recultard asi, en virtud de la segunda definicién (12) de contnuidad, oira
demostracion del teorema,

Menos inmediatas son estas dos propiedades fundamentales, cuya
demostracién pucde verse en las nolas:

IT. Entre los valores de una funcidn f(x) conlinua en un in-
tervalo completo [a,b] hay un valor mdrimo cabsolute M mo supe-
rado por ningiin olro; y un minimo absoluto m, que fo supera a nén-
gun otro f(z). (Teorema de BoLzaNo - WEIERSTRASES).

Esta propiedad de las funciones continuas no la tienen todas
las funciones. Asi, por cjemplo: la funcién y == 1/x no es continua
en todo el intervalo [0,1], puesto que deja de serlo en el extremo
z==10; y no tiene valor miximo en (0,1}, sino que por el contrario,
llega a Txceder a cualquier nimero, por grande que sea, tomando x
suficientemente pequefio.
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III. §i ume funcidn es continua en [a,b] toma en (a,b) todos
los valores intermedios entre f(a) y f(b). (Teorema de BorzaNo).
En particular: si es positiva para == &, y negativa para x == b,
hay entre @ y b un punto al menos en que se anula f{x), es deeir,
al pasar la curva de uno a otro semiplano del eje x, corta a éste.
En esta propiedad se funda el cileulo de raices de las ecuacio-
fles. Una vez encontrados log valores ¢ ¥ 8 en que f(x) toma signos
contrarios, para aproximarnos mis al valor de la raiz comprendida
entre ambos se van sustituyendo valores intermedios, hasta llegar a
la aproximacién exigida.
EJeMpPLO. Resolver la ccuncidn tgz =z, que se presenta cn Fisiea,
Con las toblas de tangentes natunrvales se encuentras
= 180" + 77* = x4} 1,3
% = 180° -}~ 78° ="n |- 1,3¢ < 450 ..., ; tgpx—zx posiliva
Aproximande mils, dando a x valores de 10" en 10V » despuds de 10 en 17,
resulta:

L4488 L., tgx—x negalivg

&~ DT LT = 4400 ...

Representar graficamente las raices como intersecelin de o tangentoido
con In bisectriz de los ejes: y — &

14. — Verdadero valor de las expresiones indeterminadas.
Hemos visto en el cjemplo (r* - 20) e que esta funeiém cesti
bien determinada, es decir, ticne un valor numérico para todo va-
— 0, en el ecual carcee de signifieado,
prcs en Aritmética no tiene sentido el cociente 0: 0. Si representa-
mos grificamente la faneidn, vemos que ésta ex izgnal a @ 4 2 para
todo valor de » 4= 0 » su grafic

ler de », exeepto para cl

@ es ina linea reeta, exeepto el punto
en que corta al cje y. Pareee, pues, natural eomplelar i funeion,
asigndndole al valor & = 0 el correspondiente j == 2.

Regla general : sioal sustituir 2 —=a en la funcion f{x) resulta
una expresion aritmétiea gue carcee de valor numdérico, completa-
remos la funeion, asienindole como valor en el punto x-—=a el li-
mite a que tiende f(x) para « — a; s deecir, ya que f(«¢) earece de
sentido, le asionamos el valor siguiente:

fla) =1lim. f(x) para & —

EBete ntmero con ¢l enal completamos la funeidom en el punto

x == a suele llamarse verdadero valor de f(x) e dicho punto; la

justificacidn de cste nombre es la siguiente: si asignidramos a ()
otro valor cualquicra distinto del lim. f{z), resultaria una funeién
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disecontinua; en cambio, adoptando como valor f(@) este limite, ha-
eemos gque la funcién sea comftnua en el punto x=—«, Cuando no
exigta limite, no podemos conseguir esto. Asi sucede en los ejem-
plos del parrafo anterior.

El céleculo del verdadero valor de una funeiin en el punto
x = a, s¢ reduce, como vemos, a caleular su limite para x — a, ¥ co-
mo las reglas de ecileulo de limites son ineficaces en estos casos, es
preciso recurrir a artificios especiales; uno de ellos es la supresion
de faclores comuncs, como se explica a eentinuacién.

15. — Expresi indet inadas de la forma 0 : 0.

Este es el caso mids importante, en que la funeidn f{x) eca-
rece de valor para & —a, ¢s deecir: cuando f(x) es un eociente
f(zx) =«q@(x):W(x), cuyos dos términos namerador ¥ denominador
e anulan para & = a.

Cuando q{x) ¥ y{x) son polinomios, ambos son divisibles por
¢l binomio x — &, segiin s¢ demuestra en Algebra, y simplificando
la fraceién antes de tomar limites, mediante la supresiom del factor
comiin £ —a, 81 en la nueva Traceién no se anualan numerador ni
denominador, basta poner z —a vy resulta el limite buscado.

EJemPLOS. — Hemos calculado en ¢l pirrafo anterior:

Tm, fx2 +2x):r=1lim. (r-2) =2
Anfilogamenta resulta: =
r—1 z—1 1

4 —1 (—1) (x84 z24x+1) o8t ax24ax+1

El limite de la primera es igual al de la Gltima, ¥ éste se calcula sustito-
yendo £ =1; asl resulta 1/4.

Vemos en estos ejemplos, que el limite de una funeién que adop-
ta la forma 0/0, puede ver distinto, segiin cual sea la funcién,gue
da origen a dicha forma; por esto suele llamarse expresién indeter-
minada, como sus andlogas, que estudiaremos méis adelante,

Objeto esencial del Cdlculo diferencial es el eileulo de limites
indeterminados del tipo °/, mediante el algoritmo de las derivadas.

16. — Funciones discontinuas.

La definicién de continuidad en el punto » — a exige que exis-
ta lim. y; y ademds, que coincida eon f(a).

Tenemos, pues, dos causas fundamentales de discontinuidad:



FUNCIONEE CONTINUAS 19

12 Existe lim. y pero no tiene valor numérico f(a), por pre-
sentarse una expresion avitmétien que carece de sentido; entonces
eabe completar la funcién haciéndola continua,, adoptando el ver-
dadero valor; la discontinuidad se lNama evitable.

2 No existe Iim. y, es decir, al tender & a o, no tiende ¥ ha-
eia ningin valor tniee. Si hay un limite por la derecha y otro por
la izquierda, la diferencia entre amhos se llama salte, y la disconti-
nuidad de 1.* especie. Tal sucede en los ejemplos que siguen.

Se llaman de 2.* especic las discontinuidades en gue no existen
limites ‘lulpralm; tal es la gue ofrece en el origen el ejemplo (9.3).

-EJeMPLo 1. »— He agqui una funeién discontinua, en la cual, por pequefio
que sea ol ineremento do la variable, el ineremento de Ja funeién se conserva
constante ¥ no tiende haecia ecro. Bl flete para merenderins en los ferrocarriles
suelo enleularse por fracciones indi les de 300 kg.; por tante si el flete
para ends 100 kg, c: o, el flote correspondiente s 300 kg, es 3a, ¥y para
300 -i- b, coslquiern que sea el incrcwento k, se pagn como 400, o5 deeir: 44,
Por tanta, por peguedio gue sea el incremento positive de ln variable, ¢l de la
funcitn vale o: hay, pues, un salto de alturs o

A A ' =7

FEagympio 2, — 81 desvimnos un pénddale G el dngulo ¢ hasta In posgicidn

G4 ¥ Lo abandonamos a sa propio pese, descicnde eon velovidad ereciente y al
NMegar ol punto mds bajo, I veloeblad  {serin o Dindmicw), es:
=1 v gl sen i/ —x et b

siendo 1 la longitud y o la eonstante de la gravedad, o sea 9531 on sistemn o g.s.

Al creeer ¢ desde 0 haste valores cereanos ao, ervee @ aproximfindose al
valor t,:=2 v gl; andlogamente, pars vilores negatives de { toma v volores
de signo comtrario. La grifics tiene la formn indicads en la figura y se re-
pite periodicamente, pucs al imerementar ¢ oen 23, toan vo@l mizmo valor
Bin embargo, pars t=on ol valor de la Tuncion we es el dade por b férmuln,
segin In cual, v aleanzarin el valor miximo ¢, sing que, por el coutrarie, el
péudulo puedaria inmavil, en equilibrie inestable en su pesicién 04 ; por tants,
no huy ningin valor de # correspondiente al =3 ni wl ¢ = — .

Pura valores de t erecientes y gue tiendan haein g, los valores de » ticnen
el limite +.; pars valores Jde ¢ superioves a x, ¥ que tiendan aox, In funcién
tiende huein - 1,

Esemrio 3. — La fugcion (22, o bien: £: & tiene en o] origen discon-
tinuidad de primera eapecie, eom @alto 2. Estuw funcién suele designurse ag =z
(signo de x); vale 1 para & >0 ; — 1 para x << 0,
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NOTAS

Conservacign de signo en el entornoe de un punto.

8i f{x) es continua ¥ fia) >0, hay un entorna en el eual difiere de f{z)
en menos de f{a), es deecir, f(a) —F{r) < f{a) luego f{x) = 0. Andlogamen
te, i f(a) < 0 c8 f(2) <0 en un entorno del punto a.

Corolario: 8i f(x) es continua cn el punto w, ¥ es f(a) > ¢ se conscrva
f{#) > ¢ en todo un entorno de €; 8i o5 f(a) <7 ¢, 3¢ conearva f{x) < . Basta,
en efecto, observie gque siendo f(a) — o =0 en el primer enso, debe ser
F{®) — ¢ >0 en un entorno; y anflogminente en el otro enso.

Demostracidn del teorema de Bol:ano.

El miamo procedimiento st‘j{ulx‘]’o para el edlenlo de las raices de la coua-
eidn f{x) =0 nos da la demostracién del teorema de DBolzano. Supongamos,
Peoej: £(2) <0, £(3) >0; si dividimes 1 intervalo (2, 3) en 10 partes
iguales, ecxistir uno, en que pasari de — a -f; sen, p. ej.: F(2,7) <0,
f(2,8) > 0; asi siguiendo, o se llega n un valor en que se auula Ia funecidn,
o se va formando un ndmero ¢ = 2,7051. . con las cifras caleuladas; y debe
ser forzosamente f(c) = 0; puesto que en todo entorno suyo, por pequefio que
sen, In-funeidn toma valorea positivos ¥ negativos.

Bemastracian del teorema de Boliano-IFeicrstrass.

8i f(x) es continua en [a, b)), dividide éste en dos partes iguales, cabon
dos cagos:

1.* FEn eada intervalo parcial hay algin valor de f(2) no superndo en
el otro. Ambos valores son, por tanto, iguales; y no estando cada uno superado
por ningdn otro de f(z), es el miximo ahsoluto.

2.° Ilay al menos un intervalo pareial [a,, b,] donde son superados todos
loy valores del otro. Bisecado (o, 5,] soa | e, b,] un intervalo pareial donde son
superados todos los valores del otro; ete.

8i en este proceso de biseeciones noe se presenta el primer easo, resulta una
sucesién indefinida de intervales, que por el tecorema (11) ticnen un punto
comin p.

El valor f(p) no puede ser superado por ningdn otro; pues suponiendo
F{p) < f{q) se conservari f(z} < f(q) en todo un entornoc de p (V. corola-
rio); ¥ como para u suficientemente prande ese entorno, que mo contiene a g,
contiene un [a,, b,] donde son superados todos los valores restantes, resulta
contradiceién. El valor f(p)} es, por tanto, miximo.

Con leve cambio de palabras, o bien aplicando la conelusién a la funeién
— f{x), resulta la existemcin del minimo Jde f(x).

EJERCICIOS

1. — Dar funciones discontinuas sencillas que cumplan la condicién de
Bolzano en [a,b], esto es, tomen todos los valores intermedios entre f(a)

¥y f(v).

2. — Observar que la funciéon disrontinua del Ej, 3(9) eumple esa condi-
cién en fodo intervalo.
3. — Una funeién diseontinua en un punto, jpuede ser continua en

un intervalo que tenga ese extremo? Obsérvese que en los siete ejemplos
de csta leccidn y la anterior, el comportamiento es distinto.
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INFINITESIMOS

17. — Propiedades fundamentales.

Toda variable que tiene limite 0 se llama infinitamente pequeita
mds brevemente, se llama también nfinitésimo.

La condiciin esencial del infinitésimo es la variebilidad y te-
ner por {imile 0. Iablar de nimeros infinitamente pequefios es un
cgntrasentido; pues siendo un nimers invariable, no puede llegar a
ser menor gque cualguier otro nimers, que es la condicién eseneial
del infinitésimo,

I. Lo swma de infinilistimos (en mimere fintlo de swmandos) es
wen infinifésimo.

s &1 tenemaos la suma v, - i, Yy €5 cEa o con-
Pues si tene la s L -+ ta lleg [
seprvarse <2 € en valor absoluto, desde el momento en que todos los
sumandos sean Menores que e n.

EJEMPLO. — La suma 22 tsenax - tgo 4 2¢%, llega a scr menor que
0,001, tomando (2} < ,0001; pues entonees vuda uno de los sumandos es infe-
rior o 00002,

Nota. — s indispensable que ¢l ndimere de sumandos sen finile; pues si
al tender a ¢ endn infinitésinio, ¢l namero de ellos va awmentando, la suma
puede tener un limite distintg de 0. Tal sucede en el cileulo de drens ¥ vold-
menes de figurag curvilineas plavas o espaciales, Como verenmos, so descompo-
nen en trozos que van disminuyendo y tendiendo hacia cero, al mismo ticmpo
que el ndinero de eljos crece jufinrtamente; la suma do todos cstos infimitdai-
mos tiene un linate distinto de ecro que es el droa o volumen buseado, Lo de-
terminneion de tales lunites es objeto del Cileulo integral.

Otro ejemplo: la pumn de n swnundos iguales o 1/8 vale 1) sungne son
infinitésimos al crecer w infinitameate,

1L El producte de un infinilésimo por una constante, o por una
variuble acotada, cs decir, cuyo calor ebseluto se conserve inferior a
un wtbiters fijo I, es un infintiésime.

En ciecto, si en el producto y.2 se conserva |z, << k ¢ la varviable
y llega a ser tan pequeiia como se quiera, desde el momento en que
llegue a ser |y| < e:k, el producto seri inferior a e

Andlogamente : el cociente de un infinitésimo por una conslunle
no nule, o por una veriable cuyo valor absolulo s conserve superior
a un ndmero positive, es un infinitésimo.
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18. — Comparacién de infinitésimos.
Para x — 0, son infinitésimas las variables:

P LRSS .. S,

¥ éstag se toman como tipos de comparacidn para las demds varia-
bles infinitesimales. También pueden tomarse potencias de exponen-
te fraccionario.

El infinitésimo x se Nama dg primer ovden, el z* de segundo
orden, ...., el 2™ se diee de orden m.

Dos infinitésimos « y f se llaman de igual orden cuando su co-
ciente tiene un limite finito v distinte de ecero. 1’0;— tanto, kx™, cual-
quiera que sea el coeficiente & 4= 0, es también de orden wi.

Cuando el cociente a/ff tiene limite 0, se dice que « es de orden
superior a f; entonces tiene P/a limite infinito.

Cuando el cociente de « por i earcee de limite, finito ni infini-
to, se dice que ambos infinitésimos no son comparables.

Eiemrros, — Son de segundo orden los infinitésimos: 422, 4x?, wre,

El infinitésimo vz es de orden 14.

El infinitésimo z sen” @ /r no es comparable con ¢l x, pues el cociente ca-
rece de limite, como se ha visto en (8).

Para « > n, se ndopta r —a ecomo infinitésimo de ler orden. Ejemplo:
tde qué orden es ctgx pars x - 7/.7 Contistese despuds de leer (20).

19. — Infinitési equivalent
Dos variables cunlesquiera (en particular dos infinitésimos e y 8)
se llaman equitlﬂ?br.rea, cnando su cociente tiene limite jgnal a 1.
La diferencia de dos infinitésimos equivalentes es un infinité-
simo de orden superior. En efecto: por ser

lim, a/ff =1 scrda a/f—=1-+3

siendo & un infinitésimo; por tanto: a — f = B8, es decir de orden
superior a f. :

Reciproeamente, de esta igualdad resulta la anterior, es decir:
si la diferencia de dos infinitésimos de igual orden es de orden su-
perior a ambos, éstos son equivalentes.

8i un infinitésimo « es igual a otro § més un infinitésimo vy
de orden superior a i, es decir: a =f - v, el sumando p suele lla-
marse parte principal de o, ¥ es equivalente n o. Dada una suma
de infinitésimos de érdencs diversos, el de menor orden es la parte
prineipal, equivalente al infinitésimo suma. Esta operacidn se llama
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despreciar infinitésimos de orden superior; y aunque la parle prin-
cipal no es igual al infinitésimo suma, es equivalente a él, es decir,
su cocienle tiene limite 1.

Una variable finita puede considerarse como eguivalente a su
limite, puesto que la difercncia entre ambos es infinitésima. Es lo
mismo eseribir:

Him, =1 o bien: y=2-195

siendo & infinitésimo. De esta expresion de eada variable, igual a
su limite mds un infinitésimo, haremas uso frecuente,
EieEMPLO. — Demostremos gue para £ — 0 €8 lim, cos £=1.

En cfecto: 1—cosz = 2sen? 14z < 2(14x)2 = Yx2, que es un infini-
tésimo.
20. — Equivalencia de [os infinitésimos x, sen x, tg x.
Para & — 0 tienen limite eero el #en z y tg . Vamos a demos-
trar que estos tres infinitésimos son equivalentes,
De la definicién de longitud de un arco, eomo limite de los pe-
rimetros de las quebradas inseriptas v ecireunseriptas (8) resulta:
sen < < ig x
es decir: el areo ¢s mayor que el seno y menor que la tangente,
Quizis no sea indtil reeordar que son tres nimeros abstraetos,
razones de longitudes, Dividiendo sen x por los ires micmbros, re-
sulia esta acotacidn de sentido opuesto:
1 = {senw) e > eosx
¥ dividiendo los mismos tres miembros por tgx, Tesulta esta otra:
cos i < x te e < [
Al tender e a0, con signo enalguiera, es:
1—sena:r < 1—cosx infinitésimo
l—x:itgr < 1 —eo85d -

v de la definieion de lmite resulta:

lim. sen x:x==1 para x— 0
lim., witgae=1 i 3
Nota. — Puesto que la tanpgente, el seno y el arco mom equivalentes, te-
nemos estos infinité tambié juivalentes: ¥, are sem &, are tg .
EseMpPLe . — El infinitésimo 1 — cosx es equivalente o 14x2. En efecto,

basta sustituir ew ol ejemple anterior (19) el seno por ¢l nreo,
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21, — Valores aproximados.

La palabra infinitésimo se wsa impropiamente en las ciencias de aplica-
¢ifn, designando con ella un nimere muy pequedio, es decir, despreciable respec-
to del grado de aproximacién prefijado. Dentro de este limite de ervor, el seno
¥ la tangente de un arco pequedio pucden sustituirse por el nreo; pero debemos
precisar bien qué entendemwos por suficientemente pequeiio.

Pueste que la longitnd de In semicirevmfercncia de radic 1 es o,

la longitud de 1° es x:180 = 0,01745....
» " w Z° 0,08490, ...
N, 0,05236. ...

La diferencia entre el seno ¥ el arco o equivalente & la sexta parte del
cubo del areo (mis adelante se veri que es moenor). PPor tanto, estos errores
Z~—senz ¥ tgxr—x valen aproximadaomente:

Para x21° ¢ —sen & « 0,000001 , tg = — x « 0,000002
n EFSI% r—sen &£ DO0O0Y |, tgp £— & o7 0,00002
w &53% g—sen x o2 00001, g ¥ —2 o7 0,0001

Berfi, pues, legitima la sustitucién. del seno por ¢l arco, hasta amplitudes
do 39 cn cfileulos de cuatro decimales exactas, pero no en cileulos que exijan
seis decimales exactas, en los cuales s6lo serd legitimn la sustitucién pars
Breos menores que 1° vy anfilogamente en loz demdis casos.

Advirtamos, de una vez para sicmpre, que la jgualdad gproximade de dos
nhimeros, s¢ expresa por el signo @ ,— b; pero la palabra aprerimada carceermi
de sentide st no se da una cota superior de orror 3 decir, un nimero que no
puede superar la diferencia a — b o b —a, tomada en valor absoluto.

TJEMPLO. — Las visuales divigidas a la base y al punto mis alto de una
torre situada a 1000 m. del observador, forman con la horizontal dngulos de
45' y 2° respectivamente. Calculemos ln alturn de la torre.

La foérmula exacta es: h = 1000 (tg 2°—ty 453"} ¥ sustituyendo las-tan-
gentes por los arcos rTesulta:

tg 2° — 0,03490..,,
tg 45 ~ 2,.0,01745.... = 0,01308, ...
de donde resulta: b — 21,82 m.

E] error en minuende y sustraende es por defecto e inferior & 0,02, luego

@l error final es menor que 2 em.

EJERCICIOS
1. — 8i un triingulo rectfngulo tiene un Angulo infinitdsimo, paué ele-
mentos infinitésimos tieme?
2, — 8i un trifingule rectingule tiene loz dos catetos infinitésimos del

mismo orden, jeémo es la hipotenusad
3., — §Cémo deben ser los fingulos de un trifngulo para que sus tres lados
sean infinitésimos equivalentes?



LEeccidon 6
CALCULO DE LIMITES

22. — Limite de una suma.
El limite de lo suma de un nimere finito de variables qua tie-
nen limites, es la suma de los limites de esias variables.
Sean las variables #,, ¢y . ... ¥m que tienen los limites I,, ,, ....
lm, es' decir:
Y, =1 435, Yo by 8y ooy Y=l B

siendo d,, 8,, .... 8§, infinitésimos. Sumando:

y1+yz+ e +ym'-'l1+lz+ ----+zm+ (6‘—}—6;“}' ----+6m}

¥ eomo la suma de infinitésimos es un infinitésimo, resulta:

W (4o A Y=L+ L+

Nota, — Vamos & poner varios ejemplos, en los cuales no es aplicable el
teorema que acabamos de enunciar, para hacer ver el peligro que cocierra el
prescindir de la restriccién impuesta al ndmere de sumandos.

¥Ya vimos en (17) la suma de » sumandos:

supongamos que # crece infinitamente; eada uno de estos sumandos tiene por
Yimite (. 8i apliciramos el teorema anterior, el limite de la suma seria 0.
Bin embargo, no 8 aei, puesto que dicha swr-sa vals exactamente 1.
Otro ejemplo sea la suma de » sumandos: )
1 1 1

-+
va Vi vV

8i n crece infinitamente, cada uno de los sumandos tione limite 0; mim
embargo, la suma tienc limite infinito, puee su valor es n:vVan = Va.

23. — Limite de un proJucto.

El limite de %y, siendo % un cocficiente constante, es k . lim y.

Pues siendo ¢y —1 4§, es ky = kl = infinitésimo.

El Ymite de un p.oducto de un nimero finito de variables es
el producto de los limites de los faclores.

Sean, por ejemplo, dos variables ¥%,, ¥. que tienden hacia loa
Kmites 1,, 1,. Es decir:

?)'1_;1"1_61 yz-tz_l"a:
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siendo infinitésimos 8,, §,. Multiplicando ambas igualdades:
vete=l L+ (Bl + 0.0 +,8)
y como la suma de tres infinitésimos lo es también, resulta:
lim. y . =1, 1.
¥ lo mismo para m factores:

lim. My Mo oeon M= 'rl ‘F-_' AR 'rm-

EdRRcicio. — Demudstyese esta férmula general por el mismo método se
guido para dos factores, multiplicande las 4 igualdades, ¥ observando que to-
dos los términes, excepto I, 1, ... L, son infinitésimos.

Demudatrese también por fndwccidn, os decir, probando, por lo ya demos-
trado para dos factores, que sies ciertn para varios factores lo es para uno mis.

Nota, — La aplicaciin de la regla cusndo el nimero de Fuctores es infi-
nite o crece indefinidamente, conduce n errores, como en el ejemplo siguiente:
senn m factores iguales a 1-- 1/n; s opliciramos Ju regla, como cl limite
de eada foetor ea 1, ¢ Jimite del producto seria 1.

Sin embargo. veremos muy pronto que el limite es of mimero:

¢ = 2,T1885....

¥n resumen: para poder aplicar cste teorema, las coudiclones que deben
cumplirse gon: que endw uno de log Factores tenga limite ¥ que el nimero
do esoa factores, sea fijo o variable, sv conserve finito.

Interpretacign grdfica.

Geométricamente resulta una interpretacidn interesante: el producto ¥, 4
representa el firea del rectingulo de lados ¥, v;; el producto L1 €l firea del
recthngulo anélogo formnde con L y §; la diferencin entre ambos se compone
do los recténgulos &, &, &1, ¥ del rectdngulo 8, 8.

La suma de los tres puede hacerse tan pequefia comd =8 quiera, tomando
los i tos &, y 8. suficient te pequeiios ¥ resulta ¢l teorema.
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24. — Limite de un cociente.

Limite de un eociente de dos funciones, las cuales fienen limifes
finitos, es €l cociente de los lmites, cuando ¢ linite del denoming-
dor sea distinto de 0.

Sean: y, =1, -8, y, =1, -+ d,; la diferencia:

f, + 61 El. 8, ':‘2 s az '?'1

L8, L, L+l

es un infinitésimo en virtud del teorema (17, II); pues el denomi-
nador tiende al [imite £,> > 0, su reciproco es finito, y el numerador
es infinitésimo. Por tanto:

1 ==
lim, L - 2
Ve E:

También este teorema del cociente tiene interpretacién geométriea inte
resante, Fil coaciente 1,0 py reprosenta el coeficients angular o pendiente del
wveetor OA, siendo (¥, ) las coordenadas de A5 y el cociente 11 I, es la pen-
diente de 04", siendo (L, 4} las coordenadas de A%,

Estas rectas 0. y 0.0 intereeplan sobre ln vertieal del punto 1 ordenadas
igonales o dichas pendientes; Iuego OO mide el ineremento del eocionte, y pue-
de hacerse tan pequeiio como S¢ quicrn tomande §, ¥
quenias. (Vipse la segunda figura anterior),

25. — Limites de logaritmos y exponenciales.
Comoe las funelones exponencial ¥ logaritmica son contipuas, se
tiene para o —a;
Hm, be=h . Jim logo—=loga

Miz gencral: = f(x). af{r) son coptinuns, =o tiene:
y=L(x)* =blerv  ; logy = a(r).log f(x)

cunlquicra gque sca In base b de Jos logaritmes; ¥ tomando limites para = — a,
resultn:
1. log. w==ala) log f(a)

Fim, o= blim teg y — fia) @ts
Bagta, pues, sustituir @ =@ v se oldiene el Hmite

LEryempros, — Tara z = 0, vesultan estos limites:

lim, 2x =2 =1 ; lim log (x4 1) =log. 1=
Tim, (24 1)s1 = 1-1 =1
Nota. — Mis adelante estudiaremos los casos en que las reglas
de esta leccion no dan los limites buseados,
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Tal sucede, por ejemplo, ecnando dividendo y divisor tienen li-
mite O; en tales easos, los limites se llaman indeterminados, porque
no estin determinados por los Jimites de los datos, y segiin cuales
sean las funciones, resultan limites diversos.

26. — Sustitucién de variables equivalentes.

En (19) hemos llamado equivalenies a dos varaibles cuyo co-
clente tiene limite 1.

Si en una expresidn se sustituye ¢l fector o divisor « por otre
equivalente fi, €l limite de la expresién no varia.

En efecto, sustituir a por f equivale a multipliear la expresién
por f/a; v como el lmite de este cociente es 1, el lmite de la ex-
presién queda multiplicado por 1, es decir, no varfa.

Ejemrro 1. — Hean las expresioves:
2r.sem® 2 are sen ¥
tg® 2x * 2tg x

sustituyendo sen z, arc sen 1, tg x por su cquivalents z, y el infinitésimo
tg 2z por su equivalente 2, en cada una de las dos fracciomes, sus limites no
we alteran, ¥ basta por tanto caleular los limitvs de

23 x

son o
fue #on, Tespectivaments, 14 y 4.

EaemrrLo 2. — Puesto que z, sen =, 1y &, son equivalentes, sus diferencine

gson de orden superior al primero, Miy adelante demostraremos:

z—sma, Ig £—x, tg T —sen T

BOTL TE8D te equivalentes o
3 el el
1] 3 2

Esta Gltima resulta inmediatamente, pues:
tgx—sonzr=smr{l —rcosx):conx

y sustituyendo sen z por x, y 1—engz por 352 resulta equivalente a 35a®.

Nota. — Hemos demostrade que la sustitueién de un infinité-
gimo por otre equivalente no altera el limite cuando aquél se pre-
senta como factor o divisor; pero no es legitima la sustitueién cuan-
do se presenta como sumando. Es decir: la supresién de sumandos in-
finitésimos de orden superior puede conducir a resuitades errdneos.

Ejemplos varios de esta operaciém ilegitima pueden verse en (32).
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27. — G lizaci del pto de limite.
Recordemos la definicién dada en (9).
I. Limite finite para = finito. — Hemos definido el Ifmite de

f(z) para un valor finito = — a diciendo:

lim. f(x) =1 para = —a
cuando es: | flz) —1) <« tomando | Az | < 3;

excepto para el valor x =@« en el enal f(z) puede tomar un valor
cualquiera o no tener valor. Vamos a generalizar este coneepto.

II. Limite finito parg r — wo. — Se dice que la funciém f(z)
tiende haeia el limite finito { para @ — =0, euando se verifica que el
valor absoluto de la diferencia entre f(z) y el limite [ llega a ser
menor que un numero g tan pequeiio como se quicra, eon tal de to-
mar a z suficienlemente grande, es deeir, mayor que un cierto nf-
mero M,

Eseribiremos lim. f(x) = ! para & — o euando sea

|f(xy —2| <& pava |x| > H.

La reeta y =1 a la gque se aproxima la curva, llegando a diferir
de ella tan poco como se quiera, se llama asintoia.

ITI. Limite infinito para = finito. — Se dice que-la funeion f(x)
tiende hacia el limite o para z — o cuando f(2) llega a ser mayor
que cualguicr niimere dado K por grande que sea, con tal de tomar
a x suficientemente préxima a a.

Eseribiremos: lim. f(x) — « para r —a cuando | f(z) | > K,
para | Az | < &.

Si la funeién se conserva positiva, eseribiremos:
lim, f(x) = - =,
¥ si se conserva negativa:
lim, f(z) = — .

La curva se aproxima a la reeta z — a, lleganda la distancia a
ser tan pequefia como se gquicra. Esta reeta £ = a cs también asintota
de la curva.
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Por abreviar se dice con frecuencia que una funcién es infinita
o s¢ hace infinita para £ = @, cuando tiene limite =0 al tender z a a,
pero no debe olvidarse el significado verdadero de esta [rase. Asi,
por ejemplo, decimcs gue la tangente de 90° o #/2 es oo, en vez
de decir, que el cnadrante careee de tangente, pero que tg x crece
infinitamente enando x — =/2. Kste es el signifieado de la expresion
incorrecta, pero de uso corriente: tg 90¢ =— oo .

IV. Limite infinilo para = — . Se dice que f(x) tiene li-
mite ec para x— co, cuabdo se verifica que f(x) llega a ser mayor
que cualquier nmero dado K, por grande gue sea, con tal de tomar
|x| suficientemente grande, es deeir, mayor que otro nimero H.

Escribiremos: lim. f{z) — «  para & — o,

cuando: | f{x) | > I, para | x| > H.

EJEMPLO 1. — Para ver la representacion gréiifiea de los diversos tipos de
limite, gea, por ejemplo la funeidn:
& R
S

¥ construyantos la grifica correspondiente.

1 Veamos que ¢sta nos suministra ejemplos

de los tipes I, IT, 111
e Para # = —1 ln funcién se anula; para
O 1/ x & =1 ¢z ¥y = —1; tenemos asi puntos de in-

terseccion con los ejes. Si @ tiende hacia 0,
por ser funeién continua hasta sustituir =20
¥ vesulta: lim, y =—1 (tipo I).

8i dames o « €l valor 1, la funcidn carece de valor numérico; pero si da-
mos valores préximoe a 1, el denominador # — 1 es un infinitésimo y 1a funecién
tiene limite o, con signo -+ o — seghGn sea > 1 o bien x < 1; pues siendo
positivo el numerador, la fraceién ticne el mismo signo del denominador; la
curva se mleja, pues, infinitamente hacin arriba para valores préximos al
& =1, pero gituados a l& derechs; y hacia ebajo parn los valeres a'la irquierds
del # = 1. Prescindiendo del signo de vy podemos escribir: lim. ¥ = oo (tipo IIT).
La recta ¥ = 1 es una asintota de la eurva. Si hacemos crecer infinitamente =
hacia la derecha o hacia la izquierda, es decir, tomando valores positivos o ne-
gativos, la ordenada y tiende hacia 1, pues difiere de 1 en la fraceidn 2: (z—1)
que es infinitésima; luego lim, y = 1 (tipo II). La recta ¥y =1 es otra asintota.

Egemrro 2, — Sca la funcién
x2 4 2z

z—2

Con razonamiento anfilogo resulta:
lim. ¥y —=e para 22 ; (tipo IIIY
Hm. y = para ¥ 5w ; (tipo IV)

La curva, tieme por tanto, una asintots

1 x=2; para cetudiar la otra rama infinita, sepa-
! remos del cociente su parte entern ¥ tendremos:

T ettty
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83i romstruimos la recta ¥y = ¢ - 4, la diferencin de ordensdas con In eurva
es una fraccifn infinitésima, para o —» o= Juego también Ia recta y = 4
es agintota, quedando o eurvy por cncima de olla, enoel [mmor euadrante; por
debajo en el tercero,

Parn gue este error sea nenor que 0,01 deberi tomarse & superior a 800,
os decir: la aproximacion Jde lau eurva sosu oasintota es muy lenia:; al contrario
de Jo gue sucede on ol cjemple siguiente,

FaemrLo 5. — Representar In earva exponencial y = 3¢ con unidad 1 em,,
¥ enleular desde quét valor e x la ewrva eoineide practicamente con el semi-
eje — .

Solueidn: derde v = — 35 el error on oo (NS,

28. — Principio del crecimiento indefinido. )

No se confunda el ereeimiento indefinido (o erecimiento cons-
tante, o monotonia o erecimiento sin fin) con el erceimiento infinilo,
es deeir, que llega a superar a cualquicr namero. Por cjemplo, si se
agregan cifvas 1 en Ja expresidn 01111, erece indefinidamente,
pero no infinitamente, pues se conserva egooluda, es deeir, menor que

un uimern fijo {por cjemplo, menor gue 1)
Caben dos easos: 5i la variable ereeiente no esti acotada, tiene
limite =c. Si estd acotadi, su parte entera na puede exeeder a cicrto

valor, aleanzado ¢l cual, las déeimas no pucden pasar de 9 ; luego desde
un lugar en adelante dicha cifra aleanzari un méximo, ¥ fijada ya
ésta, las eentésimas legaridn o un miximo no saperior a 9, ele. El
nimere asl formado con estas cifras eos ¢l limite de [a variable,
puesto gue Gsta difiere de ¢ en menog de una unidad de un orden
tan avanzado eomo sc quiera.

Resulta asi el teorema fundamental:

Toda variable creciente acolada Yiene un limife findto, Tle oiro
modo: Toeda variable crecienic ficne mite, finilo o infinito,

as ahitrarias a la de-
Dabe: ... gue con-

Faempraos, — 1o Al agregar oifras deeimales apeesi

recha «del 0, se forma uni Bueesiin creciente Wiy Oa
w.'rgc hacia el namera real, Oabed ... menor que 1,
s eompuesto al 100 96 anual se con-
¥ierte en al eabo de nn mfio: =i ose neumolan intereses ol vencer el primer
semestre, resultan (1 - 14z si se peunuilon interescs por trimistres,
POT meses, r ding, .... ereee el resultade; sin embargoe, este crecimiento in-
definido es findto, come veremes en 32y el Thmite ez 371828,

20— Bioun pego se coloed aoante
b

29. — Limites indeterminados.

De las definieiones anteriores, resulta:

Si una variable y es infinilésima, su reciproca 1y ¢s infinita,
¥ reciprocamente.

Esta propiedad permite redueir unos casos de limite indetermi-
nado a otros, por c¢jemplo al tipe °/,, del modo siguiente:
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Tipo 0.00. Ea decir un factor f(x) tienda a 0 ¥ el otro p(x) tiende & w.
Pademos trasformar el producto f{z).g{x) =msi:
i)

: 1igp(=)
que ¢8 del tipo 0: 0.

Tipo oo: oo. Bl eociente f{z):q(z) puede cseribirse asi:

[1:q{2)]: [1: F(2)]
que os del tipo 0: 0.

Tipo eo —eo. La diferencia f{x) — q(x) de dos funciones que tienden
ambas a -+ co, 8¢ puede eseribir asi, llamando F(z) v ®(z) a las reciprocus:

1 1 1 1 ®(x) — F(x)

1: f(z) 1: piz) F(x) Pz F{z).®(x)
¥ como por hipétesis f(xr) ¥ () tienden o og, ln fruceidn obtenida es del
tipo 0: 0.

Hemew reducido todos los tipes o éste, por ser el mfis importante del
Caleolo diferencial, como veremos; pero sin ¢l eabe resolver muchos easos de
indeterminacién (V. Fjercicios).

30. — Limites de exponenciales.
He aqui los casos mis elementales de limites para variable infinita:

La funcidn exponencial a*, para xr — |- w0, tiene limite oo, si
esa>1; ylimile 0 571 es o < 1,

Sia=1-4+d es: o = (Y 4 d)* = dn (n parie entera de x)
tomando un solo término del desarrollo, luego ereee infinitamente
para x —» |- .

Si es a << 1 pongamos b ==1:z y resulta: a* = 1:6*. Como el
denominador es un infinito, el cociente es un infinitésimo,

Si el exponente @ — — oo, las conclusiones son opuestas: Si
a>1a*—>0;58 a<1 a*— w.

Nota, — Bon déstos ensos de limites singulares, pero mno indeterminados;
éstos se presentarfin mds adeclante.

Si ln banse @ > 1 es variable, el limite de a* puecde ser finito, como ya se
vié en el ejemplo de (23) ¥ (28), que resulté el limite 2,718 ..

FJERCICIOS

1. — Obsérvese que en la funcidn que expresa el valor de una mercaderia
(véase pirrafo 8) 'al erecer infinitamente ¥ también erece y infinitamente, os
decir: para T— o , lim. ¥y =oc (tipo IV} para x > 2 earced de limite.

2. — Dividiendo numerndor ¥y denominador por una potencin de z, ealeu-
lar, para r > oy los limites de:

z—1 2x2 f-x—3 4x3 — 1

xz 4-1 ! 3x3 — 2z - 1 ' z--5
4. — Caleular, por simplificacidn, el limite para = - o de la expresién
T2 —1 x2 41

z 42 x—3
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31. — Comparacion de infinitos.

Las variables infinitas, o infinitamente grandes, es deeir, las
que tienen limite oo, pueden compararse de igual modo que los in-
finitésimos. También aqui caben cuatro easos:

1.°) lim. (A:B) = w%; se diee: A es de orden superior a B.

2°) lim. (A:B) —0; ¢l orden de L es inferior al de B.

3°) El limite es finito no nulo; se diee que los infinitos 4 y B
son del mismo orden; si el limite es 1, se llaman equivalentes.

4.°) No existe limite; A y B se dicen no comptrables.

Lo mismo que en los infinitésimos, en la comparacion del or-
den se prescinde del signo; pero los infinitos equivalentes tienen
igual signo.

Como tipos de refercncia se adoplan los infinitos =, 2% &* ...

ue se llaman de 1.2, 2.°, 3.°, .... orden.

De modo andlogo a lo demostrade para los infinitésimos, resulta:

Si @ un infinito A se le suma otro infinito B de orden inferior
(o variable finita), ¢l infinito A -+ B es equivalente al A,

En efecto: (A B):A=1+B/A-5110=1
como corolario de la propiedad anterior, resulta:

Todo polinonmio ordenado, de grado enters o fracciontrio, posi-
tive, es cquivalente a su térming mds elevado.

En efeeto, al sumarle cada término inferior, resulta cquivalente,
segn acabamos de demostrar.

32. — Principio general de sustitucién.
Podemos completar ahora el principio de suslitueion demostra-
do en (26), enunciandolo ¢n esta forma:
El timite de una expresicn monomia no varie si s sustituye:
a) Un factor finito por su limile, no nulo,
by Un factor infinitésimoe por otre cquivalente.
¢) Un factor infinito por oire equivalente.

Lo mismo acontece si en vez de faclor es divisor.
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Aplieaeién importante: tienen igual limite para z— o, los
coeientes:
x4 bam-t L L 41 az™
aan bt R atas
pues eada polinomio es equivalente a su término mis clevado.
Caben tres easos:

1.°)  5i es mo= 1, resulta el limite a/a’. Es deeir:

El limite para x — o, del cociente de dos polinemios de igual
grado es igual al cocienle de los cocficientes de los lérminos supe-
riores.

2.7) 81 es m < n, simplificando resulta lim. = 0.

5.0) Siesm >, " " y == o0 .

El limite para © — oo, del cocicnle de dos polinomios de distin.
to grade, es cero o infinile, segiin que el grade del numerador sea
menor o mayer gue el gradeo del denominador,

Nora, — Cuidese mucho de no sustituir un sumande por otro equivalente,
triteso de infinitos o infinitésimos, pues el resultade puede ser absurdo,

EJEMPLO 1. — Bi en la funcifn

gl — (a-1—x 41}

donde 2 —» 0 se sustituye el paréntesis por ol infinito equivalente z-1 resultn 0;
gin embargo, €l limito es —1.

EJemprLo 2. — Hemos obtenido en ¢l cjemplo 2 de (26) parn 2 - 0:
lim. (tg & —sen x):x8 =14 (28]
8i en ¢l numerador hubidramos sustituido tg 2 ¥ sen x por su equivalente z,
babria resultado el limite falso 0.
Bea la expresién:
tgz— (senx 4 2x3)
T =
8i desprecifiramos el infinitésimo de orden superior 223, es deeir, si sus-
tituyéramos sen x -}- 223 por su cquivalente senx, resultaria la misma expre-
gién [1], euyo limite es 34. Sin embnrgo, ¢l verdaderc limite es — 3/,.
Obaérvese también que la diferencia de dos infinitos pucde ger infinitéima.

EJEMPLO, — Es infinitésima la diferencia V2 --a—z al crecer x infi-
nitamente; pues multiplicando y dividiendo por la suma, se puede escribir asi:
(x2 b a) — a2 a
Vzifa-4-x Vzlafx
que es un infinitésimo, como Tecip de una variable que crece infinitamente.
Anélog: to: cs infinitési al erecer # infinitamente la diferencia

Viaz f V32 ¢ — (az 4 b)
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33. — Asintotas de las curvas planas.
Se dice gue un punto se aleja infinitamente sobre una curva,
cuando su x, o su y, o ambas ccordenadas, erecen infinitamente,

Se Hama asinfola una reeta ¢ tal gque la distaneia Pt desde el
punto P de la eurva tiende a 0 al alejarse P sobre la curva, ed de-
cir, al erceer infinitamente r, ¥, o ambas. gli‘igzum en (27), Ej. 2).

Primer caso, Si para ¥ — oo es lim. 4 == b, finito, ya hemos
visto que la recta ¥y — b es la asintota de la rama infinita.

Segundo caso. Si paran x —a, ¥ — o, la asintota cs la reeta
&L=,

Tercer caso. — Si x ¢ y erceen infinitamente y se caleula
lim, y:x=m, s¢ dice que la rama tiene la direccién de la reeta
¥ —ma. Tal lim. y:x existe siempre que hay asintota y = m2 @,
pues si las eoordenadas del pie P’ de la distancin Pt son x y, las
de P dificren de ellas en infinilésimos y su coeiente ticne el mismo
limite m. La eenacitn de la edrva puede eseribirse, pues, en la forma:

y=mzr-|-ue-BH (B Intinildsine para £ — =)

Reciprocumente: si la curva tiene un punto impropio A, es de-
eir, siog o =, v opuede eseribivse la cenacidn en la forma pre-
citada, o sea siose caleula Ly ordenada en el origen:

= lim. {y — mr! para x — =

la distaneia del punto de la eurva a la reeta y = e -f- @, ¢8 preeisa-
mente 8, medida verticalmente; v como tiende a 0, también tiende a 0
Ja distaneia normal. que solo difiere en un factor coseno; luego esta
recta es la asintota. La rama de eurva que tiene asintota s¢ llama
hiperbalica, ¥ se dice que g la tangente en .1; la justifieacién se
veri en (451, Sioresulta 0 = =, = dice que Ia tangente es la reeta
impropia ¥ la cuvva se llama parebdlica. Cabe también gque no haya
tangente en sl es deeiv, que iy — wee earezea de limite, Por dltimae,
hay eurvas infinitas sin direccidn, es decir, no existe Iim. y: .

EJEMPLG 1. — 8§ In conaeién sy = Pir): @06) siendo ol grodo del poli-
monin dividende o) superior en 1 al gremado del polinoimg divisor {1, ofee:
tuada ln divisidén ¥ sacada In parte entera mz —- a, lo fraceidn complementaria
tiende a ¢ por tener ol nmumerador de menor grado gue of denominndor, luego
se tiene In asintota y = mx -1- a.

b ar e jemplo: = e
Bea por ejemply u ot

la parte entera es 28 — 2 luego ln conncidn de lu dniea asintotn es ¥ = 2 — 2,
: 4



38 LOS INFINITOS

YKaeMPLO 2. — 8i ln ccuneidn es ¥ =  (ax |- b)2 |- ¢ ln parte prineipal cs
¥ = ax + b, pues In difevenein es infinit@imo, como se hia visto gn (32); Tego
esta recta ¥ — azx -- b es In nsintota,

EJemprLo 3. — Hea la ednicn: Fre -y dry — fo - 2y — 2 =240
despejando, resulta: y=2r——1= va: f-dx -3

luege las dus asintolas sen:
p=2x—14 (x4 2) = 3r-}1
y=2r—1—(z4+2)=2—3
EJEMFLO 4. — La curva estudiada en (9) Fj. 4, de ccuacién ¥ — x . gén x/x
tiene la direceidn del eje x, pucs ¥: ¥ — 0; Jdemnéstrese que asintotn es ¥y =

KEJEMPLO 5. — La pardbelan ¥ = V x tiene la direccion del oje x, pero es
parahalica.

EJEMPLO 6, — La curva sinmsolde ¥ == sen x tiene la direecidn del eje =z,
sin tangente propia ni dmpropin. Fn eambio In ¥ = sena/r, (9) Ej. 3, tiene
ln asintota vy — 0.

La curva ¥ =7 . senx carece de dircecidn; ¥ tampoco la ticnen las eapi-
rales de Arquimedes v lopgarvitmicn,

34. — Crecimientos potencial, exponencial y logaritmico.
Para £ — eo tienen limite infinito las funciones:
am (== 0); ax (e =>1); log, = (a=>1)
Comparenios estos tres infinitos, edinnte division; » parsx ello, siendo
a=1-d, #i llamamos n a la parte entern e T sepd:
T - s 2 2 W |y = &
arzan = (1 d)m =1 J-md-|- Ln (n 1yd2 ...
¥ #i tomames un namers de ténminos saficicnte para que el polinomio do va-
rinbio # resufte de grado superior oom, cate polinomio es infinite de orden su-
perior al (n -~ 1}m, ¥ por tanto, superior o oo luego:
Para © > oo, la exponencial as es un infinite de orden superior a zm, cual-
quicra que gea m,
8i Uamamos & = log, o, vesulta: x = br; om = (gm)}=z, luego xm es infinito
de orden supetior a ¢ = log . Fs deeir:

Para x — oo, la potencia 0, cwalquicra que sea el arponente m = 0, es
un infinite superior al logoritmo de =,

Podemos, pues, estableeer o esrafa «de infinitud:

Orden de & mayor gque orden de om, mavor que ovden de log .

Infinitésimos potencial v exponenmal, — 81 tomamos las reciprocas, resulta
que el infinitésimo a-* es de erden superior al z-w, puesto que su cociente of
reciproco del ax:rm, ¥y, por tanto, tiende a N Por tanto:

Todo infinilévime exrponcicial ex de ovden supericr 8 tode infinilfzime po-
tencial,

Asi ge explica que ln aproximaecion de las curvas exponencinles a su asine
tota es mas ripida que cn las potenciales.

Obsérvese, por ejemplo, Ia grafica de In funeidn ¥* y se wota que la apro-
ximacitén hacia el semicje ——x es tan ripida que ya desde @ = -5 el wvalor
ex 3-8 D005; v sl la unidad es 1 ene. cste crrer o8 menor que ol grueso de
una linea del dibujo y, por tanto, pucde continuarec la curva como si fuera
¢l semieje — x.
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EJENMPLOS

1. — El erceimiento de las funciones potencial y cexponcnecianl depara sor-
presas. Constriyase la grifiea de 1,001n y se obaerva que resulta aproximada-
mente unn reeta de pendiente 0,001; pues los poteneias valen aproximadamnt
1,002 1,008 1004; ... Enoeawbio, las ordenwdas de l funcién ns gon:
16,81, 256,- 623, ... ¥ ereven twn rdapidwmente gque pronto escapa la grafica
del cupileo de dibujo. Demuéstrese que las ondenadas de la primera gréfica
Negan a supcrar a lua de ésta; v ocabedlese un valor suficiento de n.

2. — Representar grafienmente o coordenmdas cartesianas o funeidn:
Y = ge-bt cos bt e=8 71R28. ...

Esta funeidn define el movimiento rectilineo vibratorio de un punto sujeto
al extromo de un resorte que &¢ distiende una longitud @ ¥ se abandona a ai
mismo; se admite que la fuerzn es proporeional a la distaneia, es deeir: — k2y;
¥ suponemos que ¢l rozamiente es en todo mowento proporcional a la velocidad,
es deeir, es igual & ella por un cierto coeficiente 2k, Finalmente §2 = k3 — h2.

Bi no cxistiera ¢l foetor e-0t, lo gritfica seria una si ide cuyns ordenad
estén multiplicadas por & ¥ Ius longitudes de las ounday dividides por §; el
factor ¢-b¢ tiende hacia U al erecer ¢+ ¥ va reduciendo ripidamente las ampli-
tudes o alturas de las ondas, resultando: lim, y — 0,

Constrayase la curva parn los valores: o =1; == 0,01; k=1

NOTA: Grdficas con cseala logarilmica,

Hemos lNamado la atencion del leetor sobre ¢l orden de infinitud de la ex-
poneneisl respecto de Ja potencial. 'or grande gue sea o exponente s y ¢l cocfi-
ciente de am, y por pequeiio que sen el coeficiente de la exponencial, Gsta llega
a superar 4 aquélla ripidamente, oy este erceimiento ripido, al dibujar gra-
ficas de funcioues exponcpciales, pronto adguiere la ordenada valores que exce-
den Ia altura del papel; para evitar esto y podur representar intervalos mis am-
plios, se acostumbra o veces o adoptar para los ¥ unn csealn logaritmica, es
deeir, en vez de llevar como ordenndas las ¥ se llevan sus logaritinos, que erceen
wueho mis lentamente y con esto se simplifica la funcién, pues los factores ex-
ponencigles se convierten en lineules, facilitando mucho el trazado.

Bstas praficns se dibujan ripidamente sobre papel logaritmico, que difioro
del papel milimétrico ordinario en que las distancias de las rayas de un ais-
tema son los logaritmos de log pdmeres succsivos, También hay papel en quo
lag des csenlas son logaritmicas,

EJIRRCICIOS

1. — Representar ¢on papel logaritmico ln funeién z7.

2. —¥n la obra de KoEstLE:- THaAMER titulada: Infinitesimalrechnung
fiir Ingenicure, se lee en phg. 205:
para ¥ = - o, lJim, (& +4-cosr) — indeterminade (po o5 -f ).
park ¥ =-— s, lim, {(# 4 cos ) = indeterminado (no €8 — ).

Demuéstrese la inexactitud de ambas afirmaciones, probando que el limite
existe y es - oo ¥ — =0 respectivamente,

3. — g Tiene limite infinito la funcién Z.senr para % — oof

4. — Deterntinay las asintotas Jde lag eurvas:

aty-— s —y--1=20
az—2yr L ay—zx+1=40



Leccion 9
SERIES GEOMETRICAS Y ALTERNADAS

35. — Series; condicién necesaria de convergencia,

Tl algoritmo de las series se reduce a tomar limites para » — @
en la suma S, de los n primeros términos. Kl caso mis sencillo y fre-
cuente es la progresion geomélrica indefinida, o serie geoméirica:

¢taqgt+agi+ o0 agt L
ieado es el siguiente: se {forma la suma:

Sp=a--ag- ., .. -j-agtt 1l

cuyo sig

de los s primeros términos; ¥ se ealenla su lmite para 0 — .

En gencral: la serie w, 4w, -1, -4 . ... se lama conpergente
si las sumas Sy, =, -fw, 4. -, tienen limite finito S, y 8
o la stime de la serie; siel limite os oe la sevie se Yama divergente;
si no existe limite, se Nlama oscriente,

El simbolo - .... detrds de una suma, equivale, pues, al sim-
bolo antepuesto lim. para # — o .

Puesto que 8. ¥ Sa, tienden hacia § su diferencia i, — 0. Bs
deviv: condicion nccesaria de converyencin es que ¢l térming gene-
ral tieanda « (),

36. — Progresién geométrica indefinida.
Observemos que al multipliear [1] por 1 — ¢, se simplifica ¢l pro-

dueto, hasta reducirse a & — ng"; luego el valor de S, es:
2 — aq" 8 aqgh

1-—q 1—4q 1—g

Sies | g, <1, la potencia ¢" llega o ser menor que cualguier
nimere positivo; es deeir, la segunda fraceion tiene por limite 0,
¥y por tanto:

I
8=1lim. 8§, =
1—gq

es decir: In suma de la progresion geométrica convergente es fgual
al primer {érmine dividido por 1 wenos la razon.

Si |g|>1 resulta divergenic; y si g=1 Ila progresion
a4 a-4-a--.... es también divergente.
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Si es g = -—— 1 la progresién a — a -- a— . .. es oscilante, pues-
to que las sumas sucesivas valen 0 y a, alternativamente,

EJEMpPLO. — Es convergente la serie:
1 1 1 1
+ — 4+ “+ + coen 4+ T
20 21 2z 2s 2n

por tenmer razén menor que 1, y su suman vale 2.
Esta misma, con signos alternndos, es también convergente y su suma es:

1 2
1434 3

37. — Series alternadas. Criterio de convergencia.

Una serie de términos alternativamente positivos y negativos, y
euyos valores absolutos son decrecientes, se llama alternada. Bs de-
cir, es alternada la serie:

Wy — Hy -ty — - o U — ek ...
con la condieidn:
W oy S ouy oo =0

Lias sumas sucesivas se forman de este modo: una vez obtenida
una, la siguiente resulta de llevar el segmento que representa el nue-
vo término, hacia la izquierda si es negativo, hacia la derecha si es
positivo; ¥ ecomo eada término es menor que el anterior, cada seg-
mento queda dentro del anterior, como indiea la figura.

........ R e e e e R N S e s ]
| i L | | B
0 S, s, 8, 8,
| swsmensrnnens Wy ervnrrens - |
P SE R S A S SR By e et SR R e |
Las sumas parves S,, 8., N,, .... van creeiendo y se eonservan

menores que S,, luego por el prineipio del ereeimiento indefinido
(28) tiencen un limite S; andlogamente las sumas impares van deere-
ciendo y como son mayores que 0, tienen un limite . Bs decir:

lim. S:.n =8 H lim. Snmn -

Como la diferencia entre dos sumas sucesivas es el término g,
restando ambas ignaldades resulta: lim. u, =8 — 8§

Por tanto: si i, — 0, es 8 == & y este limite Gnico es la suma de
la serie, que es convergente; si u, no tiende a 0, la serie es oscilante.
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¥n el caso de convergencia, como la suma S es mayor que. las
sumas pares y menor que las impares, difiere de cada una menos
que éstas entre si, o sea, menos que ¢l nuevo término i, Bs deeir:

8§, —8<8 —8=u , S—8 <8 —8=uy ,
S,—S<8,—8,—=u, , S—8 <8 —8=u .

Podemos, pues, enuneiar esta doble propiedad 1mp01'tanteA

La condicion necesaria y suficiente para que una serie alter-
nada sea convergente, es que el término general lienda a cero.

El error cometido al tomar una suma parcial como valor de la
suma total, es menor que el término sigwiente, y es por defecto o
por exceso, segin que éste sea positivo o negativo.

Edempro 1. — Sea la serie alternada:
1 1 1 1
e T —_— et ...
1 3 3 7

que es convergente, por temer sus términos decrecienfes y tender a 0, Su suma,
como veremos més adelante, es x: 4.

El error qce se comete al tomar los cien primeros términos, es menor que
el siguiente, o sea 1:101; de modo que con tan improbo trabajo solamente
obtenemos dos cifras exactas.

Series tan lentamente convergentes son indtiles para el edlenlo aproximado.

EJEMPLO 2, — Sea la serie alternada:
1 1 1 1
A e Y e e
01 1! 21 3!

que también es convergente por tener decrecientes y con limite 0 sus términos.
B8i tomframos como antes, 100 términos, el error seria menor gue una uni-
dad de orden 157; para obtener dos cifrus exactas basta tomar ewatro términos.
Estas series, tan ripid gentes, son el medio ideal del efileulo.
Esta, en particular, tiene la ventaja de que sus términos se ealeculan muy
fhcilmente, pucs basta una divisién sencilla para deducir de cada término el
giguiente. La suma de esta serie, segin veremos (42), es 1:c.

EJERCICIOB
1. — Dedueir las reglas dadas en Aritmética para formar la fracei6n or-
dinaria equivalente a unn expresién decimal periddica.
2, — Formar una serie de términos alternados que tiendan a cero y sin
embarga sen divergente.
3. — Sumar las series geométricas convergentes:

0,2—0154.... ; H+YW+....
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38. — Clasificacién de las series de términos positivos.
Consideremos ahora una serie cualquiera:

e o L e T . T

de términos positivos. Las sumas sucesivas:
Sym=u, , S,—u -, , S=mu,tu,tu , ....

van creciendo, luego sélo caben dos easos: si llegan a superar a
cualquier ntimero, por grande que sea, S, tiene limite « y la serie
se llama divergenle; si, por el contrario, S, sec conserva finita, es
deeir, inferior a un nimero fijo, la variable S, tiene limite fini-
to 8; la serie se llama enfonces convergente y S es su suma. El
error eometido al tomar como valor de 8 la suma S, es exaeta-
mente la gerie: .

Ry iy, Mg = oo a s

llamada resto de orden n. Cuando se sabe encontrar un nimero su-
perior al valor de esta serie, se tiene una acotacién del error come-
tido. Esta acotacién del errvor suele lograrse por comparacién con
una serie conoeida; por ejemplo, una progresion geométrica.

Nota, — A veees, un urtificio permite, no sélo elasificar una serie, gino tam-
bién caleular su suma. Sea por ejemplo:
1 1 1 1
—_—t — 4+ —— F e+ ————— +
1.2 2.3 3.4 n{n 4 1) )

Fl término general puede escribirse como diferencia de dos fraceiones:

1 1 1
Tart1) @ ngdl
¥ la suma S, se simplifica asi:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PR R T T T T

luego la serie converge ¥y su suma vale 1,
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39. — Criterio de comparacion.

Para las series de términos positivos se veriliea:

81 una serie tieme sus {érminos menores que los de otra con-
vergenle, también es eonvergenie.

Ni una serie tiene sus términos moyores que los de otra diver-
gente, también es divergente.,

Pues siendo 8%, << S, si N, se conserva finito, también 87, luego
tiene limite Tinito; andlogumente: siendo 8% > S, si 8, creee in-
finitamenie, también 8’

FaespLo 1. — SBea ln serie Hamada armdaica
1 1 1 1 1 1 1 1
=i el S e et iR il
| ] 3 + o [ T 5

ruyos términos son mayeres que lus e esta otrac

I I 3 1 1 1 1 1 Bt 1
B e S e e e e S e T
1 4 4 a3 b3 ad a1 16 1n

Ya a e Y

que es clarnmente divergente; luego tambidén In armdéni

He aqui, pues, un ejomplo de serie divergente, euyo término general tiende

a cero. No es, por tanto, suficiente que w, — 0, para asegurar la conyergencin.

40. — Criterio de D’Alembert.

=i Ja seric no es una progresion geomdétrica, la razén de un
Lérmino al anterior no es constante, es deeir, varia con n. Si es
lim. (i, /10,) =1 para n — =, resulta el siguiente eriterio, llamado
de D’Alembert :

Sif <1 la serie converge,
Sil>1 , ,, diverge.

Sil=1 . , eadudosa,

Primer caso.—Puesto que el limite del cociente u,,,/u, es 1 < 1,
elijamos un ‘niimero intermedio q, es decir: [ < g < 1.

Desde un lugar = en adelante, la variable t,,,: %, debe conser-
varse menor que g; puesto que llega a diterir de ! menos de g — 1

Prescindiendo de los términos anteriores {los que no alteran el
cardicter de la serie) se verifiea por consiguiente:

Ui/ Ui << G, Vg < M-
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es decir, eada término es menor que el anterior por g5 luego los tér-
minos son menores que los de la serie geométrica;

My 4 T + W@ - UnQ® ...

que es convergente por ser la razon g < 1; luego también converge
la serie dada.

No silo queda asi demostrada la eonvergeneia, sino que tenemes
una cota superior para el resto, como veremos en algin ejemplo.

Eiemero 2. — Consideremos la serie, sumamente importante

1 1 1 1
1+ — 4+ —F s m— e — 4
11 21 nl (m 13!

La razdn de un término al axterior es 1:a, que tiene limite 0 para n 5 o,
luego ln serie es eonvergente, Su suma es mayor que 1--1=2; veremos que
vale 2,718, .., ¥ se designa siempre por In letra e,

El erroe conetido al detenernos en 1/n!, o sea la serie que forma ¢l resto,
ez menor gue ln serie gomdtrien e orasdn 100213, o sen:

1 1
R,‘< . R DL I R S . I —
[ e N R BRI B nin

Obsérvese que si bicn este resto es mayor que el primer término despre-
cigdo (por ser los siguientes positives) difiere relativamente muy poes de él
n causa de tener lmite 0 la razdn de términes; en eambio, 8i el limite fuese
proximo a 1, el resto serin mucho mayor, y 1o utilidad de la serie easi nola, por
sor pecesario tomar muchos términos para lograr und aproximacién suficiente.

Segundo caso, — 3i L > 1, desde un n en adelante el co-
ciente w,, /ity supera a 1, como se vié en (10); serd por tante:
gy = Woi ¥ siendo crecientes los términos, la suma superard a todo
nimero, e5 deeir, la sevie es divergente,

41, — Caso dudoso, Criterio de Raabe.

Juando resulte lim, w,, At =1, nada puede decirse del earde-
ter de la serie, salvo si es . /1, > 1, en cuyo caso es divergente.
El caso { =1 es ¢l mas frecuente, pues solo en series muy ripida-
mente eonvergentes es 1< 1. Iay, pues, que acudir a olres erilerios,
de los cuales el mds importante, que daremos sin demostracion {véase
en An. alg., pag. 398), es el siguiente, llamado de Raabe:

S la razin de un término ab antevior tiende a 1, réstese de 1,
¥ la diferencia {que es un infinitésimo jse maltiplica por n; se
caleula: L =1m.u(1—u, /u.); ¥ resulla:

Sies L =1 Iu serie ex convergenle,
Sies L <1 lu serie es divergente,
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EJEMFLO 3. —
1 I 1 1 1
d o— — e A ———————— o —
12 22 a2 (n—1)2 n2
La razén de un términe al anterior es: -
1 1 (n—1)2 1 2
—_——— = ————— = —— — —— + 131
%2 (n--1)2 ne nt "

al restar de 1 ¥ multiplicar por =, queda:

2n n

T nL

que tiende a 2, luego la scrie converge.

BJERCICIOS
1. — Clasificar las serics cuyos términos generales son:
1 n—1
nin 4 1)(n 4 2) ' n2
2. — Acotar el resto de la serie del gjemplo # y comprobar asi aproxima-

damente quo la suma es n2/6.

3. — Clasifiear, por comparacién, la serie formada por los términos impa-
res de la arménica y la serie formada por los términos pares.

4. — Demostrar el eriterio de Cauchy: Si lim. /4, =1, y s I < 1 la serie
converge; si | > 1, diverge. )

(La demostracion es anfloga a la expuesta para el criterio de d’Alembert.
En el ler caso basta elegir un nmero ¢ entre ! ¥ 1; en ¢l 2.° ¢l teorcmn es
inmediato).

5. — Por el artificio usado cn (38), sumar la primera serie clasificada
en Ejercicio 1.

(Basta descomponer cada término en diferencia de dos fracciones).

6. — Demostrar el criterio de Ranbe en el easo < 1.

(Basta observar que resulta wn,/ty > 1-—=3/, ¥ de aqui resulta que des-
de un término en adelante, los términos son mayores que los de la serie
arménica, por un factor fijo).
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42. — Definicion del nimero e.
La funeién (14 1/n)" es creciente para n =1, 2, 3. .., como se

observa para los primeros valores:
=2 ; 157=225 ; 133*==237...; .

¥ se demuestra, en general, desarrollando la potencia del binomio,
pues resulta:
n n(n—1) 1 n{n—1)...[n—(n—1)] 1
_ ik + ——

1+ — 4 % 5
n 21! n® n! no

v simplifieando se puede escribir asi:

1414 (1—1/m):20b (1 —4) (1 —3/) 131 4 ...
G (T — 1) oo (I—m=tf) !

Al erecer n aumenta eada término; ademis se agregan nuevos
términos positivos, luego la funeién erece; pero ticne limite finito
por ser cada término menor que el eorrespondiente de la serie eon-
vergente

1 1 1
1414 gt gl s

¥ ser por tanto dicha fundtén menor que la suma de esla seric;
y aunque la regla del limite de una suma no es aplicable en general
para infinitos sumandos, es legitima en este easo (véase la demostra-
eién en las notas) y vesulta: el limite para n— oo de la expresién
(14 1/n)" es el niimero que siempre se designa por ¢ y que se caleu-
la muy facilmente por la serie:

e=1- -1—+L+—J—+ ..... . = 2,7182518284 ...
1! 2t 3!

Si el exponente, en vez de ser n, ¢s n == h, la potencia queda
multiplicada o dividida por una potencia h de la base, que tiende a 1;
luego dicho factor también tiende a 1, y el limite resulta también e.

Si en vez de dividir a1 por =, se divide inversamente
n por n -+ 1, el limite es ¢, luego podemos enuneciar: el cociente de



46 EL NUMERC ¢ ¥ LOS LOGARITMOS NATURALKES

dos miimeros naturales consecuiives, elevado a uno de ellos, aumen-
tado o disminuido en cualquier mimero fijo, tiene el limite e o €,
segin que se divide el mayor por el menor, o inversamente,

EJEMPLOS:
[(n—23):(n—23)]n1 5 ¢
[(2n+1):(2n 4 2)]20-3 5 o1
Note. — La conclusién vale aunque los nimeros mo sean enieres, pues si

en la base 1 1/z ponemos en vez de x su parte entera por defecto m, 0 por
exceso n -1, se obtienen dos nimeros que comprenden a aquél; ¥ como el
limite de estas potencias (conservando ol mismo exponente ) es e, también el
de squdlla, que estd comprendida entre wmbas, es decir:

lim. (1+1/z)x=¢ para % - co [13

donde la variable real & toma valores cunlesquiera, segin In definieion (2) de
limite.

La serie de la funcion erponeneial,
8i hubidéramos partide de la expresidu
{1-x/n)n
donde x es positivo o megativo, sc reduce a la anterior, poniendo n = zm, ¥
resulta:
[1 -+ x/njn = [1 - 1/m]ms = [(1 + 1/m)m]x

¥y eomo (1--1/,m 5 ¢ parn M — so resultn:

lim, (14 2/5)n = e~ [21

Por otra parte, desarrollando la potencia, obtenemos como limite la serie:

x x2 x8 (3]
=1 —_t — + + ...
==1+ 7 a1 3!

valida para todo valor de z, pusitivo o negative. (V. notas).
-Esta serie permite caleular ripidamente -1, Ve, ....

43. — Los logaritmos naturales.

Asi como los logaritmos usados como auxiliares para los edleu-
los numérieos son los decimales, por ser 10 la base del sistema de
numeracion, los logaritmos que se presentan de modo natural en los
edleulos tedricos son los de base ¢ ¥ por esto se llaman logaritmos
naturales o también neperianos; nosotros los designaremos por la
letra 1, y otros autores asi: log., In, log pat., ....

Para pasar de unos a otros basta tomar logaritmos decimales en
la expresién e =, y resulta: logx =1. loge.
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La constante log. e==0,43429... se designa siempre por M y
so llama modulo de los logaritmos decimales. Por tanto: los logarit-
mos decimales se deducen de los naturales multiplicdndolos por el
médulo. Asi se han ealeulado las tablas de logaritmos deeimales.

44, — Casos de indeterminacion de f(x)a<.

La rogla dada en In leccién 6, fracasa cuando el producto a{x).lf(x)
adopta una forma indeterminada 0.cc. He nqui los tnicos casos posibles:

Im. f{z) =0 Yim, If(z) =— = lim. g{z) =0 Forma 0°
Bm. f{z) =+ e lim If(r) = - lim, a(z) =20 n  m®
lim. f{z) =1 lim. If(z) =0 lim. a{z) = w n 1=

Las expresiones 0%, cc®, 1= no tienen significado de potencias muméricas;
gon simbolos que nos indiean euales son los limites de la base y del exponente
en la potencia f{z) 2%='; en cada caso pueden resultar limites muy distintos
segiin cunles sean las funciones f(x}, a{x}; por esto se llaman formas de in-
determinacidn,

Eaemrro, — Sea la funecidn xe. Para x — 0 el limite es 1.

Pues se verifica ly = x.lx — 0, sephin sc ha demostrade on (1), ya que
el infinitésimo potencial » predomina sebre el infinito logaritmice.

NOTAS

Demostracién del desarrollo en serie del ndmers e

Temos visto en (42) que cada términog del desarrollo de (1 -F1/5)7 tiende
para A — g hucin el eorrespondicnte térming de I seric, Mas en general, com-
paremos el desarrollo:

(I4+=z/n =1+ & 4 (1 — 17002 21
e e T B 5 B T O B oL TS IE AR 8 B L A [41
con Ja seric [3] Namada capesencial, eunl designando por Ba al resto, vaeribis
remos nsi:
E r m

flxy =14 —— Loava - o — o T (21
ti !

8i x>0, el vesto K . o =en dn diferenvia entre la sumn 8 s Himite,
tiende a 0, ea decir, K < ¢ cligicndo m suficiente; los términos de T son
menores que sus correspondientes en B, pues son nulos deade In potencin gno
en adelante, ¥ para los de exponentes m--1, mu-t- 2, .. . n los coeficientes
entre paréntesis son productos de nimeres menores que 1, ¥ por tanto menores
que 1, luego resulta, por comparacidn: To < K, <&

Fijado ya m, los dos polinomies de grado m que figuran en [4] ¥ [5] di-
fieren en menos de ¢ desde un o en adelante, puesto que el 2% s limite del 1.7
paré n— o ; luego resulta:

G fla) — (1 */ )" < 2

Para n— go cl limite de (1 | #/u" 0 sen oF 08, por tanto, firy, o sea
In serie exponencinl, guedando asi probade el desarrotlo [3], para = >0, ¥ ade-
més esto: la suwoesidn (1 - =/,)% e erecients y Se conserva menor que sn M
miite €T, -

Para fijar las ideas hemos supucsto x *> 0; pero el resullado [3] vnlo pira
todo x, sen renl o imaginario, vomo se verd en Leee. 27, con leve modificacidn
de la demostracién anterior.
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45. — EI problema de la tangente a una curva plana.

Dada una funcién econtinua y «= f(x) y la eurva que la repre-
senta grificamente, vamos a determinar la reeta tangente en el
punto A de absecisa x, ¥y ordenada ¥, = f(x,).

Se llama semirecta tangente en A por la derecha, al limite de
la cuerda AB cuando B tiende hacia A por la derecha, es decir, una
semirecta AT cuya pendiente es el limite de la vpendiente de la
cuerda; veamos cudl es el coeficiente angular de rsta reeta AB.

Llamando Ay, al incremento de la ordenada e~espondiente al in-
eremento b de la abseisa, la pendiente o cociieiente angular de la
ceuerda es

Ay flxo+h) — flx,)

h - h

La pendiente de la semirrecta tangente por la derecha, es el li-
mite de este cociente de inerementos euando h — 0, conservindose po-
sitivo; andlogamente resulta la semirrecta tangente por la izquier-
da, haciendo h — 0 con valores negativos, Cuando ambas semiree-
tas son opuestas, forman la recta tangente.
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46. — Definicion general de la derivada.

Cuando la fraeeion Ay :Ax — Ay :h, eociente de inercinentos, tie-
ne limite Gnico para f — 0, sea b positive o negutivo, este limite so
Hama derivada de f{z) en el punto x,; ¥ se representa asi: f/(u,).
Es decir:

(1] Fray) = lim. f(i"u'_:'_ﬁ)_—__f(fo)

h

Llamamos inclinacidn de la eurva hacia la derecha, al dngulo ©
que forma la semireeta tangente a la derecha con el semieje + z;
¥ pendiente de la eurva al nitmero tgv— [/(x,).

El angule que forma con ¢l mismo semicje 4 ¢ la semirecta
tangente por la izquicrda ¢= 1 L = gue tiene la misma tangente tri-
gonomdétricn. Por tanto, podemes coonens:

La deriviada en of punlo o, mide Lo pepdionte de la reclo tans

gente, o scar es o tangente {rigonamdlr

wioele los dugidas que forna
el semieje o con cada o de fus semircelas tangenies.

Sila funeion FOr) tiene dervivadn en cada punto o, el valor de la
derivada depende de w, ex decie
funeion devivado de 7). o staplemente derieade, v ose vepresenia
asi: %', o bien ff(x), o tambidn: I (o).

s una Pioeion de o, que se Thama

8i el limite [1] e3 - ¢p por nmbos lados hay tangente vertieal y so dice
que la derivada es =] g5; ejemple en (S0) fig. 2.4 Anflogamente si es
— oo por ambos ludos, :
47. — Propiedades primeras de las derivadas.

D la delinmeion de devivida resulia: siola funeidn es constunte
suineremento ex oo, Duero o coeiette de bnerementos ex nulo, ¥
también su limite. s deeir:

L La derivado v o consionle cualogalora os ela,

Shla funeion es o = o, vesullac:

Ay N
Ax Az
¥ siendo este cocicnte 1.osu dhnpite es 1,0 s deeir:
I1. La dervicada de ta caviable tndopewdionte s 1.
Siouna funeiou se multiplica pore &, ¢l eociente de inerementos
1 I )
queda multiplicado por & » tambico su Hiite, Laego:

TI1. A wealdliplicar e fiacion por e consianto, seodorivada

queda multipliceda por lo wiisia constudi,
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5i una tunecién es suma o diferencia de varias, por ejemplo-
Y=t viw
el incremento de ¥ es suma o diferencia de los inerementos de éstas:
Ay = Au == Av = Aw

dividiendo por h, resulta:
Ay Aw Av Aw

= = *
h h h h

y el ifmite es la suma o difereneia de los limites; es deeir:

Y= ok
IV. La derivada de una swma algebraica de funciones es la su-
ma algebraica andlogamente formada por sus derivadas.
Corolario: Si los coeficientes son constantes es:

Diaw-bv3- .. . dz)=aw 4 bv' S+ .12

48. — Derivada del logaritmo natural.

Siendo ésta la funcién elemental a que pueden reducirse las de-
més, caleularemos directamente su derivada.

Elegido un punto cualquiera x, el cociente de inerementos es:
Ay Uzt h)—k {1+ h/x)

h h [

¥ para ealeular su limite al tender h — 0, pongamos & == hz y el co-
ciente se transforma asi:

2. (14 1/2) 11 4 1/2)*

x z
Fijado x, para h— 0 es z = oo, y el numerador (por ser el lo-

garitmo funeién continua) tiende a le = 1; luego:
Derivada de Iz = 1/z.
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Nota, — 8i el logaritmo es decimal, como log # = Mlx, la expresidn ante-
rior queda multiplicada por M = 0 43420... ¥ resulta: D log z = M/x,
Miia general: siendo log, r = Iz/la. resulta:

B log, z=1/r.1a

Ejeérpioio. — Demostrar que la tangente en 4 a la curva logaritmica se pue-
de construir uniéndolo con el punto I tal que CD = — 1. Construccién de la
eurva logaritmica por puntos ¥ tangentes. Dibujada en papel milimétrieo, uti-
licese como tabla de logaritmos.

49. — Diversos significados fisicos de la derivada.

Puesto que la derivada es el limite del cociente de incrementos Ay:Ax, en
tods funcidn fisiea en que este cociente tenga un significado interesante cuan-
do y #en proporcional a x, se podri gencralizar al caso do una funcién no lineal,
mediante el paso al limite, es decir, con la derivada.

He agui algunos ojemplos:

L Pendicate. — Dada unz funcion linesl y = oo — &, ol eceficiente angu-
Inr @ mide la pendiente; ¥ el cociente de incrementos es Ay:Ax — a, constante.

8i la funeidn y — f(x) no es lineal, ¢l cociente A¥:As se llama pendiente
media en el intervalo Ax; su limite f'(x) se llama pendiente de la curva en
el punty x, ¥ no es sino la pendiente de la reeta tongente. Como Ar ¥ Ay son
ambas longitudes, ln pendiente s un mimero abatracto.

8i ¢l cociente de ineremontos tiene limites distintos, scgin que Az tienda
hacia 0 tomando valores poeritivos o negativos, la enrva tiene un punto angulosc
[¥énze o] ejemplo de Ia nota (303 ] v debe distinguirse entre peadicnte a la dere-
cha y pendiente a la tzquicrda.

II. Felocidad. — FIl movimiento de un punto sobre una reeta, por cjemplo:
Ia caida de un grave, nos da una trayectoria rectilinen en que el espacio re-
corrido ea funcidn del tiempo; tendremos nsi: ¥y = ().

8i la funcidén es lineal: y == at + b, ¢l ecoeciente de incrementos del espacio
¥ del tiempo es ¢l uwimero a, que represcuta el espueio recorride en la unidad
de tiempo, Esta veloeidad o es constante ¥ ¢l movimiento se llamn uniforme.

Bi ¢l movimiento vienme expresado por una funcidn y = f(t) no uniforme,
el cociente Ay:At se lama telocidad media en el intervalos At; pero al variar
At esta veloeidad media varia, y para A? = 0 ¢l limite f'(¢) se llama velocidad
en ¢l momento f. La velocidad es, pues, ung funeién del tiempo.

Si los espacios recorridos e miden en em. y el tiempo en segundos, la velo-
cidad viene expresadn en em./s,

Grifica del movimiento. — En un sistema de coordepadas tomamos asobra
el eje de abscisas los tiempos, sclire el de ordenadns los espacios recorridos.
Diche movimiento nos dard vna grafiea seneilla ¥ sus propiedades nos darin
las del movimiento.

La diferencia de ordenmdas dividida por la diferencia de abscises de doa
puntos ¢ y ¢ mnos dard un cociente que se llama velocidad medic on ese inter-
valo de tiempo. Si tomamos un tiempo eada vez més pequefic ol limite del co-
ciente Ge los espacios por los tiempos es Ta velocidad instaoténes v = f'(¢}).
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En el movimiento mfis sencillo, el rectilineo uniforme, que griaficomente so
_representa por una recta y —at | b, para trar In locidad podemos to-
mar eualquier segmento, pucste que existe proporcionalidad (el cociente cons-
tante es la pendiente) ; la velocidad es constante.

En Ia caida de un grave la ecuncidn es y = 14 gi2, siendo g = 9,80 m/s2;
la grifiea es una paribola que no debe econfundirse con la trayectoria de un
proyeetil; puesto que aqui so trata de un movimiento reetilinee y lo grifica
es simplemente un esquema parn cstudiar Ila relacién entre los espacios ¥ los
tiempos.

IIT. Carga. — Consideremos una viga AF horizontal que soporta prsos a
lo largo de toda clla. 8i este peso esth uniformemente repartido, es deecir, si
longitudes iguales soportan peses iguales, ¢l nfimero de kg, que eargan sobre
eada unidad de longitud es el mismo en todas partes y se llama carga espeeifica
o carga por unidad; es, pues, una magnitud compuesta: kg./em.

Bi In carga ea continua, pero no estii uniformemente repartida, ¥ llama-
mos Ay a la carga que pesa sobre el scgmento Ax, el cociente Ay:Ax se llama
carga media, y su limite Ax > 0, es deeir, la derivada ' en el punto considera-
do, se llama carga ¢specifica en dicho punto.

La grifica de esta funeién v se llama linea de cargas. La carga viene
medida en kg./em.

1V. Dilatacién. — Si y = f(z) expresa unn correspondencin entre dos es-
calas, el coeiente Ay:Ax e¢s constante cuando la funeién sea lineal, y se llama
coeficicnte de dilatacidn, Si ln funeién no es lineal, este cociente sc llama dila-
tagidn media en el intervalo y varin con Ax; su limite para Az > 0, es decir,
el nimere ' (x) se llama coeficienle de dilatacién en ol punto x.

Como ambos incrementos son longitudes, el coeficiente de dilatacion es un
uimero abstracto, Asi diremos, por cjemplo: la dilatacién es 1,04, es decir: la
razén de longitudes vale 1,04, o también: In dilataeién es 4 9%, vale decir: al
ineremento de 1 es 0,04,

V. Concentracién. — Bi en una disolucién eualquiera, por ejemplo de una
gal, la cantidad de sal contenida en la unidad de volumen de liquido es eons-
tante, cualquiern que sea la poreidn clegida, el cociente de esta cantidad de
sal por el volumen se llama concentracidn,

Cuando la cantidad de sal por unidad de volumen varin segin el Iugar, se
dice que la disolucién no es | giénea; el iente de la cantidad de sal por ol
volumen correspondiente se llama coneentracidn media, y su limite al tender
hacia cero el volumen se llama concentracidn en el punto elegido.

VL Felocidad de reaceidn. — Pucstos on contacto dos cuerpos 4 ¥ B que
i produciendo otro cuerpo €, la eantidad de éste va creciendo con el
tiempo, es decir, es funcién y = f(t). 8i el aumento desde el momento ¢ hasta
el t4+h es Ay =f(t - h) —f(t), cl cociente Ay:At se llamn velocidad media
de reaceién en el intervalo k. Si éste se tomn eada vez mfs pequeiio, dicha velo-

cidad tiende hacia un valor limite, llamado velocidad on el to t, que vieno
medido por la derivada y = f"(1). 2
8i las cantidades del prod C se miden en g. la velocidad de reaccién

vendré expresada en g./s.
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50. — Existencia de la derivada de las funciones continuas.

Tods funcidén quo tiene derivada es continua; pucs si el cociente Ay:Az
tiene limito finito para Az - 0, debe ser Ay infinitésimo del mismo orden, o de
orden superior, segiin que la derivada sea f(#) = 0, o hien f*(z) = 0. Es de
eir: f{x) dibe ser eontinua.

La reciproca no es cierta; hny funciones eontinuss que no tienen derivada
en algunos puntos, por no scr comparables los infinitésimos Ay ¥ A, es decir,
por carceer do limite el coeiente de ambos. Tal sueede, por ejemplo, con la
funeién yn consideradn: ¥ = x.2en 1/, que es continua en todo el campo real,
ineluso en el punto x =0, donde es nula. El cocicnte de inerementos en dicho
punto cs:

Ay Oy — F(0) h.sen w/h

Ax b h

o Bca: sen n/h, que carceo de limite para A - 0, pues oscila entre -1 y —1,
La curva carcce de tangente en 0, y hay curvas sin tangente en ningin punto.

A veces, ol eocioute e inerementos tiene limites distintos segin que 4 tien-
da hacia 0 por la derecha o por In izquicrda, Entouces, las dos semirectas tan-
gentes no forman unn soln reetn, sine un dngulo distinte de 180", Los dos 1§
tea dol cociente ineremental suclen Unmarse Derivada a la derecha y Derivada
@ la izquierda, ¥y representan las pendicntes do las dos semireetas tangenies on
el punto anguleso. Bea (fig. 1.*) vy =x . nre tg 1/%; las pendicntes en O som
=+ 3o

¥ ¥ Y

9] X ) X 9] X

Hies y= ¥ x (fig. 2.") las peadicntes sou ambas —+ ¢ (punto de @fle-
stdn) ; paran ¥y = ¥ T2 las pendientes sun — oo e (puntoe cuspidal).

Las funciones que intervienen en ln Téeniea suelen venir dadas aproxima-
damente y eabe preguntar gqué infloeneia tendrd en la derivada el error de Ia
funcién. BEs decir: dada una funecion Fix) que dificre de otra Pp(xr) en menos
de g para todo valor de 25 pendl es el error de f{@) respeeto de (x)?

Fheil es ver que la derivada gqueda completamente indeterminada, sin que
se pueda Tijar limite ninguno para el error. En efecto, dada la griafiea de fiz),
de la funcidn exacta fp(x) 2dlo 30 =abe que queda comprendida en una zona de

amplitued £ o uno ¥ otro Tade de aquélla; mas, dentro do dicha sona, per muy
estrecha gue sea, hay funciones de infinitus oscilneiones cuyas deriviedas poe-
den diferir de (&) tanto como o quiera,

Bi es y= ¥ x (fig. 2.*) lus pendientes son ambas | oo {punto de infle-
sibn); para ¥y = ¥ 22 son — o5 |+ eo (punto cuspidal).

HBea por ejemplo: o funcion fz) = 0 dada como aproximaeion de ann
funciones que cumplen estn condieién, es decir como represemtaciom de esta
fancién Wy (x), tenemos el eje #, con error <7 0,001; hay, por gjemplo otras del
funcién y{z) eunyo valor absolutn es: | P(x) | < 0,001. Ahora bien, entre las
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tipo: p(r) = sen hkr:1000, euyaz derivadas som: ' (%) = k.cos ke:10C0 y si

es por vjemple: k= 10% resulta que w'(x) toma valores gue llegan a 100000,
He comprende, pues, que ne existan aparatos para obtener mechnicamente

lns derivadas, habiéndolos en cumbio parn calenlar las dreas, las integrales, ete,

Aproximacicn e fas functones coutinmns wediaonte polinomios.

Tlemos visto que toda foneién que tiene derivada es continua, pero hay
funeiones continuns que ro tienen deriveda.

Sin embargo, para la Téenica no tienen interds tales funciones, ¥ puede
admititse que todus las funciones continuas que se presenten tienen derivada,
Esta hipitesis es legitima, en virtud del teorema siguiente de Weierstrass:

8i f(z) es continug en el intervalo [a, U], exisie un polinomio P(2) due
difiere de f{z) tan poco como se quiers, cn tode punts del intervalo,

Ahora bien, las funciones quoe se presentan en la Téenica tienen cardcter
aproximndo, es decir, silo se sabe gue Ia funeidn exacta estd comprendida en-
tre f(r) == &; e= deeir, la eurva que representa exactamente ol fendmeno de
que se trate, estd comprendida en 1 zonn obtenida, levando a uno ¥ otro lade
de la eurva ¥ = f(x) incrementos do ordenadas jguales o & ¥y — 8.

P'or tanto, por muy complicada gue sen la funcidn exacta, como, en wir-
tud del teorema de Weierstrass, existo un polinomio gque difiere de f{r} tan
poco como se quiern, eotre las infinitas corvas comprendidaz dentro de dicha
woma podemos elegir o representadn por dicho polinomio, la cual es muy aen-
cilla por tener tangentes en todos sus puntos, ya que ¢l polinomio admite de
rivada parn todo valor Jde r

En vista de tal indeterminacion, ciire las infinitag eurvas contenidas en Ja
zona que da el limite de crror, se clige la mis sencilla, por dos principios: ol
Jdo ceonomia del eafuerzo v la ercencia en ln mdrima seneiflez de lns loyes un-
turalid,

Por cstn razén os legitimo admitic que todas las funciones continuns atiles
al ingenicro admiten derivada, ¥ asi o supondremos eo o seesivo,

EJERCIUTIOS

1. — Demostrar que la derivada de In fumeion p = a2 es #° == 20
2.—Generalizar ¢sto, demostrando que la derivada de y = n vy ¥ = 0. 204
3. — (Qué pendiente tiene la paribole Zpy = ¢ en eqda puntot
$En gué pumes tiene pendiente prefijulat
4. — Calenlar of dngulo de las cwrvaz y == senx, ¢ = cos @ en eada punto
de interseccion,
{No se ealeulen lng dos inelingeiones, sino las dos pendiontes ),

5. — Defiuaso la recta tangente usando la inolinaeién, en ves de Iln pen-

diente, d st identidad de conceptos. (Fundamento: cantmmdmi de
1a funcidn tg x, ¥ de su inversa),
G, — Apl el pto de tangente n los puntos impropios, sustituyen-

do inelinaciones o pendientes por distauncias; véase la identidad con la defini-
cién (33).

7. — Una funecién interesante, estudiada por Gonezdlez Quijano, se define
usi: £(0) =0, f(1) =1, f(%) =73, ¥ en genoral, ¢l valor usignado en cadn
nueve punta medio entre Jdos se forma sumando Wy
de los valores fraceionarios que toma eon los dos puntos.

Demudstrese su continuidad, completando su definicién, y estddiense sus
tangentes,
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52. — Derivadas de las funciones inversas.

Siendo y — f(x) funcién uniforme de , si también es = fun-
cién uniforme de y, es decir, si a cada valor de ¥ (de un cierto in-
tervalo) corresponde un valor de z, la funcién asi obtenida v — @(¥)
se llama funeién inversa de f(x). La derivada de y respeeto de x es
limite de Ay :Ax; la derivada de z, respecto de y es el limite Ax:Ay.
Como estas dos funciones son reciproeas, sus limites también lo son,
es decir: la derivada de x respecto de y es reciproca de la derivada
de y respecto de .

Geométricamente se llega al mismo vesultado: la derivada de y
respecto de x es tg T; la de » vespecto de y es tg ¢, siendo T el an-
gulo que forma la tangente con el eje ¥; como estos dos dngulos son
complementarios, sus tangentes son reciprocas,

De cste prineipio vamos a hacer repetidas aplicaciones. Asi, pa-
ra caleular la derivada de y — e* observemos que e¢s ¢ =1y, cuya
derivada es 1/y; luego la de y respecto de = serd ¥, es deciv:

La derivada de e* ¢s la misma firncidn e*.

53. — Derivadas de las funciones de funcién.

Siendo y = f{x), ¥ = g(y), también es z funcion de x, pues
al fijar un valor para & queda determinado el de y, del enal se de-
duce el de =.

Al ineremento i de & corresponde un ineremento Ay; y a {ste
corresponde un ineremento Az, Parva ealenlar la derivada de z res-
peeto de x, pondremos:

Az Az Ay

It Ay I

Para h — o estas dos fracciones tienden haeia los limites
@ (y), f/(r), de donde:

[1] =g (). f(z).

La derivada respecto de x de una funcién @(y), cuye variable y
es funcidn de la variable independiente x, se obtiene derivando @(y)
respecto de Tn variable y; ¢ multiplicando ¢/ {y) por la derivada y’
de y respeeto de o,
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Iista es la regla general de derivacién, pues las funciones gue
se presentan no son, en general elementales, sino funciones elemen-
tales de otras funciones; y aplicando repetidamente la regla se lega
a la derivacién de todas.

Caso general. — Si la dependencia es por intermedio de va-
rias funciones, por ejemplo: si es-yn-f(:t). z—p(y), u==1y(z),
tendremos andlogamente :

A Au Az Ay

h Az Ay R
¥ en el limite para i = 0:
W=y (2) ¢’ (y).f(x)
La derivada respecto de la variable independiente = se obliene

multiplicando las derivadas de cada funcidn respecto de la variable
de que inmediatamente depende.

Nota. — La férmula [1] la hemos deducide suponiendo que nl tender
h > 0, no se anula Ay, puecs entonces no es legitimo multiplicar y dividir por
él como hemos hecho. S8in embargo, si es Ay — 0 (de donde f'(x) = 0) szeorfi
también Az =0 y por lo tanto =’ =0, que cs el mismo resultado de la férmula
[1]; luego ésta vale en todo caso.

Otra demostracién: por definicién de derivada, los inerementos pueden
expresarse asi:

Az =AY [¢'(¥) |- al Ay =& [ (=) +B]
siendo u,.ﬁ infinitésimos, para k& > 0. Bustituyendo, resulta:
Az =h [@ (¥)["(z) + v]

donde 4 es otro infinitésimo, luego resulta [1].

54. »— Derivadas de las funci 1 tal

Para derivar una expresién de forma monomia suele convenir
tomar primero logaritmos naturales y después derivar. Como la de-
rivada de ly es y'/y, esta expresion suele llamarse derivada logarit-
mica de y. He aqui varias aplicaciones importantes:

1. Derivada de y — e¢*. — Tomando logaritmos: ly ==z y de
rivando: :
2] Yy /y =1, o sea: y —y—e"

La derivada de €* es la misma funcidn.
Si la funeién es y = a*, resulta:

(3] 1y == xla, y'/y=—1la, y =y.la=a*.la
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11. Derivada de y == ™. — Cualquiera que sea el exponente en-
tero o fraecionario o irracional, positivo o negativo) :

4] ly=m.le, y/y=mje, ¥ —=y.m/x=m. a7

La derivada de una potencig se obtiene mulliplicando por su ex-
ponente y disminuyendo éste en 1.

En particular: si ¥ = \/z, resulta:

[5] Y= Lox— % =12V

La derivada de la raiz cuadrada de x es la mitad de su reciproca.

II1. Derivada de un producto y == uv...w. — Tomando loga-
ritmos y suponiendo para fijar las ideas que son tres los factores:

by = I + v + lw
Derivando:
y? ?‘! 1,! wl’
_—— e A ——— e

y w r w
de donde se despeja inmediatamente:
[6] ¥ = wvw 4 uv'w -+ wvw’

La derivada de un producto de cualquier nimere de factores es
la suma de los productos oblenidos, sustituyendo un fuclor cualguie-
ra por su derivada.

IV. Derivada de un cocienle 3 == 1:v, — Tomando logaritmos:
Iy = tu — I
v derivando
Y uw' v v — ue”
y u L uy
de donde:
u v —ur v — uy’
71 v -— -

v e v

La derivada de un cocienie es igual a la derivada del numera-
dor por el denominador, menos la derivada de dsic por la de aquél,
dividido por el cuadrado del denominador.

Nota. — Implicitamente hemos supuesto que todas las funeiones erun poss-
tivas, para poder tomar logaritmos; asi sucede desde Juego en la exponencial
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¥ la potencial; pero en el producto o cociente puede presentarse alguna fun-
eién negativa —wu, En tal caso, cambiando ¢l signo resulta como derivada

logaritmica #'/n; mientras gue Iy derivada logaritmica de — u es
—u' '
-— u ’

Prucbese que tambidn subsisten los teoremas si nlguna funcidn se anula,

Ejereicio, — Caleular la derivada de z¢ y la de wss,
(Basta tomar logaritmos y derivar despuds).

Apliquese tambidn la regla a ln poteneia vm, cuando x es negative (m frac.
cign de denominador impar) tomando el valor absoluto,

55. — Derivadas de las funciones circulares directas.
El ineremento de sen x al incrementar x en h, es:

sen(x - ) — sen & == sen .. ¢os h -+ cos x sen i — sen x
y dividiendo por Ar = h, se deduce:

Ay cos x.sen h sen (1 —-cos h)

—_— =

h I h

como 1 — eosh es de orden superior a h, el Gltimo cociente tiene li-
mite 0; ¥ como sen kb es equivalente a h(20), resulta:

[8] ¥o=cus ¥

Andlogamente resulta la derivada de cos &, o también consi-
derada como funeién de funcién:

9 Y = cos 1 = sen (liom -— &)
] Y= —rcos (Var—z) = —senx

Como tg a es el cociente de sen » por eos x la derivada es:

008 X.C08 ¥ - sen &.sen r 1
f10] ¢ = - e
cos? & eos® x

Andilogamente, la derivada de ctgx es:

[11] Al
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56. — Derivadas de las funciones circulares inversas.
La funeién y == are sen z tiene como inversa r==seny, cuya
derivada es cos ¥ ; luego:

[12] Y - e

Debemos tomar el signo ——, pues entre los infinitos arcos que
tienen el seno z, el simbolo are sen x representa el situado en la semi-
cireunferencia de la derecha, es decir: el eomiprendido entre =/2 y
— x/2. cuyo cos y es positivo.

Andlogamente: y = are cos . tiene como inversa s == cos y, cu-
va derivada es —sen y, luego:

- 1 1 1
(3] v =— i L R e et
sen ¥ V1 —cos*y V1—zx2

tomando en el radieal el sigho - puesto que en la semicireunferen-
cia superior es seny => 0.

La funecién ¥ = are tg r tiche como inversa r==tgy, cuya de-
rivada es 1:eos*y, luego:

" 1 1
1 1y’ - cos? Y = -
(4] - ¥ 1-}-tg*y 1L x®
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Nota, — No debe extraiiar quo Ta suma de las derivadas de are sen z y de
arc cos ¥ sea nula, puesto que In sumu de estas funciones vale x/2, que ca cons-
tante, Anflogamente, Ta derivada de arc ctg £ es opuecsta a la de arctg x

57. — Derivaciéon de determinantes.
Bea, por ejemplo, un determinante de tereer orden

L e Uy {x) Uy () I
oo var) vy (x)
w2 iz (1 wyx)

Cada términe es de In forma: w (2) v (2) w(F), ¥ su derivada consta
de tres términes gue solo dificren en foner acentuada la w, o In v, o la w.

Agrupados los primeroy, forman el determinante que adlo difiere en tenmer
acentundn la primera fila; y andlogamente las otras, loego:

La derivada de wn delerminante cuyos clementos son funcienes de una va-
riable, es la swma de los determinantes oblenidos derivando los elementas de
ung sola fila,

BEJERCICIOS

1. — Derivar las funcivnes salgebraiens signientes:
y==z(z:—1){xr 4 3}
y==: (rx 4+ 1)
y= Va--1: V& |- 1
y=(Vr-1): (va—1)

2, — Derivar estas funeiones triascendentes:
¥ = senxp
#= - Yicoslr

41

peapis

4Por qud tienen igunl derivada Ias dos primeras funeiones y la tercern
igunl que arc tg &7

¥ =are 1g —

4. — Derivar dircctamente la funeidn:

T 1 1
1 x-—1 1
1 1 z41 |

¥ comprobar el resultade, derivando el desarrolla.

5, — Obzervar gque ta detivada de toda foneiim ecircular inversa tiene signo
constante, ¢ interpretar esta propiedad.

6. — 3Quié relacidn entre aresen ., are eok#, expresi la propiedad de ser
opucstas sus derivadas?
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B58. — Crecimiento y decrecimiento de las funciones.

En las diversas graficas cstudiadas en los articulos anteriores
se observa gue algunas veces crece la funcién al crecer £ y otras
decrece la funeion al erecer z. Esta nocién de erecimiento y decre-
cimiento se refiere a la proximidad de cada punto, pues si nos ale-
jamos de él, puede cambiar el eardcter de la funcién. Vamos a pre-
cisar este concepto:

Se dice que f(x) es creciente en el punto x, euando el valor
f{x,) es superior a los de su izquierda y menor que los de la de-
Techa, en un eierto entorno del punto =z,

So diee que f(x) es decrecienie en el punto x, cuando el valor

flx;) es menor que los situados a su izquierda ¥y mayor que los de

su derecha en un cierto entorne del punto =,

= ¥

Puesto que la derivada f/(r,) es el limite del cociente do inere
mentos Ay, :Ar, este cociente tendrd ol mismo signo que f(x,), to
mando Aix, suficientemente pequeiio en valor absoluto. Es decir:

Si f'{x,) = 0, hay un intervalo, a uno y otre lade de z,, en ¢l
eual es Ay, :Ar, > 0; Ay, ¢ Ax, ticnen el mismo signo, es decir, al
erecer la variable x ercee y; el valor y = f(x,) es mayor que los
de su izquierda ¥y menor que los de su derecha, en un ecierto inter-
valo, La funcidn es entonees ereciente en el punto x,; la tangente
estd dirigida por la derccha haein arriba.

Si f(x,) < 0, hay un intervalo en el que Ay,: Ar, se eonuserva
negativa, es deeir: Ay, y Ar, tichen signo eonirario; al erecer =z
deerece y; el valor y == f(a,) ¢s menor que los anteriores a su iz
quierda y mayor que los posteriores a su derceha. La funecion es
deereciente en el punto r,; la tangente estd dirigida por la derecha
hacia abajo.
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Finalmente, si f"{ux,) = 0, nada puede asegurarse respecto del
signo de Ay, respeeto de Az, ; la tangente es entonees paralela al eje x.
vy puede haber crecimiento, deerecimiento, u otras posibilidades.

59, — Maximos y minimos relativos. Criterio general.

Se diee que f(x) tiene un mdirimo relative en el punto x,, cuan-
do su valor f(x,) es mayor que los valores a la izquierda y a la de-
recha en un eierto intervalo. Y se diee que tiene un minimo relative
cuando su valor es inferior a lox otros valores, a derecha e izquierda,
de un cierto intervalo.

Claro es que pasado cierto intervalo puede variar f(z), de modo
que tome valores mayores que ¢l midximo o menores que el minimo.
Por esto deecimos méximo relafivo ¥ minimo relative, para expresar
que lo son respecto de un cierto intervalo o entorno a un lado ¥ otro
del punto, con amplitud mayor o menor segiin eada caso.

Sien un punto x, aleanza f(z) un valor miximo relativo o mi-
nimo relativo, debe anularse en él la derivada; pues, si Tuese
f'{z,) = 0 la funcién seria créciente, y si fuera f'(x,) < 0, la fun-
cién f{x) seria decreciente, lo que contradice a la hipétesis de mé-
ximo o minimo. Podemos, pues, enunciar:

Para los valores de x en que f(x) es mdximo o minime relativo,
si existe derivada ésta debe ser nula,

Geométrieamente: la tangente debe ser paralela al eje =

La anulacién de la derivada es, pues, condicién neceseria para
que f(x) sea maximo o minimo relativo, pero no es suficiente; pues
puede - suceder que siendo la tangente paralela al eje z atraviese a
la eurva y sea, por tanto, f(z) ereciente o decreciente, sin tener
méximo ni minimo.

Tales puntos en que la tangente atraviesa a la curva (aunque
no sea paralela al eje x, como aqui sucede) se llaman de inflexidn.
En la figura hay inflexién para == z,.

Para saber si ffx) presenta miximo, minimo o inflexién en los
puntos £ en que se anule f'(z), basta ver el signo de la derivada a
ambos lados. He aqui los tres casos importantes: si al crecer x pa-
sando por el valor = == x,, la derivada f’ (z) pasa de

— a 4, hay minimoe en el punto z.
+ & —, EE md.:cimo 2 ” " I.

— a-—, o de -+ a -+, hay inflexion.
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En efecto, en el primer caso, el minimo absoluto en el inter-
valo, no lo puede aleanzar ni a la izquierda (donde es decrecien-
te), mi a la derecha (donde es ereciente); luego lo alcanza en iz,

Anélogamente, en el segundo caso, el mdzimo absoluto en el in-
tervalo, debe aleanzarlo en x,.

En el tercer caso, si la derivada es negativa a ambos lados, el
valor f(x,) es el minimo del areo de fa izquierda y el mdximo del
arco de la derecha, luego hay inflexién, ¥ lo mismo sucede si la de-
rivada es positiva a ambos lados. (Para un 4.° caso ,v. Ejere. 5).

EJjeMPLo 1. — Bea la funcidn: ¥ = (r —a)m{x—b)n
Bu derivada es:

Yy =(x—a)ymt{x—b)-1[m(x—Db) -+ n{x—a)] =0

Bajces: z,=a , m=">F , 5= {mbtna): (m-4n)

Bi m es impar, el primer factor no cambin de signo, luego hny inflexidn
en a; lo mismo sucede en b si n es impar. En eambio, ai son las exponentes
pares, cambia ¥ do signo, ¥ esto aconteee sicinpre en =, habiendo méximo o
minimo segin los casos. Complétese. la discusitn,

Eaexrio 2. — Con un rectingulo e lados 5 ¥ & dm. econstruir una eaja
do capacidad méxima.
Llamando » = la altura, la base tiene las dimensiones 5—2x, § —2x ¥
el volumen:
V= (5—2r) (8§ — 2xr) x = 422 — 2622 1 40x

V' =12x2 — 52r } 40
Dividiendo por 4 queda:

Ja2 —13x + 10 = {(x — 1) (3r —10)

ee decir: los rafces son r=1, z=10/35.

La indole dei problema exige que los coadrndos recortados en los dngulos
tengan In dimensién r < 5/2, pues parn ¥ = 5/2 resulta volumen nulo. Como
para £ = 0 el volumen es también nulo, diche volumen debe aleanzar al menos
un mfximo entre 0 y 5/2; luego hay una solucién y sblo una: z= 1 que da
vna caja de volumen miiximo: ¥ = 3.6 =18 dm?. Esto mismo nos indiea el
eambio de signo de F'.

EJEMPLO 3. — Generalicemos ¢l problema anterior, construyendo con um
thngulo do di i @ > b una caja de capacidad méxima.
Llamando % & la altura, al recortar en los dngulos euadrados de lado z,
la base de la cajn tiene el dren (8 —2r) (b—2z) y ¢l problema se reduce
a ealcular ¢l miximo de In funcidn:

F=(a—2x) (b—22)a =453 —2({a L b)zz -} abzx
F'= 1252 —4(a + b)T -} ab = 0
Las raices de ests eeunmcién son: [a--b =+ V (a4 b)2—3ab]: 6.
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Estas raiees son siempre realis, pues:
(64 b)2—lab > (a4 B)2 —dab = (4 — b}z = 0

7 Jas dos =on positivas, pues ¢l radical es inferior & 2 4 b; o bien dircetamentos,
basta obfervar que los signos do los eceficientes de la ceuacién son 4 — 4=,
g Corresponden estas raices a valores méximos ¢ minimos del volumen? El [igno
de ¥P' o bien el examen directo del problema, aclaran la duda, y resulta: of

probl tiene sulueifn fmiea: = [(a-+B) — V (84 b)3—3ab]: 6.
a-—2x
x| ;
b-2x
60. — Meétodo de las derivadas sucesivas.

Cuando es faeil la formacion de la derivada de f(xz), o sea
{”(z), ¥y no se anula en a,, su signo indiea si hay maximo o minimo.

Si f7(z,) < 0, es f’(x,) decreciente, luego fng) mdxime,
Sif"(x,) >0, es f/(x,) creciente, luego f(x,) minimao.

Sin cmbarge, es preferible el eriterio divecto del cambio de sig-
no de f*(), que evita la formacién de derivadas sucesivas, cada vez
mis complieadas.

Mis adelante, por satisfacer una costumbre, mds que por neee-
sidad, daremos la diseusion general mediante las derivadas sueesivas,

61. — Simplificaciones en el calculo de maximos ¥ minimos.

El método de la derivada puede ser engaiioso cuando hay puntes donde mo

existe. La derivada de ¥ 22 no sa amula en ningin punto y sin embarge ose
Ttundlon e minima en el origen. I método expueste debe completarse con un
examen de lan varizeion en todo el eampo, mediante ¢l gigno de la derivada.

Algunas observaciones facilitan cl cfleulo de méximos y minimos:

L — 8i la funeibn y = f(x) aleanza un miximo relative en el punto T
la funcién — f(z) toma unw valor winime y viceversa. Lo wismo secdo con
Ia funeién reciproea 1 : f(x) swponiendo que f(x) no se anula,

2, — Bi q(y) ca ereciente, y la funecién ¥ = f(x) toma un méximo o mi-
nime eu el punto Zy tawmbidn () toma en este puste un méxime o minimo;
pues siendo y°=f{zo) en ¢l easo de miaximo, mayor que los valores de v a
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unoe ¥ otro lade de e también rp(yo) ey mayor que log valores @{y) corres-
poodientes o dichos valores de .

En eambio, si ¢{¥) es decreciente, toma valores méximo o minimo en los
puntos cn que ¥ aleanza minime o maxime Tespectivamente.

Asi, por ejemplo, en el primer euadrante, los méximos y mi
funcién som f(x) son los de f(x).

Estas observaciones permiten sumplificar los problemas como veremos a
continuneidn.

nos de la

BarMFio 4, — He aqui un problema importante para la mejor visualided
de longitudes verticales.
Determinar ¢l punto del suclo desde el cual se ve un segmento vertical AF
bajo Angule miximo
p=0XH —0XAdA =f-—un

tuf—tga (b —alr
t; = =
E® 1 tgB.tga %+ ab

En ver duo despejar g para ealevlar su méxime, observemos que siendo
tg x mayor o menor scxdn sen mayer o menor of areo, serfi miximo cuando lo
sea su tangente, ¥ Osta serd méxima cuwnde sen minima sooreciproca, Preseins
diendo del faetor positive & — o, basta, pues, investigar los minimos de Ia
funeidn:

@ | abz .
La decivada es: 1 — afb/ez =0, do donde: @ = > Vb

La solucion ez, pues, la nivdin goomd
blema indicn

entre a ¥ b T fdole del pro-
que se trata de maxima, pues el dngule comicnza siendo nula
euando X estd en O, vio creciendo y luego deercee al alejarse X, legando o ser
el fngulo tan pequefio como se quicra. Log dos solueiones dan dos puntos simé
tricoa respects del punto 4 su eonstruceidn esti efectuada on I Cigura (phg. G4},

EJERCICIOR
1. — Estudiar la variaeidn de Ja funcion

¥=1: (1 -} a2}

y dibujar su grifica (curva Je Goetiosm Agiesi ).

Hn autorn In Hamd enrvin rersie v,

2. — La rvesistencin o la flexion de ung viga de seecion rectangalar, es
dircetamente proporcional a la lase v al cuadrado de aaltura de dicho rece
thngulo. Sabido esto, determinar la viga de mixima resisteacia ¥ seecidn ree-
tangular que puede sucarse de un tromeo de sirbol de radio 1

3, — Bi en dos medios separados por una recta Ins velocidmiles e oo mdb-
vil ¥ ¥ ¢ son distinias, ol caming mis breve parn ie de un punto de uno ooun
punto de otro sutisface a ln ey de Ja refraccion: la raxon de los senos de
log dngulos de incidencia ¥ refraceion es igoal a o razdén de velocidades,

4. — Demostrar que 81 la derivadi en un punto es 4 oo por ambos lados,
la funcidén es erecienie en ese punto; 8i es — go, la funeiom es decrecicnte.

§, — Ejemplos cnogue £{0) = 0, con muy diverso comportamiento:

Yy , y=23 , Y=, Sen /T

6, — Demosirar que sumande 3z o ln 3. funcid 1t

en 0, pero con puntva de deerecimiento infinitamente préximos.

otea, creeient
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62. — Diferencial de una funcién derivable,
Hemos definido:
Ay
'’ . . T
f{z) lin. oo
es deeir: f'(z) es el limite del cociente de los inerementos de la
funcién y de la variable, cuando este @ltimo tiende a O. Si aplica-
mos la definicién de limite, tenemos:

Ay

- =f(2) 4@

siendo @ un infinitésimo, si hacemos Az — 0, Esta funcién @ es, en
general, complicada, pues depende del valor de z, es decir, del punto
de la curva en que se caleula la derivada, depende también del in-
eremento de x y de la funeién f(x).
De Ja igualdad anterior sacamos:
Ay = ['(x) .Az 4 . Ax;

esta nueva igualdad expresa que el incremento de una funcién se
compone de dos sumandos: uno de ellos es la derivada por el inere-
mento de la variable, y el otro es esa funcién @ por el incremento
de la variable x, luego es infinitésimo de orden superior a h = Az.
Si f’(z) =0 la parte llamada principal de Ay es, por tanto, el pri-
mer sumando, que es infinitésimo equivalente a Ay, y tiene la ven-
taja de ser funcién lineal de h; ese término f'(x) . Az se llama
diferencial de f(x) y se representa asi: dy == f’(z) . Az.

Diferencial de una funcidn en un punto x es el producto de la
derivada en ese punto por el incremento arbitrario de la variable.

Si como funcién se considera la misma & y aplicamos el con-
eepto de diferencial que hemas enunciado, la diferencial serd el pro-
ducto de la derivada por.el ineremento de la variable; y siendo la
derivada de la variable Az/Ax =1, se tiene: dz — Az. Si se trata
de una funcién cualquiera y se tiene: dy == Ay, como ahora veremos.

Siendo Ax == dx, tenemos: dy == f'(r)dz, de donde resulta
'(z) = dy/dz, es deecir; la derivada es el cociente de la diferencial
de lg funcién por la diferencial o incremento de la variable.
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63. — Significado geométrico de la diferencial.
Segin la delinicion

dy = ") de= f{x). Ar

¥ eomo f'(r) = tg v podemos eseribiv dy = Azx.tg v, ¥ en el tridngu-
lo rectdngulo ACT un ecateto por la tangente del angulo adyacente,
es igual al otro cateto: C1' = dy. Geométrieamente, la diferencial de
f(x) para un valor de x es la ordenada comprendida entre la hori-
zonlal que pase por el punio correspondicnte de la curva y la tan-
gente a la curve en dicho punio. En la figura se ve elaramente que
Ay 4= dy. Sustituir el ineremento Ay por la diferencial dy equivale,
pues, a sustituir la eurva por su tangente, lo cual no es legitimo si-
no en ciertos problemas que estudiaremos. Serd Ay — dy solamente
euando la eurva coincida con su fangente, es deeir, enando la fun-
eién sea lineal: y — ax -} b,

v

Xo+h

Si hacemos Az — 0 entonees Ay, dy, son infinitésimos. En todo
punto en que ["{x) #=0, es dy del mismo ovden que dw, puesto que
sn cociente f'(x) es finito ¥ no nnle; ecomo Ay, dy, difieren en
a.Ax, que es de orden superior a Ar, ¥y por tanto de orden superior
a dy, ambos infinitésimos Ay, oy son equivalentes, ¥ por tanto su
cociente ticne limite 1. En cambio, cuando sea f/(x) == 0, es deeir,
en los puntos de tangente horizontal, es dy = 0; entoneces debemos
comparar Ay con las diferenciales de orden superior, que pronto
definiremos.

64. — Regla general de diferenciacién.
Sien la funeién y = f(x), no cs i independiente, sino que a sn

vez depende de ofra variable t, es decir: 2 =@ ({) la derivada de y
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respecto de la nueva variable { resulta de la igualdad:

Ay Ay Az

At Ax At
ya eonsiderada en (53), de donde, tomando limites, sale:
Y= [ (x) .q" (1) (n
conviniendo en que ¥y’ designe a la derivada respeecto de t.

Si la variable ¢ depende a su vez de otra variable, la férmula
anterior se complica, siendo preeiso multiplicar las derivadas de to-
das las funciones intermedias, como se vié en la leceién 13.

La notacién diferencial es mis ventajosa. En efecto, con ella
tenemos que la [1] se expresa asi:

dt dr  dt
v multiplicando por df, resulta:
dy — f'(x)da [2)

es decir, esta formula gue en el caso de ser z la variable indepen-
diente eonstituye la definicién de la diferencial, siendo en ella dx
un incremento arbitrario, es vélida también cuando = no es inde-
pendiente, sino funcién de I, segiin neabamos de demostrar, sélo que
en este caso dx deberd caleularse segiin la variable o variables de que
dependa f, ¥y ¥ya no es un incremento arbitrario.

Como para la diferenciacién no es necesario fijar cudl es la
variable independiente, ofrece ventajas sobre la derivacién y sunle
preferirse. ;

Nota. — Pudiera ereerse que In férmula (2) resulta directamente por su-

presién del factor drx, pero esto no es legitimo, pues dr tiene significados dis-
tintos en el numerador ¥ en el denominador, (V. Curso Ciclico, IT).

EJEMPLO. — Tangente a la elipse:

z2 ye )
—_— + —— =
a2 bz
Dif iando ambos miembros, como el segundo es constante, resulta:
2x.dx 2y.dy
-t — =D
a bz
de donde se despeja: ]
dy z bz da y ot
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65. — Tangentes a curvas dadas en forma paramétrica. Cicloide.

Llamamos curva a la trayectoria de un punto, esto es, al conjunto
de posiciones de un punto mévil. Al decir que un punto se mueve
expresamos que sus dos proyecciones se mueven, es decir, que
tarian con velocidad determinada en todo momento, o sea que las eoor-
denadas son funciones continuas y derivables del tiempo,

= p(t) y=—1(1)

El parametro ¢ puede ser también una variable continua cualquie-
ra (un éngulo en el ejemplo que sigue) y el par de ecuaciones es la
cxpresidn paraméirica de la curva; eliminando ¢ resulta la ecuacitn
ordinaria P (z, y) = 0.

Suponiendo que f'(f), ¥ ¢’({) no se anulan simultineamente,
p- e} (1) = 0, existe tangente, cuya pendiente se ealenla asi:

dy  ft)
dx — @' (¢)dt, dy = [ (L) di A .
dz  @'(D)
Cicloide. — Ms la eurva engendrada por un punto de una eir-

cunferencia que rueda sobre una reeta sin reshalar, es decir, de mo-
do que eada segmento de reeta es igual al areo ecorrespondiente,

Tomando como parimetro el dngulo t que forma con la vertieal
el radio CP, el arco AP es rf y resulta de Ja simple inspeecién de
la figura:

el M _
o A T 21r

el —rsen t=r(t—sent) dx==r(l— cosi)df

Jm=pr—1 cos {=r(l —cost) dys=rsentdt

de donde y" = etg 14 {; lucgo la tangente es Ia recta 1’4’ que pasa
por ¢l punto opuesto al de contacto de la eireunferencia. En electo,
el angulo que forma con el difimetra AA" o 341, luego ol dngulo con
el eje = es el eomplementario, La normal es precisamente A4,

En particular, la tangente en O es la perpendienlar a la ree-
ta base.
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66. — Teoremas de Rolle y del valor medio.

He aqui una propiedad geomdtrica importante:

En todo arco de curva regular hay algin punto intermedio cuya
tangenie es paralela a la cuerda.

La intuicién nos haee ver, en efecto, que al trasladarse la cuer-
da paralelamente, dos al menos de los puntos de interseccién tienden
a confundirse en uno; y teniendo tangente uniea ese punto, debe
ser precisamente dicha paralela a la cuerda.

La demostracién aritmétiea riguresa puede verse en las notas;
(Lece. 17). Veamos sus diversas formas y aplicaciones.

Sea y =f(z) una funcién uniforme eon derivada finita en cada
punto del intervalo (o bien infinita con signo {inico por ambos la-
dos). Si es f(a) — (D) en los extremos del intervalo, hay algin pun-
to intermedio donde f/(E) == 0.

Este cs el teorema llamado de Rolle, euya aplicacién més fre-
cuente suecle ser ésta: Entre dos valores que anulan a la funcion, hay
otro que anule a la derivada.

Supongamos ahora que f(a) ¥ f(b) son cualesquiera; la pen-
diente de la cuerda es [f(b) — f(a)]:(b—a); la pendiente de la
tangente en un punto de abscisa intermedia § es f/(E), luego si es
paralela a la euerda, resulta la igualdad:

1] f(b) —f(a) = (b —a)f'(E)

Este es el teorema del valor medio o del incremento finito, de
Lagrange, que se enuneia asi:

El incremento de una funcién derivable es igual al incremento
correspondiente de la variable por la derivada en un punto inler-

medio.
Eserito de otro modo:

[2] Ay = Ax.f'(E)
o también asi:
fla Sy — flay =R (o 4 By
giendo 0< 9 <1
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67. — Teorema fundamental del Calculo integral.

Supongamos nula la derivada f (z)} en todo punto de (a, b),
edmo seri la funcién? De otro modo: }eémo es la curva si todas sus
tangentes son paralelas? La intuicién asegura que debe reducirse a
una reecta, pero es mis segure utilizar el teorema del valor medio y
eon él vemos que siendo nmulo el segundo miembro de [1] debe ser
f(b} == f(a), para todo par de valores, o sea: f{x) == constante.

Cougecuencia inmediata: si dos funciones f(x), (&} tienen
derivadas iguales en todo un intervalo, difieren "en una constante
en dicho intervalo. En efecto, si es f'(x) = @'(2), la funcién
f(x) — @{x) tiene derivada nula, luego para todo valor » del in-
tervalo supuesto se verifica:

flx) —@(z) ==c

De otro modo: llamando primitiva de f(x) a f(z), resulta:

Dos funciones primifivas de unag misma funcion difieren en una
constanic,

Pronto veremos Ia importancia de este feorema para el edfeulo
de integrales mediante faneiones primitivas,

68. — Error de una funcién.

El teorema del valor medio no sélo es fundamento de todo el
cileulo diferencial ¢ integral, sino que también se apoya en él el
cileulo de crrorves de la Matematica prictica,

Calenlado un valor ¥ — f(x), ;qué influjo tienec en y un error
Ax de la variable x? El tecorema del valor medio da la contestacién
exaeta en la formula [2]. 131 errvor de la funcion es igual al crror de
la variable por la derivada en un punto ititermedio.

Pero sc presentan dos dificultades: 1. No se conoce ¢l errvor
de la variable, sino una cota superior del mismo. 2.4 No se conoee
¢l punto intermedio E. Sin embargo, sabiendo bajo gué ntimero se
conserva Az y bajo qué niimero estd f7(E) en el intervalo (&, # - Az},
ge tiene facilmente un limite del error Ay, es decir, sabemos el grado
de aproximaecién aleanzado,

EIemrLo 1. — Yn Ia division ¥ = 1:x, ¢l error de & queda multiplicado por
la derivada — 1/22 en un punto del intervalo de x; este factor es mis grande
euanlo menor gea r. Fin cambio el error relativo de y no depende de Ia cuantia
de x, sing solamente del crror relativo de o

Buponemos que el leetor sabe operar con nimeros decimales, es decir, co
wnoce la teoria de los errores.



72 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO ¥ SUB APLICACIONES

EJEMrLo 2. — 8i la distancin entre dos puntos 4B, no puede medirse di-
roctamente, pero si las distancias AC =19, BC =a, y el dngulo 4CB =, go
caleula ¢ por la férmula:

o= Vval | bz—2ab.con G

Suponiendo exaclos a y b, el error que produce en e un error kb del 4n-
gulo C es )
Ao = 14(2ebsen EYh: ¢

siendo E un nimero comprendido entre € y € 4 k.
Tendremos, pues, un valor aproximado para Ac tomando:

JAe) ~ | h)abC:e

8i el error del fingulo medido € =29° 50° es | h| < 1" = 0,00003.,,. sien-
do sen E < Y%, resulta: | Ae |~ Vhab. 000003 ¢

8i se quiere asepurar un limite superior, para evitar el peligro de que el
denominador difiera apreciablemente de o, so sustituye dste por ) niimero menor:

bz—Zab=a—1

Nora, — La exnetitud con que deba efeetuarse la medida de & depende
de 1o cunntia de In derivada; si ésta es grande, exige mayor precisién y por
ende mayor eosto ¥ trabajo.

Una grosers medida de un dngulo pequeiio permite caleular su cosene con
error dismindido; al contrario, dado el coseno, ¢l arco adoleeerd de goun error.
Expliquese esto con las derividdng y directamente en la circunferencia,

69. — Interpolacion lineal. Su error.

Conoecidos los valores f(a) y f(b) de una funeiébn f{z)} en los
puntos ¢ y b, podemos caleular aproximadamente los valores en pun-
tos intermedios, sustituyendo el areo de eunrva por la enerda. Esto
equivale a admitir que los inerementos de ordenadas son proporeio-
nales a los inerementos de las abscisas.

Admitiendo la proporcionalidad entre las diferencias de los tres
valores ;

(13
¥ sus correspondientes:

flay , fla-FR) . f(B)
f(b) —[f(a)

b—aua

, a-LRh , b

resulta :
[3] fla-+h) —~f(a) 4-h

Esta férmula se aplica para la interpolacién de valores no eon-
tenidos en una tabla de valores de cualquier funcidén f(x). Asi se
hace en las tablas de logaritmos, tablas de funciones circulares, ta-
blas de logaritmos de funeiones cireularves, ete.
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La diferencia f(b) — f{a) entre los valores consecutivos dados
por las tablas, se llama diferencia fabular.

£n las tablas de Iogavitmos, @ y b son enteros consceutivos; el
producto de la diferencia tabular por el valor h <1 se facilita con
tablillas impresas al margen de la tabla.

Acotacitn del erver.
La férmula de interpolacién, en virtud del teorema del valor medio, puede
escribirse asi:
fla ) ~ f(a) B f(e)
giendo ¢ un punto intermedio entre @ ¥ &
Por otra parte, el mismo teorema da el valor exacto:

fla-+hy=f(a)y +hf(@E), e<tga+ih
El error de la férmula [3) sord, por tanto: A[f'({) — f'(e)] ¥ como am-
baos nimeras pertenecen al intervalo (a, &), aplicando de nuevo el tearcma del
valor medio serfi:
crror = h{L— ). ()
giendo A un nidmero intermedio, Tn definitiva, siendo la distancia o diferencia

|t —e¢| menor que la amplitud.del intervale, & —a, si In derivada sogunda se
conserva en todo el intervalo inferior a un nimere fijo K, resulta:

error absoluto < A (b —a)} K si se conserva | fU(z) | << K

Earurro. — La interpolacidn lineal se aplicn para ealeular lognritmos de
nimeros comprendidos entre dos conscentivos n oy # - 1, euyn diferencin de lo-
garitmos se llama diferencia tabunlar A, La férmula es:

log {(n34-1) =log n -4 kA sicndo A =log (n+ 1) —log n

El error cometido resultn observando que siendo n == 10000 para las tublas
de 7 decimales (Schrion, Callet, (...}

| /() | = M/xs < 0,43, . (10000)2
luego resulta: error < CLO000000US

ea decir, no influye en la séptima eifrn deeimnl

70. — Calculo aproximade de logaritmos.

El ineremento de !z cs decir: I{x - &) — Iz os aproximadamente igual a
h/z ¥ también se aproxima a h:(x - A); en realidad es igual w b por el valor
de la derivada en un punto dintermedio. _

Obtendremos mejor aproximacion tomando el promedio de jor dos valores
extremos, y mejor todavia sumando numeradores y denominadoeres, con lo que
resulta un valor intermedio. Tendremos, pues:

2h

I{z 4+ ) — Ix ~ Tz
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Msta formula permite calcular I1(x - ) conocido fx, sin mfis que sumarle
la fruccidn anterior, Segin se demuestra en la teorin de las series, o8 ton exac-
ta esta tormula, que si es x> 10000, ol error es menor que 10-13; es decir, re-
sultn el logaritmo con 13 decimnles exactas.

Pary [ogaritmos decimales basta multipliear por el mddualo:

log (# — &) —~log o | 20M/(2e -+ 1)

Es con esta Tormula tan senvilla con la que se caleulan las tablas de lo-
garitmos, Para construir una tabla liasta 100000 basta caleular los logaritmos
de 104 n 105, Axi, por ejempls, dentro Jdel orden de las diezmillonésimas, es:

log 10001 = 4 -} 2.043420/20001 = 4,0000434.

71. — Derivacion grafica de funciones.
Puesto que la curva deri

ada y'= f(x} facilita el estudio de la curva
y = f(r), conviene dar un procedimiento rapido de constraceion aproximada
que en muchos eases es suliciente.

M’ =

I il : .
0| X Xk N s e

Dibujada In enrva, trae

fmosla hacia su fzquierda (mediante un caleo
en papel transparente} un segmento j.

K1 segmento de ordenada MM comprendido entre ambas no es sino:

flx+0) = (@) = kf(E)

Llevada esta ordenada MM’ en el punto medio entre x ¥ &+ h (que di-
ferirh de & en menos de i/2) tenemos uoa grifica que representa aproximada-
mente la funcidn derivada, medidn con la unidad &, Isto mismo se consigue
mejor, sin necesidnd de trosgladar la eurva, dibujando ésta en papel milimetrado.

EJERCICIOS

1. — Aplicar la interpolacién lineal a tablas diversas: funeiones cireula-
res naturales, cuadrados, reeiproeos, logaritmos de Gauss, ....; ¥ acotar el
error en cada caso.

2, — En o ejemplo 2, ;qué influencin tiene cn el error del Indo ¢ un
error del lndo af .

3. — pPara qué arcos cs mfis exacta la interpolacién en las tablas de se-
nos y cosenost

Distinganse ¢l problema directo y el inverso, vs decir, dado el areo, calew
lar sus funciones circulares, y viceversa,

4, — En gué intervalos del scno o de ln tungente el error del arco ea mil
veees mayor que el de agud ost
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72. — Teorema del valor medio de Cauchy.

Dada una curva en formg paramétrica, si las eoordenadas del
punto variable estin dadas ¢omo funciones cuyas derivadas no se
anulan simultdneamente ;

T=ql), y=/[()
y el intervalo de variacion de ¢ es a =( = b, siendo a el valor de { que
corresponde al origen A del areo ¥ b al extremo B, la pendiente de la
enerda AB es el eociente de la diferencia de ordenadas por la dife-
rencia de abseisas; ¥ la pendiente de la tangente en el punto inter-
medio que corresponde al valor 2 (66) es ¢l cociente de derivadas;
luego el paralelismo de cuerda y tangente se expresa asi:
Sioplh) <= q@la) se verilica:
f(b} — fia) (8

@) —pla) @&

Este es el teorema del valor medio de Caveny, gue expresa: El
cociente de incrementos de dos funciones cupyas derivadis no se anu-
lan simullgneamente, es iguul al cociente de los valores que {stas fo-
man en un punlo intermedio,

73. — Calculo de limites indeterminados,

Una aplicacién importante del teovemy de Cauchy es el eilenlo
de limites indeterminados.

Siflay =0, e(a) =0, ¢l limite del ecocicute fir)/gp(e) pa-
a2 r— a no se puede ealetlar como cociente de limites, pues caveee
de sentido: pera la férmula de Cauchy da la igaaldad:

fley (%)
qa) (B
y el limite de [a primera traceion para x —a s igual al de Ja se-

gunda para £ — «a: ¢l problema ha gquedado redueido a otro andlogo,
¥ si las derivadas toman pava & ==a valores gue no son ambos nu-
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los, su coeciente da el limite buscado; si ambas se anulan, puede
convenir derivar de nuevo, y asi se sigue hasta llegar a derivadas
que no se anulan simulfdneamente. Bsta es Ia regla que suele Hamarse
de 1'Hopital, atribuida por otros a Juan Bernaulli,

En la prictica conviene combinar el método con la sustitucién
de factores infinitésimos o infinitos por otros eguivalenies, pues la
aplieacién repetida de la regla de derivacién sélo conduce al resulta-
do en easos sencillos,

EoeMmrio 1, — Aplicando lo repla de P'Hépital se encuentra el verdadero
valor de (sen o) /r para 2 =0, pues ¢l eceiente de derivanas vale: eosx, y parn
x =0 resulta 1.

No se erea, sin embargo, que esto pucde evitar la demostracion  directa
dada en (20), pues ln regla de P'Hapital presupone o) conocimiento de la deri-
vada de gen x ¥y en ¢l efilenlo de ésta se ha utilizade la equivalencia de los in-

finitdsimos son b y A

Faesmrra 2. — Calewlar Mm, (r--sen )53 para 2 = O,

El eociente de derivadas ce:

1—ens x 2 goentihr

Jaz KE

¥ mustituyendo el seno por el areo, sale 176,
Queda asi demostrado que ol infinilésimo ©-— sen ¢ es equivalente u x3/0,

FarmrLo 3. — Andlogamente, ealeulemos o] limite para z > 0, de
\g r—x
wd

el eociente de derivadas es:

1/coszz—1 1—cos®x sent 1

>
B2 Jx? cost x et cost x 3

luego tg x—r e= ecquivalente n 3/0

GENERALIZACION DE LA REGLA. — Esta es asimismo aplieable
para la forma de indeterminaciim <« : 22 ¥ también & » — eo,

Si las dos funciones f{x), @z} lienden a 0, 0 bien a =, para
z—a (a finito, - =, — =), pero el cociente de derivadas tiene
limite (finito o infinito) para o — w. i éstas no se anitlan simullanea-
menle en ningitn puntv lembicn el cociente de funciones tiende a
ese mismo limile, Bs deeir:

flz) Fxy

1im. = lim. <
I—>a plE) z—aa  g'(x)

1l
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Ejempro:  Comparemos  mediante  esta regla las funciones  infinitas  an
¥y oaf (07> 1) parn ¥ » o, Bl coclente de sua derivadas 1ae, Ses 0 ey res
pectivamente :

P zpn-| win—=1) gn-2 ul

’ ’ ’ & § e
az ax la ar, (la)z as{la)n

Para = = 4 oo todo denominador erece infinitumente, pero al llegar o la
derivada w - sima el pomerndor es ya finito, luego el limite Jde esta froecién
es 0y tambitn lo es el de todas Jas apteriores,

Llegamps usi ul mismo resultado yn obtenido en (343

Nota, — TPuesto que los tipos ide indeterminacion 0.0, oo — oo, 09, 1%, g°
se reducen, como ya sabemos (29 y 44) al tipo %, o bien al oo — e, la Tegla
de "Hapital permitird con (recuencia ealeolar el limite,

Hay casos, sin emborgo, en que ésta es inefiens. Asi por ejemplo si se
aplicn n las expresiones:

£x b sen T — sen r

’
£% —penE T xr

Gque parn x> o adoptan lus forms so:osg, I 1% se reproduce periddicaments
al derivar sueesivas v
carece de limite, Sin e

¥ lu 2 conduce con una derivacidn a 1 — cosx gue
thurgo, sultn o o vista, dividiendo numerador y deno-
minador por €% {en la 2" por oy que smbas fraceiones tiepen limite 1,

Lo simplificacion, combinada con b regln de DHBpital, es el mejor método.

NOTAS
Demastraciin del Teorema de Nolte,

Sea () unn fupeidn derivable en todo puaoto interior de (4, ¥).

i f(x) en continun en [a . #] altanza su mbximo al mepos en un punto E,
¥ s minimo gl meres oen oun punte 2, en virtad el teorema do Bolzano -
Weierstrass (13, 113,

Stendo, por hipdtesis, fla)] = f(b), si esos puntos § 3 E son a y b, la
funcién es constante v su derivadn nula en todo punto, Vn enso contrario, al-
guno de ellos ox fidertar ¥ oen ¢ toma f(x) un maximo relativo o mibtrineer el
tivo, debicudo anularse en 8 P (ry en virtad de (590

Demostracian de lus Tenremas de Couehy w de Logrange.

Basta demostear aritméticamente o propiedad geomdtriea ea «que nes he-
mod apoywlo en (G6) ¥ en (T2

En tode arco regulur de owrca ey algdn pento intermedia cuya tangente
es paralele a lo cuerda.

8i cambiamos de coordenadas adeptands como eje x ln reetn AEB que de-
terminan los extremos del arco, lu ccunciones de fste son:

#=g(f) ¥= ()

para o < [ b, giendo fla)y =7{b}.

8i ¢l arco no se confunde con ¢l segmento (en enya caso el teorema es
evidente), o bien el mixime o bien ol minimo do f{t) lo aleanza en un punto
intermedio ¢ =E, en el eual debe ser frE) =4, o sea oy =, por tanto
dy/dx = 0.
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Quedan asi justifieados rigurosamente ¢l teorema del valor medio de La-
grange, v ol generalizado de Cauchy, Obsérvese que en 6ste queda incluido
nquél cuando se supone () =t

Demostracidn de la regla generalizada de P Hdpital.

Forma 0: 0 para f — a0, — BSustituyendo = 1/2 se tiene

r(t) f(1/z)

gi) wi1/2)
Bi f = o, 0 868 & — 0, Lasta ealenlar ¢l cociente de derivadas respeeto de z:
[y (—1/33) i

g () {(—1/e2) (1)
¥ si existe limite de ecste coclonte parn t 0, cee limite, en virtud del pri-
mer caso, lo es también del cociente de funciones f(2)/gp(t).
Forma oc: on para T = a, (findto o infinito)
Puesto  que  f'(t):q'(f) - L, para
v t — u, desde un ¢ en adelante es:

S/’ (t) =L+ 8 [8]<e

y o fry ¥y como elegido uno de esos valores 1, es,
1 por el teorema de Cauchy:

- % £(8) — (8 1(r)
X “* 1 = =
v ) — @ty o'(r)

la pendiente de P, P, que es el primer miembro, difiere de L en mencs de g

Fijado P,, al alejarse infinitamente P para ¢ > g, el fingulo de las semi-
rectas P, P y OP tiende a 0, luego sus pendientea difieren menos de ¢, deade
un 1, en adelante; luego la pendiente de OF difiere de L en menca de 2g, desde
t, en adelante, es decir: f(t)/g(f) = L.

EJERCICIOS

1. — Caleular para x > 0 los limites de las expresiones siguientes;

-z —etgrx -2l —& . etgx)

. 8en x-1 , sen-1 x(x-1 — gen 2-1).
Por mera simplificacion, o bien, combinadn con dernsmdn, resultan respecti-
vamente, estos Wmites: 2/,; 3/,; 05 1.

2. — Caleular, para = > 4 op, los limites des

#2:(x—senzx) ; V14 a)/x

x(2aretgx —=x) ; I(lx):ax,
Seluciones: +ac; 0; —2/x; 0,
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74. — Derivadas sucesivas. Caso de la funcion entera.
La derivada de la funecion derivada f/(x) se llama derivada se-
gunda de f(x) ¥ se representa asi: y” == f(x) o también D? f(z).
La derivada de la secunda derivada se llama derivada {ercera,
¥ se representa asi: ¥ e () = I f(x). Asi, siguiendo, tene-
mos infinitas derivadas de f(x).

Sea, por ejemplo, ¥ = ™ sus derivadas sueesivas son :
Y = mpt, gy —=m(m 1) Yy = m{m—1) (m—2)x™3,
YD — (i — 1) L2ty oyt = —1) ... 1

las derivadas siguientes son todas nulas, puesto gue '™ es cons-
tante.  Seq, andlogamente y = (e —a)™:

YW—=ni(r—a)™", == mim—1) (r—a)™=....
Caym te=grimt— 1) oo 2{e— ), g = (m—1) ....2.1
¥y las derivadas siguientes son:

Y e =

Es deciv: T'udas las dervivedas de (v —a)™ ge anulan para r=a,
exceplo la derivada m-sima cuyo valor es m!

Foumerna pe Lanxiz, — Lios derivadas sueesivas del producto nw son:
ue' - 'y : wu' b gt - ute

Demnestre ol lector g
potencin del Linomin just

2 '™ b et - et o wtte,

sl ley observada ex genernl; ¥ Ia analogin con la

ien esti notueidn simbolien :
Date = (0 -} #5(md

entendiends que fos exponentes se sustituyen por indives de derivaciing, y que
toda funcién eon iuliee 0 representa ln misnia funcidn.
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75. — Ordenes de las raices y de los infinitésimos.
Un niimero a se llama cere o raiz miltiple de orden h de un fun-
eion f(x), o f(x) = 0 enando es

f(z) = (x—a)' g(z) siendo g(a) =0 1]

Para  — a es f(x) infinitésimo de orden h pues su cociente por

(z —a)" tiene el limite g(a) &= 0. La derivada de f(z) es:

f'(2) = (2 —a)** [hg(z) + (z —a)g'(z)]
¥ como la funcion entre paréntesis no se anula para = a, pues
toma el valor hg(a) <=0, resulta:

Si una raiz es mailtiple de orden h en una funcion, es de orden
h—1 en su derivada primera. Por tanto, es de orden h—2 en la
derivada segunda; de orden 1 en la derivada f*'(z); no es raiz en
la derivada f*(x).

De otro modo: El orden de multiplicidad de una raiz a de una
ecuacion, o sea el orden infinitesimal de f(z) para ©— a, es el in-
dice de la primera derivada gue no se anula para z — a. Este cri-
terio vale para todas las ecuaciones, sean algebraicas o traseendentes.

EsempLo 1. — Derivemos respeetivamente la funcidn:
f{z) =226 — 323 — 3t L G283 —3x +1=0
F(x) =12r5 — 1504 — 1222 | 18z2—3
3 [425 — Ot — 423 4 Gzz—1]
[7(2) = 6 [1024 — 1028 — Bz2 - 62]
*(m) =12 [20x% — 15x2 — 6z 4 3]
fre(z) =72 [102? — 5xr — 1]

Se observa inmediatamente que €l valor # =1 anula a f(z), f'(z), 1(x),
pero no a '"(x), luego es raiz triple.

El valor 2 =—1 anala & f(x) ¥ f"{z), pero uo a f(x), luego es rain do-
ble. El polinomio debe ser, pues, divisible por (z—1)3 (z-+1)2; suprimido
el factor #2—1 dos veees, ¥ otra el £ — 1 queda como cociente 2z —1; luego
la quinta rafz es x = 14,

EieMPL0 2. — El valor 2 =10 es cero doble de la funeidn 1—cosz; y
es raiz triple de la ecuscidn sen z = .

Nota. — De In definicién adoptada resulta: si h es par f(x) tiene el mis-
‘mo signo a ambos lados del punto a; si & es impar eambin de signo f{z).

Como corolario resulta la posicién relativa de dos eurvas con un punto
eomin. (79, Nota).
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76. — Diferencial ivas y derivadas sucesivas.

Hemos definido la diferencial dy — f'(x)dx como producto de
la derivada por el ineremento de la variable independiente. La di-
ferencial es, pues, una funcién de z y del incremento dx. Si fija-
mos dxr como constante, {por ejemplo, dz = 1} la difcrencial dy es
funcipn de x y admite a su vez derivada que es f"{x).dx, luego la
diferencial de dy, que llamaremos diferencial segunda de vy, es:

diy = d(dy) = ["(z} dz.dz = ["(x) (dz)*

Por brevedad de la eseritura, suele ponerse dix® en vez de (dx)?;
no se eonfunda esta notacién con la diferencial de x* que es 2xdx.

Si dx — 0, y las derivadas no son nulas, es dy un infinitésimo
le primer orden; y d®y es infinitésimo de segundo orden, pues di-
vidido por (dx)® da cociente finito no nulo.

Andlogamente, tenemos la diferencial tereera, cuarta, ete.:

&y = d(d7y) = [ (x) (dr)?

duy s h{(ﬂ{” ) = fu(_.,_.:) ({.’:tf)"

De estas igualdades se puede despejar las derivadas: f'(x),

(xy, f7(x), .... que son, respeetivamente:
dy iy iy
dr  drt  de®

v el cileulo diferencial opera con estos coeientes eomo Iraceiones.
Los numeradores pueden anularse, pero no los denominadores.

77. — Teorema generalizado del valor medio.
St f{x) tiene sus derivadas, hasta la de orden n — 1, nulas
en ol punta a, es decir:
frla) s [P0l = .., .= " (a) =1,

y aplicamos repetidamente el teorema de Cauehy, resulta:

f(z) —1(a) (&) F7(8,) s

(z—a)" a(S,—ajt

:r.(-u—].;(‘;'.: aynz nl

giendo E;, un nimero comprendido entve & y o; S, entre 5, v a ;..
¥ por tanto, E comprendido entre » v a.
De donde despejamos el valor del ineremento:

F(h) —fla) = (b—a)".fr{E)/n!
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Es decir: El incremento f(b) — f(a) de la funcidn f(zx) que
tiene nulas sue derivedas 12, 22, .. .., (n—1)" en el punto a, es
igual a la polencia w-sima del incremenio de la variable por lo de-
rivada n-sima en un punio intermedio, dividido por n!

Nora. — Como fn{x)Aze es la diferencial # —sima de f{zx} resulta:
Cuande so anulan los devivadus 1.4, 22, . (0 —])*1 dc f(a:) e el pmt!o a
el inoremento Af(z) es un mfimlésima de orden n, g a la dif

n-sima (tomada en el punto a) dividida por n!, e igual a la diferencial n-sima
en un punte tntermedio dividide por n!

- - . w
78. — Disc g al de los ma Y minimos.

Hemos visto en leecion 14 ¢l método para la obtenciém de los
midximos y minimos de una funeién, mediante la anulacién de su

derivada.

El anilisis de eada problema conereto indieard si los valores en-
contrados para x hacen méxima o minima a la funeién, o si por el
contrario la curva tiene simplemente una inflexién. Cuando esto no
se logre, el examen del signo de la derivada resuelve la cuestibn,
como ya vimos. He aqui otro eriterio general:

Si a es wuna raiz de lo derivada [ (x), caben los casos siguientes,
segiin que la primera dervivada no nula sen de indice par o impar:

f*(a)y =0 f{.c) toma un valor minimo

[ {a) <0 o w o n Miximo
f(a) =0 f*a) >0 . €5 creciente con inflexién
[ (a) =0 f*1{a) <0 ., . deereciente eon inflexién

En efeeto: hemos visto fque
fla—4h) —f(a) es equivalente a h® f*(a)/n!

Si n=2k es par, es (——h)}* >0 a la izquierda, h** >0 a la
derecha de a, luego:

SBif¥%(u) >0, fla—h)>fla) < flae4h) minimo

SifH*a) <0, fla—h)<f(ay>f(a+h) maximo

Sin=2t+41, es (—h)™* <0 a la izquierda, B >0 a la
derecha, luego segiin que sea:
f1(a) >0 resulta: fle—h) < f(a) < fl(e-h) creciente.
e G R o fla—h) > f(a) > f(a k) decreciente
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79. — Ordenes de contacto de dos curvas.

Dadas dos eurvas y = f(x) y— q{(x) con un punto comin A,
Jos valores de ambas funciones son iguales para ln abscisa a de A,
es decir: f(a) = qla).

La diferencia &(x) — fix) —¢(z) = f(u+ I} —w{a 4 h) de
las ordenadas para una abscisa proxima a e tiende hacia cero con h,
es decir, es un infinitésimo. La derivada de §(x) es:

§(x) =F(x) —@' () 5 ¥(a)=F(a) —9'(a) ;
luego el infinitésimo d(x) es equivalente a la diferencial en el pun-
to :

hf(a) —-q’(a)]

Es deeir: si las dos curvas no son tangentes en el punto de in-

terseccidn, v por tanio es f'(a) = q’{a), ¢l segmento de ordenada
comprendido entre ambas curvas

es un intinitésimo de primer or-
den; las dos eurvas se atraviesan,

Sies f'(a) = ¢/(a) pero ["(a) == ¢/ (a), la funeién H{x)} tiene
nula su derivada primera, pero no Ja segunda; por el teorema gene-
ralizade del valor medio ¢l infinitésimo (&) es de segundo orden,
equivalente a la diferencial segunda (dividida por 2):

’ Yol | [ () — @ ()]

Las dos eurvas son tangentes en A v el contacto se Hama simple
o de primer orden. Uomo d(et no cambia de signo, las dos curvas
no se atraviesan.

Sies ffla) = g iur, [Mia =@y, pero f7{a) == @ (a), por
el mismo teorema geueralizado del valor medio, el infinitésimo d(x)
es de tereer orden. I3 contacto se diee entonees de segundo orden y
las dos curvas sc atraviesan.

En general, ¢l contacto se dice de orden » enando las dos fun-
ciones tienen iruales las dervivadas, hasta las de orden n inclusive;
entonecs el sermento de owdenada limitade por ambas eurvas es un
infinitésime de ovden w - 1 equivalente a:

RESE [fer ) e e s (e - 10!
r I

NoTa, — stn exposicidn b sido independiente del teorema (75) sobre
rafees maltiples, Con ¢l gquedn resoeltn e ewestidn en poeas palabras:

Bi f(x) ¥ (@) tienen iguanles Ins » primeras devivadus para x = «, es @ Tulz
de orden n -+ 1 de f{r, —pir! ¥ 8o verifien en virtud de [17:

Flr) —qtay — ja-—apmt, i) af{a) =0

El jufinitégime es, pues oo orden no- 1, ¥ lae eurvas s alravie
orden n ¢8 par: me se ateaviesan =) s impar,
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Nota 1. — Hemos supuesto que las derivadas para 2@ = o son finitas; si
lag derivadas primeras son infinitas, os deeir, si la reeta tangente es paralela
al ejo ¥, tomaremos las » como ordenadas, o cualquicr otra direccion distinta
de la direccién de la tangente. Hi un sistema de secantes paralelas {de diree-
eign distinta que la reeta tangente) da sepmentos infinitésimos de un cierto
orden, ¢l misino orden resulta con secantes de otra direccién slempre gue sea
dmtml.s, de la tangente; pues aplicando Ias furmulss de eambio de eje ¥, re-
sultan infinitésimos del mismo orden.

Nota 2. — En los puntos en que £(x) toma valores mdximes, la tangente
es paralela ol eje «, por ser [ (x) = 0; coando ademfis se anulan variaz deri-
vadas, el contacto con la tangente ey de orden superior. 8i ln primera derivada
no nubi es laodel orden 28, la eurva no es atravesudn por s tangente; eato
sucede en los miiximos y wminimos, Ko eambio, s la primera derjvada no nnla
es do orden 28 41, el contacto es de orden 205l eurva es atravesada por la
tangente, ¥ ol punto es de inflexion,

NOTAS

Eeuuciones algebraicas. —  DParn saber si tienen rodees mdbtiples, basta
averiguar si hay algdn divisor comin w f(2) ¥ f'(2); esto se consigue caleulan-
do el m. e. d. de ambos polinomios, para lo que basta someterlos al mismo al-
goritmo de divisiones sucesivas (algoritmo de Fuelides), como se hace con los
niimeres, hasia llegar a una divisién exacta, Fl diltimo divizor es el m. e d.;
ai ey constante, los dos polinomios no admiten divisor comfin dependiente de »;
la ecunacién mo tirne entonees rajees maltiples

Teorema de Stwrm. — 81 al efectunr las divisiones del mo oo A se tiene la
precaucitn de cambiar ¢l signo de enda resto al ponerle conw divisor, se obtie-
nen varios polinomios que =o Naman de Sturm: f{z), f(x}, ¥ log divisores si-
puientes, hasta ol m. e, (b

Pura saber el nidmero do raiecs reales comprendidas en un intervalo (a, b}
basta sustituir £ = a en los palinomios de Sturm ¥ countar el mimere A de cam-
bios de signo; sustituir ® = b, contando ¢l nimero B de cambios de signo. Fl
niimero do roiees comprendidas entre 7 ¥ b es precisamente o — 8B

Como solo interesan los signos ¥ no las valores, basta ealeular todos los
eooficientes von doa cifras exaetns v esto se consigue muy ripidamente con la
regla de edlenlo, pues cada division se hace con una sela posicidén de la reglilla,

Para cstudinr la divisibilidad elgebraien y lo demostra
de Sturm, econsaltese cualquicr tratadoe de Algebrea,

on del teorema

Bl EROCIOTOR

1. — Determinar el orden do contacto wmuatue en el origen de las ecurvas
Y= , y=sceny ., N=x.c08x.

2, — Iancer la diseusion completa dee Jos mid

ines ¥ einimo: de la funcidn
Y= (&——aiv {x— bin
mediante lag derivadas suecsivas,
3. — Generalizar ol resultado anterior al caso de tres o mis Tactores

y=(z—a)m (r—b)n ..., {x-—hiv
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80. — Formulas de Mac-Laurin y de Taylor.

Siendo los polinomios las funciones mas seneillas, se tiende en
Anilisis a expresar las demds funciones por medio de polinomios,
calenlando ¢l errar o diferéncia para saber el grado de aproxima-
eidn logrado,

Dada la funeidn (). si Tormamos el polinomio:

£ (00 a2 (0 xh-ifn-1(()
P(J‘) = f{0) - —{——— s f_.- _}_ R e 7(_,_‘
1! 21 (n-—1)!
tiene para o == 0 las mismas derivadas 1Y 2040 0 (n—1 I quo
fiae). pues vesulta, en virtad de (747
PO = (0 PO e P00 Py = frrqny,

Vamos o expresar la Maneidn fir) en la forma
[1] flor =1 - T{(x)
Hamando 7w w la diferencia entre ambas, Kste términoe comple-
mentario T'{r tendrid, por tanto, nulas sus derivadas 10, 28,
(n— 1" es deeir:
O =0 . T == iy =0,

En ecambio. eomo la derivada n-sima de *ix) es nula, vesulta:
Toor) — fo(r)
Inego, aplicando ¢f teorema generalizado del valor medio, serd:
(2] Pl = f(E) !

es deeir, ¢l términe complementario tiene la misma forma que los
anterigres, con la dfinica modificacion de tomar {a derivada w-sima
no en el punto 0, sino en un punto intermedio £, entre 0 g 8

La férmula [1] suele Namarse de Mae-Laurin, aundgie es de
Taylor, reserviandose este nombre para la férmula mdis general :
f(ﬂ—ﬁ-h\—f(rl'}—l--h"_'ﬂ“ﬂ., E Jrﬁg:l_ H saa fil"f“ e N hﬂE)

1! 2} (7 - l)!_.' nt

que se deduce de la anterior considerando h como vaviable, Tl ni-
mero E estd comprendido entre g v ¢ = h.
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Reciprocamente, poniendo #7(0) —= f{u 4+ x), de la formula [1]
sale Ja gencral de Taxlor: luego ambas son equivalentes.

En ambas férmulas puede darse a # enalguier valor # — 1,2 3
..... agregando el correspondiciie términe complementario, en el
cual figura el mimero desconocido 2@ pero si la derivada fo(x) se
eonserva en todo el intervalo inlerior & un mumero tijo A, no es
necesario conocer dicho ndmero. pues tenemos como cota del error:

error <2 bt K on!

r tietde hacia cero,

Por tantoe, al erecer n, ¢l eor

EaBurno 1. — Puesto que Ias derivadas e es son borlas ex v para 2 = (1 va-
fen 3, bvmemos este desarrallo: -
& Fa TIEE
o e — b —
1] =% ¥y

luego aproximadamente, se puede adoptar -
- L B A . T

Para » = 0,1 rosultn:
L O e L N S /T S O 4 53
luepo

[T i U8 Il S
y el error cometidy s
6= 0,

T 011,

ea deeir: el resultado 1,105 tiene todas sus cifras exaetns,

FEJesrro 20 - Las derivadus e sen @ son: eos f, —— son 0, — ons @, ...

cuyos valores parn v =0 son: 1, 0, 1, g ...,

La figura representa ln aproximacién de los polinomios sucesivos hacia ia
funcién ¥ = sen r.

Bi limitamos el desarrollo de Aae L
tenemos :

v en el términe de segunde grado,

LTI e error = ri cos §2000 <7 ra/6

ip decir: la diferencia entre ¢l seno y el arco es menor que la sextas parte
del cubo del arco,
Arcos hasta 1° — 0,017 e < 0000001
20 = (L0335 & < 0,00001
3= 0,052 e < 000000

10° — 0,175 E < U,U01

» "
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Para arcos wmayores ol error va creciendo Gro 51 tomamos un término
y I
miis, tenemos: s8N x ~ & — 236 crror < x5/5!

2 < 100 =0,175 , T < 0,00076:5! = 0,000001. ...
T < 45°=0,785 , T < 0,0025

Notese que por tener P(x) comunes con f(x) lag 1 — 1 primeras deriva-
das en a ambas curvas tienen contacto de orden igual o mayor que el grada,
En este ejemplo las curvas suecsivas tienen con In sinusoide contacta de orden
R L.

81. ~— La recta tangent pri aproximacié

El objeto prineipal de la f6rmula de Taylor es, como hemos
visto, expresar aproximadamente lns funciones en forma de poli-
nomio de grade prefijado. El error vience dado por un término tras-
cendente cuyo valor es desconoeido: pero si se sabe entre qué [imi-
tes se conserva la derivada n-sima, se puede limitar dieho término
complementario, sabiendo asi e! zrado de aproximacién lograda con
el polinomio de grado n — 1.

Limitemns el desarrolie de Taylor asi:
y == f{a) - RfPCa) 4 Voh7 (8

Si romamos solamente los dos términos primeros, teniemos dna
aproximaeion lineal:

yo=f{u) + hf{a) 0 sen: yo= fla) - (r—a)f (a)

que representa la tangente en el punto a.

NoTa. — En Jas Ciencias fisicas sge presentan funciones pmpiricas, dadas
por experiencias, que conviene representar analiticamente, esto es, por férmu-
fas, para inducir ia marcha do los fendmenos andloges. Tal sucede, por ejeni-
plo, con las deformacioncs producidas en los ensayos a lan traccifn, de varillas
metdlicas, donde se observa que la gréfica tiene un trazo sensiblemente reeti-
lineo, que revela la proporcionalidad entre los esfuerzos ¥ las dilataciones dep
tro del limite de elasticidad. Es la ley de Hooke, Poro esta proporcionnlidad
es sflo aproximade; y si bien suele ser suficiente para predecir la cuantia de
1a dilatacién,.hay casos en que la deformacién crece més ripidamente que los
exfuercos. La funcién [ineal no cs entonces suficiente parn expresar In ley de
deiormucitn y hay que agregarle un términe cuadratico ¥ aun de tercer grado.

Lo mismo sucede con la férmula de dilatacién de varillns por el cwior

HBegtin la fé6rmula de Taylor, cs suficients la aproxi i6n liuewl en un
intervalo mayor o menor, segin que la derivada segunda sea menor o mayor.

EJERCIC108
1. — Tangente en el origen a la sinusoide a ln tangentoide y u ln curva
¥ = Jz? — 4z, propuesta en (3}, ”
2, — Tangentes o las mismas curvas en el punto ¥ = — 1,
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CONVEXIDAD, CONCAVIDAD E INFLEXIONES

82. — Convexidad y concavidad de curvas.
El error cometido en la aproximaeiom lineal es exactamente:

Yeh.f"(E)

¥ mide la diferencia de ordenadas entre la eurva ¥ la tangente.

He aqui expresada exactamente la funeién ke con que desig-
ndhamos en (62} la diferencia Ay — dy entre el ineremente y la
diferencial.

Sioes (a) >0, como f”(x) es funeiébn continua, conserva
signo 4 en la proximidad de a y siendo [”(E) > 0 el error es por
defecto ,es deecir, las ordenadas de la curva superan a las de la tan-
gente a ambos lados del punto a; o sea: la eurva se conserva por
encima de la tangente, Se dice entonces que tiene la concavidad ha-
cia arriba.

Si es f*{a) < 0, en la proximidad de « es f”(E) < 0, el error
es por exceso; la eurva queda haecia abajo de la tangente en un
eierto intervalo; se dice entonees gue la curva tiene su converidad
hacia arriba.

En ambos casos el error o diferencia es un infinitésimo de 2.°
orden; se dice por esto que el contacto es de 1.°7 orden.

e

h : h

[ CERRR e

N

EJeMPLOS: 1. — La curva de la figura es convexa hacia urribn en el pun-
to @ ¥ céncava hacia arribn en el punto a,.

2, — La derivada segunda del sen z es — sen z, luego en las semiondas
positivas la concavidad es hacia abajo, y en las eemiondas uegativas la con-

cavidad es hacia arriba.
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83. — Puntos de mflexion.

Cuando es f(a) == 0, es preciso fomar més términos del desa-
rrollo hasta llegar a una derivada gue no se anule.

Si f(a) == 0, eseribiremos:

you=fla) +hf'(u) 3+ . () n!

v el error es entonees h*. f*(E) :n! que es infinitésimo de orden n.

Si n es par, este error no eambia de signo al cambiar & de sig-
no, es deeir. al pasar de la izquierda a la derecha de a; la curva
es convexa o céncava haeia arriba ,segiin sea la derivada f*(a) ne-
gativa ¢ positiva, pero eon un contacto superior con la tangente;
se dice que el contacto es de orden n— 1. Esto se nota en el dibu-
jo, pues siendo el error del mismo orden que h*, disminuye muy
rapidamente y pronto llega a ser inapreciable en el dibujo, apare-
ciendo como si la eurva tuviera con la tangente un trozo comiin.

Si es impar, la diferencia de ordenadas cambia de signo al pa-
sar de la izquicrda a la devecha del punto e; la curva queda atra-
vesada por su tangente. Tal punto sc llama de inflexidn. ¥l caso
mis seneillo de inflexion es:

f{a) =0 [ ) =0 error = R (%) : 6

EJEMPLO. — Fu la figura de (82) ol punto o, es de inflexidn, pasande
la curva de convexa a céncava,

NorTa. — No suele ser necesario ni conveniente la formacién de las dern-
vadas tercera, ...., siendo preferible ver que la segunda cambin de signo,
lo que indica que el primer términe no nulo es de grado impar.

EJEMPLO. — Para la curva versiera y = 1:(1 + x2) la segunda derivads,
preseindiendo de factores positivos, es dae2 — 1, gue eambin de signo cn los
puntas @ = == 1/, V'3, liego son dv inflexidn,

B4. — Aproximaciéon de raices por la regla de Newton.

Dada una ecnacidén f{x) =0 algchraiea o trascendente y una
vez encontrade un intervalo (a,b) donde existe una raiz, tanto
a eomo b son valores aproximades de dicha raiz; para mejorar la
aproximacion, caben dos método$: sustituir la eurva por la euerda,
o por la tangente en uno de los dos extremos del areo.

El primer método es el de interpolacion lineal o por partes pro-
porcionales, que ha sido explicado en (69). El segundo es el método
de Newtan, que da mejor aproximacion,

Puesto que la eenacién de la tangente en el punto a es:

y=flel 4 {c—a)f’{a)
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sl interseeeion con el eje o da ¢l valor:
o= — fra) /f(a)

es deeir: al valor aproximado « se le agrega el término

== fla)/p(a)

Q-":F"“

Alora bien: la inspeccisn de las figuras muestra que la tan-
gente puede dar una interseccidn que se aleje del verdadero valor
de la raiz buscada. Para tener la garantin de que se mejora la
aproximaeién aplicando la regla de Newton, proeederemos asi:

Supouemos gue f”(x) no se anula en el intervalo ¥ por tanto,
tiene el mismo signo en a ¥ b; en cambio, f(a) ¥ f(h) tienen signos
eontrarios, luego hay un extremo y uno silo tal que f(x) y f{x)
tienen ¢l mismo signo; pues bien, elegimos ese punto y agregindole
el término eomplementario de Newton, tencmos una mejor aproxi-
macion, ecomo se observa en la figura donde se han puesto los cua-
tro casos posibles, ¥ en todos ellos ‘queda 2’ entre el valor de partida
¥ el verdadero valor de x, es decir, méds aproximado al valor de la
raiz buscada. (Véanse: Lecciones de Algebra, § 9.

Error de la férmula de Newton:
Puesto que la ecuacién exacia cs
y=/{(a) + (x—n)f'(a) + Y (x—a): f"(E)
la interseccién con ol eje z tiene por abscisa
f(e) (z—a)2 ["(E)
fr(a) 2f'ta)

r—a —

El error cometido con la férmula de Newton es

(z—a)2 f"(E) } (b—a)2 f"(E}
2f(a)  2r'a)
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Poniendo en voz de () uo wimero K superior & los valores de f7(x)
en ¢l intervalo (a, D}, resalta como Yimite de error

(h——a)z &
~zrar

Esta férmula demuestra que la aproximacitn lograda cs tanto mejor enan-
to mayor sca f'(a). Si éta supera o la derivada segunda, ol ndmero de cifras
decimales cxactas en el nuevo valer seri doble que en el valor de partida.
Pero si f'(a) es pequeiio podemos alejarnoes del valor de la rajz.

Tendremos la seguridad de que z' se aproxima & *r mis que a si ¥ csth
comprendido entre o ¥ x; esto se verifica s f(a) tiene el mismo signo gue f"(z)
en todo el infervalo. Suponemos que on todo &l no se anula f*(xz) y por tanto
tiene signo constante. 8i la derivada segunda se anuin precisamente en la raiz
buscada, la regla de Newton puede alejarnos de este valor.

Eyemrio. — Feuaridn vg = = a 4 .
Hemos ealenlado en (133 los valotes aproximndos:

T/aT <o T 2N

z tg x (=)
FT027T —1,852.... Toaaer.... —op0e....
770 28' = 1,352. . .. 4408, .. L0004, ... -

Las derivadas son:
FllEy = 1icoar o — 1 = tg?x
(%) = + 2 sen xfcosd x > 0.

Elegiremos, pues, el valor a = 77" 23" = 1.352 ¥ le agregaremaos

— 0004685 g T8 = - — 0000231, L.
4Can intas cifras del enbralar Fiay, ffap 3 rl pocicnte de ambes,

para que todas sean exactas?
El corror de la formula de Newton ea:

0,00032 S osen £ 00066001
2 ey = * 2 costE 0,008 > 20

que es << 0,0000007; luego podomos obtewer exactis hasta las millonésimas, vs
decir, tres cifras significativas Jdel término de correccién, ¥ para cllo ha side
precise tomar 4 eifras exactas en ol dividendo.

En resumen, el términ de correecion vale —- 0000231 = — 477 x el nue-
vo valor de [a raiz por cxeeso o5 o = 77277 187,

EIERCICIOS

1. — Estudiar la convexidad, concavidad o inflexion de lu eurva de Cauchy,
definida por Ian exp ial de exy te — 1/x%.

2, — Resolver las ceumciomes: 2.Ir =wx , 2.senx —ug,
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85. — Parabola osculatriz de una curva.
Si en el desarrollo de Taylor Yomamos los tres primeros térmi-
nos, abtenemos la curva:

yo=fla) & (x —a) f(a) + Volx—a)?f’(a)

que es una parvibola llamada esculatriz porque tiene con la curva
y — f(x) un contacto de segundo orden en el punto a. La diferen-
cia de ordenadas es un infinitésimo de tercer orden, y como este
infinitésimo contiene la potencia h?, cambia de signo al pasar h de
negativo a positivo. Es deeir: la pardbola atraviesa a la curva en el
punto de contacto, a no ser que el contacto sea superior por anularse
la derivada 3.°

Ista pardbola tiene el eje paralelo al y; al cambiar los ejes
coordenados, varfa la parabola. ¥ por ésto se prefiere la circunferen-
cia osculatriz o cireulo osculador, que tiene en el punto dado un
contacto de segundo orden con la curva dada, es decir, que tiene co
munes con la funeién f(r) las derivadas 1.* y 2.* en dicho punto.

EJimrLos: 1, — Como aproximacidn de la eatenaria ¥ = Lo {ex - e-x}) ob-
tener la pardbola oseulatriz en el punto mis bajo (2 =20, y = 1).

Solueién: x2 = 2({y —1). v

Idem la parébola oseulatriz en ¢l punto (a, b).

2, — Determinar la paribola osculatriz de la ecnrva y = ex en el pun
to z=1.

Solucidn: y = Y e(x? L 17, Caledlese el error.

86. — Circulo osculador y curvatura.
U'n modo de determinar una circunferencia:

(x—a)* 4 (y—P)? =4

es dar los valores de y, ¥, ¥ en un punio cualquiera &=a. Ep
el 1.°" miembro es y funcién de x luego aplicando la regla (53) dos
veces sucesivas, resultan las igualdades:

(y—B) ¥ —— (z—a)
(y—PB vy +y*=—1
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de donde se despeja:

14y~

¥—P0 = -__:;:_
i

, 1_!,_9,.:

gl
¥

tenemos asi las coordenadas (a, B) del centro.
Sustituyendo en la eeuacion resulta el radio:

v

(1 -+ %)

,r

¥

(1] p=

Dada ana curva y = f(r}, entre los infinitos circulos tangen-
tes en un punto [x=a, y == f(a)], hay uno sblo que tiene con la
curva nn contaeto de segundu orden v se llama circule osculudor.
En efecto, si de la ecuacion de Ia curva deducimos log valores:

y=f(al , y= [ al , ¥y =f"a) ,
la eondicidn de eontacto de segundo orden es que en el eirculo 3 en
la curva tengan los mismos valoves ¥, ', y”, luego sustituyendo es-
tos tres nameros en las férmulas, queda determinado un eireulo,
que es osculador de la curva en ¢l punto fijado ¥ enyo radio viene
dado por la férmula |1j. :
Fdrmula diferencial dc p.

81 lu eurva viene Jdada en forma paramdirica o= r(l).
y==y(L), convendrda fransformar la férmula anterior. No siendo
ya z variable independiente, se tendri:

W o=y Sl

dy' = |dr oy ——dy . d*x)] da?
de donde:

3
1;"".: % L
’ da . d?y — dy.dix
¥ sustituvendo resulta:
H_ . . a.
2] g (A Adyy: (s 4y
dr. oy — oy dr xy. _‘,} I

representando por. = .y las derivadas segundas respecto de f.
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Por razones gue veremos en (138). se llama curvature en cada
punto a la magnitud C = 1: p, reciproca del radio p.

Si la tangente es horizontal, es decir: %' =0, la curvatura esta
medida exactamente por el mimero y”.

Se Namn evolute de una curva £ ol logur ¢ de los eentros de los eireulos
oseuladores, o centros de curvaturn en sus diversos puntos, La curva [ se llama
evolvente de ln g, Para su estudio véanse los Complementos de Ceteuln inte.
gral, al final de Cap. V.

87. — Curvatura de la parabola x* - 2py.
Tn ¢l vértice la enrvatura es:
= 1/p . lucgo p= g
El vadio de curvatura en el vértico s igual al pardmetro p.
Dibujada una paribola, tenemos. pues. el didmetro del eireulo
osenlador, buseando ln ordenada iguai o la abseisn x =y, para lo

que basta trazar la biseetriz. El punto medio del radio es el foco.
La ordenada de la curva corvespondiente al foco, es deeir, la per-
‘pendicular al eje limitada por el Toeo ¥ la eurva es precisamente
el radio p = p.

88. — Curvatura de curvas usuales.

Las ordenadas de la clipse son lag de la circunferencia de radio a, multipli-
cadas por B/a; y la derivada " queda multiplicada por b/a; como la curva-
tura de la circunfercncia es 1:a, la curvatura de la elipse en el vértice B es
por tante ¥/a?; lucgo el radio de curvatura es a?/h

Cambiando las letrag, el radio de curvatura en o cs b2/a.

Construceion: Desde el vértice £ del rectingulo eircunseripto se traza la
perpendicalar a la dingonal KA : sus intersceciones con los ejes son logs cen-
tros de curvatura € ¥ 7.

Basta, en efecto, comparnr los triingulos semejantes ADC y O4B; o bien
los BC'D y OAD.
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uesto que fn comstrucciGn de fos cuatre cireulos oseulndores es tan senci
lln, ¥ In curva tiene con eada uno wn areo que coincide sensiblemente, Lasia
completar estos cuatre arcos con una regla flexible de acero parn tener la

cl [9)
]

elipse, mientras gue las constroceioncs compuestas de areos de eireunfercuncias
tangentes, dan un dvalo nada pareeide o la elipse, pues s1 curvatura es funcidn
diseontinua,

Hipérboln, — TParva caleular el radio de eurvatura en los vértices de una
hipérbola adéptese » como varinble independiente, ¥ derivando dos veecs, re-
sulta: p = b2/a.

Basta, pues, trazar desdc el ponto ve, b1 oque determing una asintotn la
perpendiculur o ésta ¥ corta al eje & en el eentro € de eurvaturn.

Para el vértice de la hipérbola equilfiters ow = o2 rpsnlta g — a 2 — 04,

Sinusoide ¥ = sen o, —— La derivada segunida es y” — --senx; la curvas
tura en los vértices vale 1 y el radio de eonrvatura p = 1. Como el contacte ron
el eireulo osculndor es do tercer orden, hay un arco de sinusoide que sensible
mepte coineide con In cireenferencin, Ademas, 1a tangente en cade punte de
interseccibm von el eje o forma 4ngule == 45 vy como tlene contacto de segun-

do orden, también hay un troze Jde simuseide que sensiblemente eoincide con
Ia tangente.

Cicleide. — Para calenlur cl radio de curvaturn de la cicloide en cunlquier
punto apliquese la férmula [2]. En o] vértice results: p = — dr,
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89. — Vértices de las curvas en general.
Al moverse un punto sobre In curva ¥
los puntos on que aleanza valores neiximos
vértices do la curva.
51 ¢! radio e mdiximo o wminima, t
mAximaos v minimos resolviendo la evoacid

Fixy, o curvatura varia von 5
minimos = anularae, s¢ llaman

Bidn s enadrae

obtendremos sus

vy 3(1 -y
o st T yte

Doy T (L) a2y Y =0
= (1 - w'2)y™

Kl factor suprimide " == {0 representa los puntos de inflexion, donde Ia
curvatura aleanza su minimo eere, pero Csbos no s¢ consideran coma virtices,

Si la enrva es simétrien vespecto ddel eje y, e ' =0 ¥ resulta ™ =0 lo
mismo que en ¢l cirenlo oseulador, gque también es simétrico; por tanto, ) con-
tacto o5 de lereer orden.

Mas general, consideremos el eivewle oseulader en un vértice de bz enrva.
Derivando por tereera vez Ia eeuneion del cireulo, resulin:

(¥ — B ¥ -+ ¥y" + 2" =0

¥ sustituyendo el valor de ¥ — ., rosulty pura ¢ el valor:

quo ¢a ¢l mismo valor que resoltn oenoel virtice de la earvag lwego: Eao les
whriices de una ourva el contacto con sw cirealo osculador oz Jde orden superior
al sequndo.

90. — Curvatura de la linea elastica,

Fn Téeniea so presemtan algunas cunvas de peguedin cpovalire, eoma oFf
por cjemplo, In linen oldstien, csto es, la forma adeptada por In fibe contral
de una varilla horizontal suwjeta a deformacion para eiertas faerang; por cjem-
plo: viga horizontal empotrada por un extremo.

La pendiente ' en eada punto ca en general pequeiia v osoele adeplarse co-
mo farmula aproximada para la curvatura © ~ %, Ahorn bien, [qué error
produce aquella hipotesis simplificadora? Fi error exacto cs:

o

¥

¥ aphicando el teoroma del valor medio, Homands p'= = ;. ¢l paréntesis vale
exactamento 3/2 multiplicado por

(1 wtEyama [ — (1 L

20149}

El error absoluto es menor e G0, 0T g2 v el

error relative menor gue
3040 81 se aalw que lo peldicnte se consorvie menor g d, ol ereor eelativa eo-
metido en la curvatura es < 3/ B,

Facilmente demostoand ol lector g f seric bindndoa en gque se desacreolls
alternada por tanto, ol volor del puréntesis es menar que
3/, Wy primer término de lnosecies (V. Laseridn 260

L ERCICTOS

1. — Determinar log vortices do In sinnsoide
a

v eicloide,

— Demostrar gue In evolnta de o vicloide es otra eieloide jgoal,
— Dedueir In formuln (17 comn euso particular e la (27,
— Demostrar gue ol

tiene ontncto de tercer orden.

cilo esenlndor a4 nona cdnica en cada vérice



LeEccioN 22
INTERPOLACION

91. — La férmula de Lagrange.

Bl desarrolle de Taylar da aprotimaciones sucesivas de f(z)
en el entorno de un punto, pero el error crece muy ripidamente al
alejarse de ese punto. Mds Gtil ¢s en muechos casos obtener polino-
mios que coincidan con la funecion en 2, 3, 4, .... puntos aunque
las tangentes a las grifieas sean distintas; este es el problema de
la interpolacion y extrapolaciin.

Dados los valores:
o=flz) . ye=fla) . ... Ma=f(x))
‘existe un polinomio ¥ solo uno, de grado %, gue toma estos n-}-1
valores; pudiendo calcularse sus % —- 1 coeficientes mediante las
7 -+ 1 ecuaciones lineales de condicidn; pero cs preferible formarlo
dircetamente asi:

Pz) =ayloc—x)(x—x) ... (—ux) -
4o (w—x) (e —x) oo, (B— T b
S
4 —a) e —a,) ... (2= 2)

donde en eada producto falta un factor x — ., Para z=r, se
anulan todos los términos, exeepto el primero, y se despeja ¢l va-
lor de m,; haciendo o — &, s¢ despeja a,, ote.

Esta es la farmula de Lagrange, que da cl polinomio buscado;
el eual es wnico, pues Ia diferencia entre dos polinomios £ (s} —
— @Qu(x) gue tomen los mismos » -1 valores, se anula en ellos, y,
Ppor tanto, es idénticamente nula, luego FPu(x) = @, (x].

EJemrrog, — Reeta determinada por los puntos (T, %) (£ ¥

El polinomio de primer grado es:

¥ =a.(z—x) -+ o (xr—x)

donde los coeficientea a, ¥ a4, son las fraeciones:

I

Xy -

Ty —— Ty

Pérabola determinada por los puntos: (£, 10, (T, %), (.40
y=m(z—2)(x—x) + o (& — @) (2 — &) -} y(xr —x) {2 — 1)
cuyos coeficientes se ealeulan inmediatamente,
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92. — La interpolacion parabédlica progresiva.

Dos son los defeetos de )a férmmla de Lagrange; la compliea-
cion de los edleulos v la inutilidad de ellos enando después de for-
mado el polinomio P,.(.z:} se quiere formar el P,,,(x) para conseguir
mejor aproximacién. Ambos inconvenientes se evitan eon la inter-
polacién parabédlica progresiva, que conduce mas eémodamente al
mismo polinomio, por la unicidad ya demostrada.

Primer grade, — Pongamos: P (z) =ua,+ ﬂ:(x — Fy)
donde: ay =My = (Y, — ty) 1 {T; — iy)
Segundo grado.
Py(w) = a, + oy (& — i) +ay(x — Ty} (2 —75,)

Conservando los mismos ag, a,, basta caleular @, con la condi-
eidn que y tome el valor y, para x,; o sea:

@, Yy — g — @y (£, — T} -~ Yo — Py(x)
) (T:;_xo)('-‘:e'_“xJ (xzq‘xo)(xz_'wd
Grado n.

P..(x) — g+ 8, (& — x) + (X — x,) (g — 5, )+ .
+ﬂ'“(.i"'—.fa) (I—mnq)

El nuevo cocficiente a, es igual a la diferencia y,— Pu,(2n)
entre el nuevo valor prefijado i, y el valor gque toma el polinomio
antes calenlado, dividido por el produeto

(o — ) (20 — g e (20 — To-1)
de distancias al nnevo punto z, desde los anteriores.

EJEMPLO, — He aqui las temsiones del vapor de agua a diversas tempe-
Taturas:

Temp: t 80 90° 100°
Tensiones: P 3546 52,55 76,00
La interpolacién lineal entre 80° y 80° dn:
P, = 35,40 + a,(¢t — 80°)
@ = (76 — 35,46) : 20 = 2,027
pero =i sustituimos t = 90° resulta:
P, = 3548 - 20,27 = 55,73
error: 52,55 — 55,73 = — 3,18

como €8 excesivo, reeurramos a la interpolacién de segundo grado, cuyo nuevo
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eoeficiente a; se deduce dividiendo ese error por (90 —580) (90 — 100) = —100;
luego resulta 0,0318; la nueva fdrmula es:
P, = 35,46 |- 2,027 (1 — 80) - 0,0818(¢t — 80} (¢t — 100}

Por ejemplo: para t — 86 resulta ' — 44,95, mientras que la observacién
directa del fendmeno da 45,01; el error relativo, por tauto, no llega a 1: 1000.

93. — Valores equidistantes. Férmula de Newton.
Caso importante es aquel en que los puntos x,, x,, r., .... son
equidistantes, es decir:
By ——Xg== Ly — Ly == ... =h
Los numeradores de los coeficientes a,, ¢,, .... son entonces:
Yo 5. a—Y% » Ye—20F+4 , ...
v los denominadores respeetivos son:
1, 1% , 2w , ...

La formacién de los numeradores se hace comodamente eon
este esquema, usando las difcrencias 2.°%: Ay = Ay, — Ay, ; las
3 Il!l’ 4 a8

: L

Yo
Ayo =, — o
i Ny, =y, — 20, 4 y,
Ay, = y.— u, Ay — . ...
Wa. - e eeesassueasaie e N
Ay, =y, —y.
Ys

en el enal se forma cada elemento restando los dos que lo compren-
den en la columma anterior.

Obsérvase que los nuneradores de los coelicientes ag, a,, @, ....
son precisamente las diferencias sucesivas:

Yo o Aus o Ay, Aty e
que ocupan la primera fila; v admitida la generalidad de esta ley
(enya generalidad se prucba téacilmente por induecién) resulta la
importante féormula de Newton, cuya semejanza con la de Taylor
salta & Ja vista:

(i — o) Mgty (z— &) (x — z,) A%,
AR preectims—g L= et S e

(E—2) (8 — ). (2 — T} Ay
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EJEmMPLO. — Como aplicacién de la férmula de Newton, resolvamos el mis-
mo problema anterior, ya que los valorea 50, 90, 100, son equidistantes:

g0 35,46
17,09
a0 52,55 6,36
23,45
100 76,00

Iuego la formola obtenida, idéntica a ln aptes formada en (92), es:
P=23546 - 1,700(t — 80) -+ 0,0318(t — 80) (t —90)

Nota. — Fs preciso agregar el término complementario, pues la funcidn
dnda f{x) mo coincide eon el polinumio que hemos formado, mis gque en log
puntos =, % .... zn. La expresién del término complemontario es:

(#— 2} (& — &) .. (2 —T0) [ HUE)

(o 4= 131

siendo E un nimeroe comprendido entre 3, ¥, .... X, ¥, ¥ edta exprezion vale
aunque no sean cquidistantes los valores, es decir, en la interpolacién parabéliea
general. (La demostracién puede verse en Vallée Poussin.

Obsérvess el peligro de la extrapolacién, es decir, la utilizacién de la f£6r-
mula para ¢l efileulo de valores en puntos exteriores al intervalo de los valores
observados; pues aparte ¢l riesgo de un erecimiento ripido de la derivada, el
producto de distancias n los puntos dados crece ripidamente al salir del in-
tervalo de Cstos.

EJEMPLO, — La misma férmula que tan excelente resultado nos ha dado
para el valor t = 80, nos da para { = U ¢l resultado absorde 127,70, mientras
que el valor observado es 0,46,

EJERCICIOS

1. — Formar la ccuacién de la parfibola de eje vertical determinada por
tres puntos (% %), (%, 0)y (Fu ¥a)-

2. — Resolver los ejemplos del texto, aplicando la férmula de Lagrange,
y comparar fos diversos métodos en eada caso.

R, — De igual modo que AN — ¥, se puede probar: A2y, /A2 5> §7,; ete.
Admitido eato, demuéatrese que al tender r, » ... .. hocia 7, resulta la férmu-
Ia de Taylor,



CAPITULO 1V
LAS SERIES DE POTENCIAS
LEecciéxN 23
SERIES NUMERICAS EN GENERAL
94, — Adicién y sustraccién de series.

Siendo el algoritmo de las series una combinacién de la suma
con el paso al limite, las propiedades demostradas en la leccién 6
permiten obtener nuevas propiedades de las series. Por ejemplo:
dada la serie convergente:

Uy =yt Uy =T
es decir: Iim, U,=0T por la definicién (36)
se verifica : lim. kU, = kT por la propiedad (23)
luego resulta’ de la misma definicién de serie:
ku, kv, - . ... ki, ..., ==kl
Si se multiplican los términos de una serie convergente por un
mismo niimero, su valer queda multiplyicado por este mimero.

En partieular: si se combian de signo todos los términos, resulta
comoe valor de ln serie el mitmero opuesto.

Consideremos ahora varias series convergentes, por ejemplo:
il

T A e L
Uyt L =T
es decir: U=1im. ¥, : Ve=limV, (def. 36)

se verifica : U4+ Velim (U,4+ V) {prop. 22)
0 sea, por la misma definicion de serie:
{1y + v, + (1, = 15) e (M) R e Ui+v

La serie obtenida sumando término a término dos o mds series
oconvergentes tiene como valor la suma de los valores de estas series.
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'omo la diferencia puede considerarse como suma resulta:

La seric oblenida restando término a término dos series con-
vergentes, tiene como valor o diferencia de los valores de ambas.

95. — Series absolutamente convergentes; propiedad c« tativa.
Considerando una serie de términos positivos y negativos, pov
ejemplo:
i —&, —a, o, —a, }a, o o, —u, —

que es la diferencia de las series:
ar+0+0+4a, 4+ 04 a,+a, +a, +0+4 ...
O, o, -0 0, 040404 n, 4+ ...

Si formamos la serie de valores absolutos:

A Ay b -, g G i

¥ ésta es convergente, también lo son las dos anteriores, que tienen
log términos =, luego tienen sumas finitas A4 y A’ Como la seric
dada es la diferencia de ambas, su valor es 4 — A"

Resulta asi el teorema o eriterio de Dirichlet :

Si la serie de valores absoluios converye, también converge In
serie dada y su valor es menor gque el de aquélla.

Dada una serie de términos positivos y negativos, si se forma
la serie de valores absolutos y resulta convergente, también lo es
la serie dada la cual se llama absolutamente convergente; si la serie
de valores absolutos diverge, nada puede decirse de la serie dada,
pero si ésta es convergente su eonvergencia se llama condicional,

EaeurLo 1. La serie
1 1 1
14— = -
1! 3! 4!

cualquiera que sen lan ley de los signos de sus términos, es absolutamente con-
vergente, pues la serie d valors absclutos es la que defin el ntimero e.

EJeMrro 2. — La serie
1 1 1
B L N
2 3 4

es convergente por ser alternada ¥ tender & 0 su términoe general; sin embargo,
Ia serie de valores absolutos es la serie armdénica, cuya divergencia se ha visto
en (39). Por tanto: ln serie dada es condicionalmente convergente,
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La distincién entre la convergencia absoluta y condicional es
importante, si se desea alterar el orden de los términos. Bn efecto:

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad com-
mutativa; en las condicionalmente convergentes la alteracion del

orden de los términos puede cambiur el valor y haste el cardcter
de la serie.

Demostracion — Veamos la propiedad conmutativa para las series de tér-
minos positivos. Bi se altera el orden de éstos, cualguiern que xea el nmero de
términos que tomemos cu In segunda scrie, es la suma 87, < &, pues todos
ellos figuran en una cierta suma parcial de §; luego el limite o8 &' = 8; por
igual ruzdém, invirtiendo el razomamiento, debe ser Sé&", luego 8 = §".

Esta os la propiedad lamada conmutaliva, anfilogn a la de las sumas fi-
nitas; mas no se ecrea que estn propiedad subsiste para todus las sBeries, pues
al alterar el orden de los términos, no sile puede eambinr la sumn, sino hasts
hacerse divergente la serie. (Véase el ejemplo).

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad conmutativa, pues
toda alteracién de orden en sus términos produce una alteracién en los minumen-
dos, (que no hace variar su suma o), ¥ otra en los sustraendos, que tampoeo

altern la suma A°, luego resulta 8§ = A — A’, despuéa de In alteracién del ordem

FaemprLos, — Con log términes de lu serice:

1 1 1 i
A AR -
g ! 4 5
cuyn sume ex (2 == G068 L, eomo pronto verenios, s [lll('df.’tl Fortme estiy serios:
i 1 1 1 1 1 1 ¥ ) 1
e e e e e e —
b 1 a 4 a 7 o 11 6
donde Ias fracciones de denomimador par ocupan los puestos cuyos ndmeros
de ordew son 1, 4, §, ... 08 .. Fata seric os Qivergeate; en eRmbio
1 1 1 1 1 1 1 I 1 1
———— e —
2 + 6 ] 1 10 1z 14 16 3

en la gque las fracciones impares ocupan los lugares miltiplos de 5, converge y
vale 0. (Puede verse la demostracion on dAndlisis algebraice, nim, 333).
Compruebe el lector nproximadameute estos resultados tomando suficiente
nimers de términoes.
Esta varineion de ln sumn y ain del earfcter de la serie es debide a 1o
ser absolutymente convergente, pues nl tomar todos los términos en valor abhso-
luto, resulta la serie armbnica, cuya divergencia se demostrd en (39},

96. — Multiplicacion de series.
Dadas las series convergentes de términos posilives:
v v, =T
A, N =T
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multipliquemos cada término de una por cada término de la otra,
agrupando los produectos en esta forma:

wn,

B e U T S TP AP

oy vy o U Uy g Uy - Uy v g

de modo que la suma de 1, 4, 9, ... #% .... términos cs precisa-
mente U, . 1, ; luega esta seric es convergente y su valor es U . V;

v de cualguier modo que se ordene, siempre vale U . V, producto de
los valores de ambas series.

Si las dos series son de términos positivos y negativos, pero
absolutamente convergentes, la serie de produetos es absolutamente
convergente e igual al producto de las series de valores absolutos
de ambas; pero si los términos se ordenan como arriba se hizo, es
deeir, de mode que los #* primeros sumen U, . Vy, su limite es U . V.
Por tanto:

Dadas dos series absolutamente convergenles, la serie obienida
multiplicando en cualgquier orden cada término de una por cada {ér-
mine de la otra, es absolutamente convergente ¢ igual al producto
de fos valores de ambas,

En particular, puede adoptarse esta ordenacién llamada de
Canchy, atendiendo a la suma de indices:

gty + (gt 4 o) 4 (Vs -f Usto - Ugty) - L.,

EJERCICIOS

1. — Demostrar que el error eometido en una serie absolutamente conver-
gente al tomar 8., es menor que el resto de la serie de valores absolutos.

2. = Demostrar que si Ins dos series de términos positives y negativos
componentes de una serie son divergentes, pero el término general tiende a
eera, alterando el orden se puede formar una serie eonvergente de suma prefija-
da, o una serie divergente de suma + oz, o bien una serie oseilante.

3. — Llevar al cuadrade la serie de wnlores absolutos de la serie que de-
sarrolla cx (42), ordepando segtn la regln de Cauchy; multiplicar de nuevo
por In seric exponencial y deseubrir la ley gue siguen estas series, potencias
de aguélla,
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97. — Intervalo de convergencia de una serie de potencias.
Una generalizacién muy 1itil de las funciones enteras o polino-
mios son las series enteras o series potenetales:

L T e o e L -t CE f1i

cuyos términos son las potencias sucesivas de una variable x, mul-
tiplicadas por coeficientes eunlesquiera. De este tipo general resulta
eada serie particular dando valores numéricos a los coeficientes
a,, #y, ¢, . ... Tales yerics no tienen signilieado numérico sino para
aquellos valores especiales de & que sustituidos en vez de la variable
dan una serie numérica convergente.

Ll conjunto de valores de & que hacen convergente una serie
se Nama campe de convergencin; veamos qué es un tntervalo,

Formemos el cociente de valores absolutos de eada cocficiente
al siguiente: | @y |: @, | ¥ ealeulemos su limite K, para n— .

Apliguemos a la serie el eriterio de eonvergeneia de Diriehlet
(85), es decir, formemos 1a serie de valores absolutos:

R e T e LAl I S 12}
B! coriente de un términe al anterior es

| Gnyy - 2™ ‘_ﬂ,,,\[.i.ﬂi

cuyo limite para n —s sc eg (o I
1.%) 5t B= = ¢l limite «de este cociente es 0, cualquiera que

sea x, es decir, la serie [2] converge ¥ también la [1] para tode
valor de z. Iil intervalo de convergencia es todo el eje de las .

2.4y 51 R > 0 pere finite, este limite es:
< 1 para fos valores x| < R
>1 ., 5 oz >R
es deeir, por el criterio (40) de d’Alembert, la serie |2] converge

y por el de Dirichlet 1o (1] converge, por tanto, ebsolufamente, pa-
ra los valores de » comprendidos entre — R y -+ R. Para valores
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| x| = R, la serie [2] diverge y sus términos van creciendo desde
un eierto lugar en adelante, por ser > 1 el limite del cociente de
términos conseeutivos; luege la serie [1] cuyos términos erecen, no
converge, por no tender dstos a cero (36).

Este namero R, gue mide la amplitud del intervalo de conver-
geneia 4 uno y otro lado del origen, suele llamarse radio de conver-
gencia, Bin los extremos R, — I, eaben todas las posibilidades.

3.2 B R=0 la seric |1]| sélo converge para el valor » =0
que la reduce a su primer término @, La serie no define, pues, fun-
cifm ninguna. Ejemplo: 0! 4+ 1le 2% .. ..

Podemos resumir en una sola regla priectica los tres casos:

El radio de convergenciu es el Tlimife para n— o, del cocicnte
de cada coeficiente al siguiente, tomados ambos en valoy absoluto.

Solamente las series de los dos primeros tipos tiemen interés,
pues definen funciones de » para los valores del intervalo de eon-
vergeneia. Las series de intervalo infinito de eonvergencia son las
miés parecidas a los polinomios, pues toman valor numérico para
cualquier valor de 2; se llaman funciones trascendentes enteras.

FagMPLos. — Compruebe el lector que pertenecen al primer tipo Ias series
x e an
(%) 1 4 — = bt e 2
1! n!
Tz ri rm
{eos arh X — -}- 2is e -
at 41 (2n)!
o s miosl
{aen =) & — —_— e —— = .
3! 5! (2n -l 1)1
¥ nl segundo tipo las series siguientes:
xe as T
11+ x) # el o =i
2 3 4
x3 = Eal
{aretga) F o e e —— — 4.
3 5 7

que serin estudindas en lns lecciones siguientes, donde demostraremos que sus
sumas respectivas son las anotadas a lo izquierda.

En estas series, excepto primera y peniltima, no es aplieable la f6rmula dada
pura K, pues hay infinitos coeficientes 0; pero tomando 2 como varinble, re-
sulta 1 como limite en la filtima, Tuego R =1; y en las 2* y 8.7, B = ce.

En lns funei no ele ales el iente | an|:|ay | suele carecer de
limite y también falla la regln anfilogn de la raiz n-sima (Leee. 10, Ejere. 4);
pero se generaliza mediante el concepto de lmite de oseilacién (V. Ttoria do
funcienes).
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98. — Operaciones con series de potencias,

La utilidad de las series de potencias reside, sobre todo, en suas
propiedades sencillas, andlogas a las de los polinomios y que ya he-
mos demostrado, Las series de poteleias se suman y restan eomo
polinomios ordenados; se¢ multiplican formando cl producto de ea-
da término de una por eada términe de la otra, y ordenando fos
produetos segin las poteneias ereeientes de x.

Tl intervale de convergenvia de la seric que resulta comprende
al menor de los intervalos de sonvergencia; pues para x interior a
¢él, ambas series convergen absolutamente,

EIEMPLO, — Flevamlo nl cuadrade o serie

R Al Ty USRI P S I &, <1,
¥ ordennnibo segln las potencins ascendentes de o oliteneimos este resultado:

142 e s o=

1:(3 —o2 [N

Andlogamente, pueden dividirse ius series e poteneigs eome los  poliva
mios, ordenaudo el eoviente segin 1as potencing pseendentes de x, pero Ia vali-
der del resultado ya no es de tan fdeil expresion como en o sume, resta ¥ multi-
plicacion, pues el radio de convergencin del coviente puede ser menor yue los
do ambas series, ya yue no puede superar al anenor de los mddulos e Jas rai
ees reales o complejas del denomivndor, oV

o eeeigne U7,

99. — Desarrollo en serie por divisién.

¥n partieular, Jos polinomios son series gue tienen nulos infi-
nitos términos y prolongado indefinidamente el cociente de dos po-
linomios, ordenado segpiin Tas potencias ascendentes, resulia una se-
ric que equivale al eociente de ambos polinomios en un cierto inter-
valo de convergeneia. Su radio es ¢l waduflo mindme de o covos
reales o fmaginarios ool dewsminador.

La demostracion  exige basar al campo complejo, explivan-
dose asi paradojas como la gue presenta la funeidn [4].

Sin apovarnos en el teorema general arriba citado, si dividimos
1 por 1-L & podemos esevibiv la jenaldad:

O P O M e 3]

pues tal desarrollo es vilidy para o < 1 como se demosiro en (365,

En este easo el radio de convergeneia que limita la validez de es-
ta igualdad es B — 1 para valores tuera del intervalo (— L+ 1}
deja de ser cierta la igualdad ;asi, por ejemplo, para o =2, ¢l pri-
mer miembro toma el valor - 1 mientras el segundo carcee de va-
lor, pues es divergente, Tal es ¢l inconveniente de los desarrollos en
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serie, que no dan la funeion eompleta, sino séle un {roze de fun-
cidn comprendido en el intervalo de convergencia,
Andlogamente se obtiene :
1
i+ =

desarrollo también valido para 'r | < 1.

=1 e L [4]

100. — Desarrollo en serie mediante la férmula de Mac-Laurin.

La formula de Mae-Laurin, aplicable a toda funeign que tie-

ne intimitas derivadas, expresa ln funcion en forma de polinomio,
mas un término complementario :

2 7 ()

-Df

21

n!

flx) = f(0) +2.f7(0) +- -

b

Inmediatamente ocurre pensar si serd legitimo extender inde-
finidamente el desarrollo, poniendo en vez del término complemen-
tario unos puntes suspensivos. Vamos a estudiar cufindo serd cier-
ta esta ivualdad:

aE o n=1_fn-1((j
ft~'r)=f(0)+':cf’(n)_+_" (0) . St ()

(n— l) !

ara ello basta recordar ¢l significado de estos puntos suspen-
sivos que equivale al simbolo lim, &,. Llamando, pues, S, a la suma
de los n primeros términos; la segunda igualdad sera cierta, si lo
es esta otra:

f(z) =1lim. 8, ;
o lo que es 1o misma: lim. [f(r) — 8,] = 0.

Ahora bien, esta diferencia f(r) — 8, es precisamente el tér-
mino complementario, luego resulta:

Ll desarrollo de una funcién en seric por la formula de Mac-
Laurin, es legitimo para todo valor de = para el cual el término
complementario tiende a 0, al crecer n infinitamente.

NOTA. — ElI mismo criterio subsiste para ln validez del desarrollo general

tayloriano:

f(e) = f(a) |- (z—a) f{a) + (x—a)2f"(a)/2' 4, ...

101. — Desarrollos mediante la serie derivada.
En las lecciones siguientes serd muy itil este teorema:
Ni ["(«) es desarrollable en seric potencial en (—R, +R),
tmnbu.u lo es f(x) en el misme intervalo y los términes de la serie
son las potencias primilivas de los (érmings de aquélla.



DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTERCIAS 109

Demostracién. — Hemos visto (97) que si ln serie [1] converge en un pun:
to T. del intervalo de convergencin (— XK, -+ R) la serie de valores absolutos [2]
converge paia todo x tul que | x| <C [, ] ¥ el resto es:
| By(z) <]l @an | oo < [ @nTal | 0o P ;
deade un eierto indice n = ., pura todo | 2] < |2 |.

Aplicando ln férmuln de Taylor a las funciones f{x) ¥ (7} se tiene:
flxy —=a, +ax 4 ... agen 4 Ho(x)
iy =a, 4 .... + naura-1 4 By (x)
y 8i f(x) es desarrollable en serie para x = &, s¢ verifica, como ncabamos de
probar, | B (%) | <{e parn todo x < a, ¥ todo nSw. Por el teorema el valor
medio cg

Ba(x) = Ruy(x) — £, (0) = 2.0, (E)
luego para cada |='< | o | es desde wz g | Ba(@) | < % e ; por tanto, o
E (z) =0 parva — R < x < B, ¥ [(x) es desarrollable en todo el intervalo
{(—E 4 =),

102, — Aproxi i ivas de las funciones.

Los desarrollos en serie de potencias son el instruments Gptimo para el
efiteulo aproximado ¥ talmlacién de funciones, puesto que se puede tomar mo-
¥or o menor mimero de términos segin o aproximacidn exigidu.,

Para determinar el grado de aproximacion aleanzado al tomar varios tér
minus, no hasta que sean desp bles los siguientes; pues la sumn de cllos
puede exceder el limite de error ¥ aun ser infinita (%), Solamente en las series
alternadas pueds asegurarse que ol error cometido es inferior al primer término
despreciado; en Jas demdis series s8lo podrd precisarse el grade de aproximacion,
formando el término complementario de Taylor o comparnwlo con una propre:
sién geométriea convergente que tengn los términes mayores que la serie dada.
Eate ithimo procedimiento (gque suele [Hamarse e fn serie meyoranfe) ha sido
utilizado para la serie Jdel namero o3 01 método del términe complementario ha
sido aplicado repetidas veees,

Hay funciones complicndas de una o varias varinbles, que pueden expre:
snrae aproximadamente por formulas seneillas (que los prineipian
tas), cuamdo una de las variables es suficientements pequedn. 1) osignifieado
de esta palabra es el siguiente: Se desarrolla en serie de potene e dicha va-
rinble, ¥ la serie o3 vilida para todos los valores de la variable inferiores al radio
de convergencin, Tomande 1, 2, 3, ... térmives e [a serie resuftan férmulas
que dan aproximaciones sueesivas de la funeidn, Algunos ejemplos expuestos
en la leecion siguiente ensciarin el modo de proceder,

BEJERCICTIOR

1. — Caleular el desarrolla de 1:(1 - 52 | 2oz,
2. — D strar que el producto de dos series expunenciales es del mismo
tipo; ¥ vomprobarlo parn of cociente de T por ung serie cxponencial,

(*) El priveipiante que al calealar In suma 3381737, de Jos 100 pri
meros términos de In serie armdnica crea poder nsegurar siquicra fas eifras
3,8 de lu sumn total de ln sevie en vista de que los términos siguientes son
inferiorez n 0,01 eometerft eraso crror, pues ecsta Serie es divergente,
rmucién tan frecuente en libros téenicos, de que el ercor de una
aproximacion cs desprecieble por ser del orden del primer términe que sigue,
el cual ez despreciable, es tan arbitrarin ¥ peligrosa como I anterior.
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DESARROLLO EN SERIE DE LAS FUNCIONES EXPONENCIAL,
CIRCULARES E HIPERBOLICAS

103. — Laserie exponencial.
Las derivadas sneesivas de f{.) = ¢* son todas ¢*, v para 5 =0
toman ¢l valor 1, Inego el desarrollo en serie de Mac-Laurin es:

: oz i .-Cﬂ
11] e ] 4 - + 1 R g
L5 n! :

(Para qué valores ¢s vilido? La serie converge para todo x;
luego el término general tiende a 0; v como el término complemen-
tavio, segln (100}, sélo difiere de él en el factor ¢§, resulta que
este desarrollo es vilido para todo valor de . En particular, para
« =1, tenemos la serie ya estudiada en la leccién 11, eon la cual se
valeula el nlimero ¢ eon cuantas cifras decimales se quiera.

La funcion @*== (&'"}* == ¢*.’* sc yeduce a la exponencial na-
tural, sustituyendo x por .l

104. — Desarrollos de sen x y cos x.
Derivando sucesivamente la funeidn f{i&) == sen «, resulta:

flzy —=senzx, f'(x) ==cosx, f'(r) ——senx ["{x) =— cos,
[ (x) =senx, [*(x) —eosur, .. ..
¥ para x==0 toman los valores:

f0) =0, f/(0) =1, f(0) =0, f”(0) =—1, f¥(0) =0, ....
luego el desarrollo en serie es:

- € & J‘.H"l
12] sen I——-i’— - ‘- E— *x —
1! 3! 5! (2k+1)!

Andlogamente para el eosenc, basta rebajar en 1 los indices de
las derivadas y resultan los valores:

fO) =1, f(0) =0, f7(0)=—1, f"(0) =0, f*(0)=1, ....

con los cuales se forma la serie signiente, que solo conticne las
potencias pares de x:
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x-: at zﬂ _cck
o8 P om] — ——— + ——— — A e
21 4! 61 (2K) !
Como el término complementario sélo difiere del término ge-
neral en un factor sen§ o cos £, tiende a 0 para tode valor de z.
Luego ambos desarrollos son vilidos para todo valor de x. Sin
embargo sélo son ftiles para valores menores que un octante, lo
cual es suficiente.
1is sabido que sen x es funcién impar, es decir, cambia de sig-
no al eambiar x, ¥ cosx es Tunecidn pax, que toma valores iguales
para r y — x; estas propiedades aparvecen claramente en los desa-
rrollos [2] ¥ [3].
También se ohserva qgue la serie del cosx resulta derivando
térming a términe la serie del sen x, de acnerdo con (101).

-

H

105. — Funciones hiperbdélicas.

(Con frecuenecia se presentan series de potencias, que sdlo di-
fieren de las series del sen & v del eosx en tener positivos todos los
coelicientes. Estas nuevas funciones se Haman seno hiperbdlice y
coseng hiperbolico, ¥ se representan asi:

.I}" J,Q _1-’2|nl

4] shor=—x - ot ————
3! al (20 -1
a2 xt ron

|51 heem1+ 0 — 4+ —— + -
21 4! (2n)!

Inmediatamente rvesnlta de esta definicion
6] sh=0 sh(—ur) =—shw
{7l ch@ =1 chit— ) w= el

relaciones que son andlogas a las del sen ¢ y cos .

Comparemos estas serics con las exponenciales e* y e™*

&£ 2= £ I

e mm ] o e e e L ——
1! 21 3! n!
& Kol "

e tmm=] - — — e e kL TR I e
1! 21 3! n!

¥ resulta la descom posicién

18] e*—¢hx-tshe ; ¢*=chr—shae
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sumando ¥ restando ambas igualdades, vesultan éstus:
[ ch & a= 14 (0% 1 %) shor == 145 (e* — e %)
v multiplicindolas se obticne la relacion fundamental:
[10) e —shE e ]

Todas las propiedades de las funciones hiperbdlicas resulian
facilmente sustituyéndolas por las expresiones [9], que también pue-
den adaptarse coma definicidn,

Las relaciones fun damentules son :

[11] shix 4 y) =shaxchy 4 chashy
[12] shi{x—y) =shrely —chxshy
[13] chir +u) =vcherchy $shrshy
[14}] eh{er —y) =chrchy-—shashy

relaciones muy andlogas a las de Trigonometria cireular, y mas si-
métricas que ellas, pues hay corrcspondencia cn los sighos.

Haciendo a ==y, resultan las férmulas de dnplicacion :
[15] sh 2 = 2sh e eh o
116] ch 2z = eh¥r - sh¥r = 2eh®r — 1 =2sh%r 1
de donde se despejan estus formulas ftiles:
[17] ehtr = 15 (ch2e 4 1)
[18] shin =146 (ch2r — 1)
Derivande shz resulta chz: v de-
rivando eh r, resulta shr, Las deriva
das sucesivas son: shr, chr, shz, chzx,

La tangente hiperbélica se define:

thr =shx/chx

¥ su derivada es 1/eh? x.

EJERCICIOS

1. — Ik trar para las fanci hiperbolieas las formulas correspondien-
tes n las conoeidas parn lasg cireulares: expresién de sh2r, chir medinonte el areo
doble, transformaeion de sumas ¥ diferencias en productos, ete,

2. — pQué curva representan los ecunciones paramétrieas = = cht, ¥y = shif

Establézeanse annlogins con ln represe ibn geométrica de lns fu
cireulares,




Leccion 26

SERIES LOGARITMICA, BINOMICA Y CIRCULARES INVERSAS

106. — Desarrolios en serie mediante la serie derivada.

Aunqgue la serie de Mae-Laurin permite desarrcllar todas las
funciones elementales, al examinar el término complementario para
determinar el intervalo de convergencia surgen difienltades, para
ovitar las eunales vamos a seguir otro método, que consiste en efec-
tuar el desarrollo de la funeién derivada (euande es mis sencilla
que Ja funcién dada) y de este desarrollo pasar al de la funcién
propuesta (que también se llama funeién primitiva) como se ha
explicado en (101).

Obtenida una serie primitiva y sumindole una eonstante ar
bitraria, se tienen todas las serics primitivas, y tedas tienen el mis-
mo intervalo de convergeneia que la sere derivada.

Las funeiones log (1 - ), are sen x, arc tg x tienen derivadas
algebraieas, ficilmente desarrollubles en serie y de este desarrollo
ge pasa al de aquéllas formando la serie primitiva ¥ determinando
la constante. En los pdrrafos siguientes puede verse el modo de
proceder.

107. — Desarrollo en serie de la funcién 1 (1 - x)

La funcién Ix no es desarvollable en serie de potencias, por ne
ser finita para x =10, condicion que cumplen todas las series ente-
ras; pero la funcién (1 - x) se desarrolla ficilmente mediante la
derivada euyo desarvoilo [3] ha sido obtenido en (99).

(1] =1/l 4+s)—=1l—z-ta?—a"f .... =2 ...,
serie cuyo radio de convergencia es IR = 1. Integrando, o sea to-

mando funciones primitivas de ambos miembros, resulta:

2 s = o Ly
—_—F e — — — . O
¥ 5 3 1 I
¥y como para =0 la funcién vale {1 =0, y el segundo miemhro
se reduce a (7, debe ser €= 0. Resulta, pues, cste desarrollo:
z? o "
H142) =z — s - -

3 n
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Nota. — Para £=1 la serie del segundo micmbro es alternada conver-
gente y annque la demostracién dada de [2] nada dice sobre ese punto, e
puede demosrtar (V. Teoria de funciones) que el desarrollo es vilido en ese
extremo @ = 1, resultando el desarrollo

1 1 1

B=1— —  — — — + ... [31
2 3 +

inservible priecticamente, por su lentn convergeneia.

108. — Transformacion de la serie logaritmica.

La scrie logaritmica converge tan lentamente que mo es aplicable al edlen.
lo de logaritmos. De clla se deducen estas series més itiles, que exponemos 8
eontinuacidn:

Cambiando z por —x on la serie
T2 a3
l4-2) =a — — + L

- 2 3

z2 zs
resulia: Hl—g)=—% — —— — ~——— — .i.s [4]

2 8

¥ restando,
1+4=x z 2 z5 (51
l—— = —— 4+ — + — + ...
" 1—=zx 1 3 ]

Aplicacidn téenica. — En los cfleulos de la flexidn de vigas curvas de see-
cién rectangular interviene en vez de la seccidn rectangular b.h el drea co-
rregida, euyo valor ea

2E4h
A =EKb.l SR —h
siendo b 1o base de ln seccién rectangular y kb la altura; B es el radio de cur-
watura de la viga. Para simplificar el efleulo de A4, basta aplicar la dltima

formula y resulta:
; h2 his
A=0bh|1 4+ + F oaaen
5 12R2 BORs

Como la razén h: B =) es muy pequefin, con dos términos puede obte
merse buena aproximacién; es decir, basta agregar al frea bk un términe
de correecién que resulta de multipliearla por A2:12.

Aplicacién al edloulo de tablas de logaritmes. — Bi en la serie [5] ha-
cemos ¢l cambio de variable

n41 142
n - 11—z
A,
es decir: [ —
2n -1
regulta:
2

Ha-1)—iIn= -‘—-2-;?- + caes
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serie que ge muy ripid e do m es grande y que permite eal-
cular 1{n 4- 1) conocide 1n, mediante un solo término del desarrollo.

Los logaritmos decimales se calculan fdeil te multiplicando por el mé-
dulo M = 0,43429 .. .. 2

Con el primer término del desarrollo es suficiente para construir las ta-
blas usuales hasta 10000, con 7 decimales exactas,

109. — Desarrollo en serie de arc tz x.

La derivada admite desarrollo inmediato en progresién geomé-
trica:

1] ¥=1/(14a*) =1 —a? o' —a® 4 ..., =2 ...

convergente para |z | << 1. Pasando a las funciones primitivas, re-
sulta:
; o + = o =7
arelg & — i e R
c 3 5 T

Haciendo x =0, el segundo miembro se reduce a € y como en-

tre todos los areos que tienen la tangente 0 se elige el menor, que
es 0, resulta ¢ — 0.

Nota. — Para x=1 la scric converge, pues resulta alternada con un
término general que tiende a 0, ¥ se puede demostrar que coincide eon are tg 1,
regultando ¢l desarrollo:

T 1 1 1 1
—— e — — o — 4 ...
4 1 3 bl 7
serio llamada de Gregory o de Leibniz, cuya lenta convergencia ya observada
(37}, la hace inservible para el cfilenlo de =

110. — Desarrollo de arc sen x y arc cos x.
La derivada de y =—=arc sen % es:

¥=Q1—g "
Esta potencia se desarrolla, como veremos en el phrrafo siguiente, apli-
eando la misma férmula del binomio de Newton; es decir:

£ 1.3 Ead 1.3.5 E ol

¥=1+ + A —— . ——
1.2 2z 1.2.3 23

y pasando a la funcién primitive, resulta:

1 =8 1.3 x3 1.3.5 7
are sen r—=C + % + —+ — + — s m— e
2 3 2.4 5 2.4.6 7
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Come Ia funcién are sen x se anula cuando el seno es =0, el valor de
la congtante es C =0,
La serie de arc cosx — Yow — arc sen , s¢ deduce fécilmente de la anterior,
restindola de 44T,
111. — Serie binémica. Férmula de Newton.
La derivada n-sima de % = (a -} x)™ es:
yr=m(m—1)(m —2) .... (m—n--1) (a4 x)="
¥ la férmula de Mae-Laurin da el desarrollo:
(a -+ x)®=a™ 4 ma™r 4-Vom(m—1). a5 . ...

m{m—1)....(m—n + 1)
e N

S

n!

serie cuyo radio de convergencia es «, pues la razén de un coefi-
ciente al siguiente (en wvalor absoluto) es:

a(n-}1) a(n -+ 1)

jm—mn| H—

cuyo limite, para n— o, es ao. Faltaria ver que el término. com-
plementario tiende a 0; pero es més sencillo otro métode que pue-
de verse en las notas. Resulta, pues, un desarrollo de (@ -4 z)™, eu-
ya ley de formaecién es la misma de la férmula de Algebra ecle-
mental, pero que no es polinomio, sino serie, pues los factores
m—mn no son nulos si m no es un nimero natural. Este desarrollo
general en serie es la férmula de Newton.

Al desarrollar la potencia de un binomio deberd cunidarse de
elegir el mayor de los sumandos coma primero, pues el desarrallo
es divergente si |z | > a.

112. — Aplicaciones numéricas.

1* Para extraer la raiz cuadrada de un nimero comprendido entre dos
enadrados consecutivos af ¥ (a-+ 132, sl ¥ o8 ¢l resto, es decir: N=on24r:
como es ¥ < 2a < a2 desde @& = 2, resulia la serie convergente: .

T T

VN=vaif-r=—a- - —
Za Had

Tomando la raiz entera miis el resto dividide por el duplo de la rafz se

tieno una aproximacién cuyo error, por exceso, es menor que el término siguien-

te (por ser alternada la scrie) o sca ol cuadrado del resto, dividido por 8as.

2 En el cfileulo de hipotenusas se aplica con frecuencia la f6rmula de

Newton

+ e
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» bz b4
Ve bi=—a- j —v-f* awer

Aproximaeién suficiente casi sicmpre en el céleulo de oblicuas (auchura
de tejados, correceién de leeturas em mira oblicua, ete.) es ln siguiento:

La hipotenusa difiere del eateto mayor en el ewedrado del cateto menor
dividido por ¢l duple det mayor.

Asi, un tejado de eaida 1 moen 5 o tiene la anchura 5,10 m. 8i la eafda
eg 0,50 en 4 m hay que sumar & cste anche 15025 = 0,03 m. Total: 4,03,

3.2 Ile agui alguoas férmulas aproximadas de use frecuente:

(1 Lx)jm—~ 14 mz

sienda e cualquiern y 2 < 10 De ella resultnn inmediatamente
14=
14+

~1-t+zxz—y

= e — Ty

Fjemplo de edleulo rapido:

(10022, 0 80 1] -2y (1 -— 0,010, 10

[ LA R W: . .'J_-;. FI:[IU,’U:- gt

~ 1 10-4{1 0,004 — D033 — L015) = 0,0000475

Notas., — Para estudiar la funeidn definida por la seric bindmica, for.
memos s derivade, ¥ facilmente se comprucha la identidad;

' s

pero ¢l primer micmbro es In derividda de Ty, ¥ ¢l segunde ¢s la derivada de
e+ apm; siendo igoales las derivadaz, ambas funciones Iy, o -}-2)m solo
difieren en uun consfante; vy como parn r =0 vale y = am, Ia constante es 0,
siendo por tanto

fp=t{{a -xim o5 Jeeir: G == (e - )

ILa serie coinelde, pues, con (a--a2)m, para todo valor de r inferior a a
en valor abscluto, Para valores exteriores al intervalo de convergencin la fuun-
eidn (a - z)m estdh definida, pero la serie enrece de valor numérico,

EJERCICTOS

1. — 8i la longitud de un segmento situado a altura % es I, s longitud ¥
referidn al mivel del mar es ¥ = R:(R -~ 7/). Dedueir una férmula prictisa,
¥ acotar el error.

2, — Desarrollar en gerie do potencins de &7 la longitud del areo de eir-

cunferenein Jde cucrdn 20y flecha 7
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113. — Limites y derivadas.

Casi todos los resultados de este eapitulo son aplieables a va-
rigbles eomplejas z == x -} iy, aclardndose y simplificindose en este
campo mas amplie muchos resultados, inexplicables en el campo real.

Lag definiciones de limite, de infinitésimo, ete., son vilidas
para variables complejas, entendiendo que el valor ahsolute es el
madula; las reelas de cdlenlo de limites son igualmente aplicables;
pero ai Hegar a las derivadas surgen algunas novedades.

Yn la definieidn de devivadas hemos insistido en que el limite
del eociente Ay: Az debe ser Gnico, tanto si A es positivo como ne-
gativo, es deeir, lo mismo si ¢l nuevo valor de x tiende al valor x,
por la derecha o por la izquierda, Iin el ecampe eomplejo, hay no dos,
sino infinifos caminos para tender o un punto z,, ¥ ¢s preciso que el
cociente de inerementos Aw: Az tenga ol mismo limite para Az — 0,
cunlquiera que sea el argumento o direceidn de Az; cuando tal su-
eede, ese limite dnieo « se llama derivede de la funeién w en el
punioe z,.

Sea, por ejemplo, ln funecidn w ==z*; el mismo edlenlo hecho
para variables reales sirve aqui:

Aw = (2 + Az)® — 22 =2z. Az - (Az2)?

¥ como el cociente Aw: Az se compone del sumando fijo 2z y el su-
mando infinitésimo Az, tiene como limite 2z para Az — 0.

Por tanto: la derivada de 2* es 2z,

Andlogamente: la derivada de z° es 22" (n natural).

DepiNictén, — Las funciones que para cada punto z de una
cierta region tienen derivada ,se llaman analiticas.

Son analiticas todas las funciones clementales y también las
compuestas con ellas, pues las reglas de derivacidn de sumas, dife-
reneias, productos, eocientes, funciones de funcidn, cte., conservan
su validez en ¢l campo complejo, como se observa repasando sus de-
mostraciones.
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114. — Series numéricas de tér plejos.
La serie de términos complejos:
(a, + i) + (@, +1iby) + ... -+ (@ dbn) + .. ..
se dice convergente cuando la suma de lgs » primeros térmi-
nos: S,= A, -}iB, tiene un limite A -}-iB; es decir: cuando

Ap~> A, By — B, 0 sea: cuande son convergentes las dos series com-
ponentes;

@G+@+ ...t @t =A
b4+b,+ ... tbat ... =B

EieMprLo, — Es convergente la seria:
(a4 ib) L (az 4 ib2) ... + (an 4-6bn) + ....
¥y su suma, 8i |a] <1, |b] <1, ea:
@ bi
4+ —
1—a 1—1b

El eriterio de Dirichlet es aplicable: si la serie de valores abso-
lutos comverge, tambidn converge la serie dada ¥ su suma es menor,

En efecto, si converge la serie de términos positivoes:
I IR R £ S

formada por los moédulos 7= |a. - 1iby|; eomo r. es la hipote-
nusa y los catetos son a, ¥ by, se verifica: |an | < 74, | by | < 43
Inego son convergentes las series de | e, | ¥ de | by ] que tienen sus
términos menores que los de ésta; y por el teorema ya demostrado
de Dirichlet, convergen absolutamente las series 4 y B.

Como se puede alterar el orden en ellas sin cambiar sus sumas
A y B, resulta: una serie absolutamente convergente de 1érminos
complejos ticne la propicdod conmutativa.

115. — Series potenciales de variable compleja.

La demostracién dada en (97) para calenlar el radio de comn-
vergencia subsiste integramente. Por tanto: si es £ el limite del
cogiente de un coeficiente porsel signiente en valor absoluto, la se-
rie converge absolutamente para toda valor |2| < R; y no con-
verge para |z | > R.

Resulta, pues, que el campo de convergencia es el interior del
circulo de centro 0 y radio R.
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Resulta, pues, que si en las series ya estudiadas de tipo B — «
(exponeneial, seno y eoseno ecireulares e hiperbolicos) damos a =
valores complejos z, la serie converge para todo z del plano. Que-
dan asi generalizadas estas funciones, mediante las series:

2 2? 2
et—=1+ — + + — F e
1! 2! 31
i 2° 27
SeN Zemg— — + — — — + ...,
31! 51 T!
z* 24 -
eos 2 =1— + — = =+ .
21 4! 6!

v andlogamente las hiperbdlicas. ;Qué quiere decir, por ejemplo,
sen i? Carcee de sentido geométrico hablar de un arco @maginario;
pero la serie tiene un valor numérico, que es, por definieién, el seno
propuesto.

Pongamos, por ejemplo, z == iy; la serie exponencial se descom-
pene en dos, que son: cos y la parte real, y sen y la imaginaria;
luego resulta esta igualdad:

eiv == cos i |- 1 sen y
andlogamente:
€1V = oo Yy — 1 SCN Y

Sumando y restando, salen las fdrmulas de Euler:

cos Yy = 15 (e - etv)
sen i == 15 (e — ) ¢

que expresan las funciones circulares reales mediante exponencia-
les imaginarias. Resulta asi, que la exponencial (o el logaritmo) es
la tnica funcién simple, con la que se eomponen todas las elemen-
tales.

Como la regla de derivacién término a término es legitima
(omitimos la demostraeién), resulta que toda serie de potencias con
coeficientes arbitrarios y radio R > 0, define una funcién aunalitica.

Mediante series de potencias podemos, pues, definir innumera-
bles nuevas funciones de variable z; y asi se tienen todas las fun-
ciones posibles, en virtud del famoso teorema de Cauchy, uno de los
més capitales deseubrimientos matemdticos de todos los siglos:
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St una funcidn w == f(z) ticne derivada finila en un entorno
del origen, admite infinites derivadas y cs desarrollable en seric de
potencias por la formule de Mac-Laurin; siendo el desarrolle vilido
en el mdaximo circilo de cenlro O que no contiene punfos singulares.

No es ficil earacterizar eon generalidad los puntos singnlares;
para las funciones elementales basta este eriterio: son aquellos en
que no toma valor finito » determinado.

Dada, pues, una funeién, puede afirmarse inmediatamente
etial serd el eampo de valides de su desarrollo en serie, cuvo radio
es la distancia desde O al punto singular mas proxime.

EJEMPLO. — Que ¢l desarrollo de 1:(1-—2) tenga radio 1 so explicn por
hacerse infinita Ia funcién para = 1; pero jedmo se explica que ol radio del
desarrolle de 1:(1 -+ 22} tenga radio 1, n pesar de ser finita para =1 ¥
para 2 =—11%

La expliencién, imposible en ol campo real, ¢s inmediata en el campo
complejo. Basta observar que los puntos =i son singulares y el circulo de con-
vergencia no puede contenerlos; esas singularidades comyplejas vepercuten en
¢l eje veal, limitando sobre & ¢l Intervalo de convergencia (—-1, -+ 1),

NoTa. — Compdrese la seneillez v gencralidad de cste teorema con las Tes
tricciones de los desarrolloz en seric en ¢l eampo real; en éste, no s suficienta
la existencia de derivadas de todos drdenes, ni aun siquiera basta la conver-
geneia de la serie de Mae Laurin, pues puede dar una funcion distinta de
In f{=z); el tnieo eriterio seguro ecs ol examen del térming complementario y
Gete no siempre s fheil ¥ en cada easo oexige apfilisis especial,

% eambio, basta la cxistencia de primern derivada en ¢1 campo comple-
o, para asegurar la existencia de infinitas derivadas ¥ la validex del des
arrollo en serie.

EJERCICTON

1. — Demostrar que In exponeneial compleja tiene también la propiedad
ed, eb = garb,

2. — Demostrar que ¢l logaritimo de un ndmero de médule v ¥y argumento g
es 1z =Ir - i{a 3 2kr).

3. — Desarrollar en serie, por divisién, las funciones
1 g—1
z2—2x 42 3-h 323

¥ determinar sus radios de convergenein.
(Bagta determinar la menor de las raices del demominndor, en valor abso-
lute). Soluciones: R=v2 , A=1
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116. — Representacion geométrica de las funciones complejas.

Cada valor z == x 4- iy, estd representado por el punto del pla-
no, euyas coordenadas son (x,y); para representar a la funeion
de 2, que llamaremos w == 1 - iv, s¢ adopta otro plano, de ejes u, v
(que a veces conviene tomar coincidentes con los x,¥); eada fun-
cién == f(2) estd representada por una correspondencia entre los
puntos de los planos z 3 w.

Para hacer visible tal correspondencia suele dibujarse un re-
ticulado de linecas; por ejemplo, a las rectas x — const., correspon-
den eurvas dadas paramétrieamente asi:

w=it{c, ¥) v=1{c, ¥

¥ andlogamente para las reetas y = const.
A las rectas u — ¢ del plano w corresponden las eurvas de ecua-
ciones: u(x, ¥) = c¢; ¥ a las rectas v ==c, las curvas: v(z, y) ==c.

BJEMPLO. — Bea w=2zt= (x4 iy)*

de donde: u=z:—y* , v=2zy.
Y

wv\ut g K
" & |R|E|F| G
PINI Ml alB)C
c'| B” A",O MNP
G| FlElrlIs|T
K ryfuvyviw v . 1

A las rectas © = ¢ corresponden las curvas
u=o2—y , v==Ioy

do el parfmetro y, las parfbolas:

v2=4do2(02—u)

o sea climi
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Anflogamente, a las rectas y =ve, corresponden las curvas

$=xi—e2 , v=—3Z2r0
o gea, eliminando el parfimetro x, las parfibolas
v2 =402 {c? {-u)

El parfimetro de cstas parfibolas es p==2¢?; y como la abscisa del
vértice os procisamente -7, resulta que tedas elles tienen O vemo foco, €9
deecir, son homofocales.

En Analitica se demuestra que deben cortarse perpendicularmente; esto

i resultard en seguida de modo inmediato. -

Veamos ahora las curvas homdlogas de las rectas u=¢, v=o.

Para % =¢, resultan las hipérbolas 22—y =o.

n B=0O ” s " 2zy =e.
vy
kil il Il JIK
g e | E{F|G
c{bé|lalAlB CAF
ple|m | M NP
t|s|r|R|S|T
wl| v |u U_u 1% ‘ w
| S

117. — Repr tacién de la fimcién lineal.

Veamos el significado geométrico de las funciones mis sencillas,
cuando los dos planos z v w se toman coincidentes.

Funcion w =2z -4 . Representa una traslecidn, pues a cada
punto z se le apliea el vector § para obtener el w.

Funcién w—daz. Si a es real, el argumento de u es igual que
el de z, ¥ el médulo queda muitiplieado por @, luego la transforma-
cifn es una homolecin de centro 0 v razdm a.

==
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Sea w =0z donde a es un complejo de mdadulo ¢ ¥ argumen-
to @; el médulo de 2 hay que multiplicarlo por @, pero al argumen-
to hay que sumarle ¢; luego la transformacion se compone de una
homoteein de razén o y un giro de angulo .

Funcion w == az - . Como se compone de una homoteeia, un
giro ¥ una traslacion, transforma eada figura en otra semejante.

Reeiprocamente, como la semejanza entre dos figpuras estd de-
terminada por dos parves (z,,2z.) ¥ (u, w,) de puntos homdlogos,
y con cllos se caleulan inmediatamente los eocficientes a, i resulta
que la funcidn lincal entera representa todes Tas semejanzas entre
fos planos z y w.

Pasemos ahora a estudiar las funciones fraecionarias, eomenzan-
do por la mas sencilla:

Funcidn w =

Poniendo z = & 4 iy resulta para w:
y p

1 T — 1y T iy

o iy 2 4y =4y 2t 4y
de donde resulta: la eireunferencia del plano w, enya cenacidn es:
p
afu? v +butecrd-d=0

se transforma en esta otra del plano z:
Aa* 4 y?) + br ey | a=0

51 Ja primera pasa por el origen, es d =0 ¥ la segunda se re-
duce a recta; si la primera se reduce a recta, es a = 0 y la segunda
pasa por ¢l origen.
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Si econvenimos en decir que al punto 2 = 0 corresponde ¢l pun-
to we=o; ¥y al punto 2= s el punto w=0, ¥ convenimos en
ineluir a las rectas entre las circunferencias, resulta: la funeién
1:z transforma las cireunferencias en circunfercncias.

Siendo |w|=1:|z2}, Arg w=— Arg 2, resulla:

La {ransformacion cfectuada por la funcion w=1/z se com-
pone de lu inversion respecto del origen, y de Ta simelria respecto
del eje real.

oz P
vz +3

Podemos suponer y = 1, dividiendo previamente por él, y des-
pués de sacar el cociente entero «, queda la fraceidn:

B—ad A
o0 PR S

lHamando A al numerador. De la variable z se pasa a la w mediante
las operaciones siguientes:

Funcion w ==

Se suma §; se toma €l reciproco; se multiplica por A; se suma a.

Como todas ellas transforman las eireunfereneias en cireunfe-
rencias, esla misma propicdad tiene la tuneién lineal; entendiendo
que al punto z=—--0 corresponde w=cc; ¥y al punto = =
el w=a

Nota: La funcidn lineal enterq, esto es, la del tipo w0 = az -+ . conserva
loa Angulos de las curvas homdlogas, puesto que In tramsformacién es unan
SOTE JTLET,

En Geometria clemental se demuestra que tambidn conserva los fngilos la
inversidn o transformacidn por radios veeiprocos, pero eambinndo su sentidos
luego I funcidn 1/5, que signifiea unn inversidn ¥ uno simetria, conserva los
fngulos en valor absolute ¥ signo: igual peopiedad tiene, por consiguicnte, la
funcidn lineal general, por componerss medinnbe las funciones aoteriores,

No dedicamos, sin embargo, wayvor ateneidn o esta inportante propicdad,
porque en loa préxmmos pArrafos apareceri come eonsecnencin inmedinta del
hecho cseneial de sor foneidn derivabde, sin neecsidad de apoyaroes en s ei-
tadas propiedides geométriens, especinles Jde ln funeidn lineal.

Hasmrero: Parn transformar en el eirenlo de readio 1 el semipluno 2 < 1,
basta i sl fos contorios trea de puitidos corresfiondientes,  resol-
viendo las tres ccuseiones a gue o deben satisfoeer los cocfivientes o, 3oy 0
las cnales determinan déstos, 0 mejor dic Ins razones de tres de ellos al euarte.

Este proema no tiene tanto iute como ¢l siguiente: transformar of
semiplang en cirewlo de mado que se eorvespondan dos puntod interioves y dos
puntos de condernn, Senn 108 origenes 2= 0, w =0 los puntos interiores homo-
logos, ¥ los puntes de contorno los o w=1, Al ¢je x, roctun que pasa por 0
¥ es perpendienlar al eonterne del sewiplane, debo eorresponder In rectn o
circunforencin que pasa por 0y sea perpendicular ol contorno el civenle, es
deecir, debe zer procisumente ol ejie real o al punte del infinito del plano =
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debe corresponder, por tanto, ¢l punto w = — 1. Tenemos, pues, con el convenio
del punto ee (1170, tres pares de poantos homdéby
= sy &2=1 , =
w=0 5, w=1 , w=—1
La primern condicion exige que sea = 0; la tereern exige o= —-=y, pu-
diendo tomarse ¢ = 1, v — — 13 la sepunda determing § = 25 por consiguicente,
In funeidn que trunsforma el semiplane en ol civenlo de radio 1 es:
w = ——
B—s
¥

e W0 - .
B ) X

118. — F i de segundo grado,

La funeién w == :z* e¢leva al euadrado el méduloe y duplica el
argumento; por tanto, un adngulo eualquiera de vértiee O en el pla-
no z se transforma en un dngulo doble en el plano w; un cuadrante
se transforma en semiplano.

Esta funeién, aplicada convenicntemente en combinacién ecom
la lineal, permite convertir en semiplanos los recintos compuestos
de dos arcos de cireunferencia perpendiculares.

Bea el semicirculo de la figura. Comenzaremos por trasformar un vértice
en el origen y el otro en el punto co; parn cllo basta poner:
142

1—=

AR
{\1 0 nB 0- 3

Al segmento — 1, -+ 1 corresponde el 0, - eo; a la circunferencia, que
pasa por 4 y B, corresponde la que pasa por 0 e co, €8 decir, una recta; ¥
eomo forma con 4B un éngulo - 907, le corresponde el semieje - ¥.

Para transformar ¢l fingulo en semiplano, basta elevar al euadrado.

w =
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119. — Funciones analiticas y representacion conforme.
Sea w,==[(2,) ¥ sea la derivada w’y == [’(z¢) == 0, #s decir,
eon argumento bien definide ¢. Por definieién:

'y == lim. (Au- : Az) para Az — 0

Si un punto tiende hacia otro distinto de 0, su argumento tien-
de al de ese otro punto, lucgo:

arg Aw —argAz >

si el punto z -z, siguiendo una eurva de argumento «, es decir,
si arg Az — a, resulta:

arg Aw — a4 @

es decir, el punto homdloge describe una curva euya tangente en 0,
tiene el argumento o 4 ¢. ¥l haz de tangentes en w, a las curvas
homdélagas de las trazadas por z, es igual a é), pero ha girade un
angulo ¢, argumento de la derivada. Por tanto, el dngulo gque for-
man dos curvas por z, es igual en magnitud ¥ en signo al que forman

sus transformadas; la correspondencia entre ambos planos se llama
conforme.

Yy vl w
aAw o+
o .
Wy
A
o] r 4] 7
Esenrio, — En la correspondencia w = &2 son rectos los dngulos que for-

man en cada plamo las curvas homdlogas de las rectas paralelas a los cjes en
el otro plano.

Consideremos el punto £ =1 -+ ¥; su homdlogo es w — 2{; la derivada vale
en &l 2(1 -4}, cuyo argumento es w: 4; luego el haz de tangentes a las eur-

vas homdl de las t das por aquel punto se deduce de él girando 45
en sentido pogitive.

DEFINICION. Las funciones que admiten derivada finita en
cada punto de un eicrto recinto, se llaman analiticas.
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120. — Teorema fundamental de la representacion conforme.

Hemos visto edmo, mediante funciones sencillas, se logra transformar en
eireula recintos de formas muy variades, siendo la ¥ acidn conforme,
por sor analiticas tales funeciones, Se comprende gque utilizando series de po-
tencias se logrard la transformacidn sobre el circulo de recintos mucho mas com-
plicados.

El coneepto de recinto es muy amplio. Es reeinto el eonjunto de puntos in-
toriores & una elipse, 4 un poligons, a vne curva cerrada sin puntos debles, cte.;
pero se puede dar esta defipicién mueho mis general, que no presupone el di-
ficil comcepto de eurva: Recinfe es un conjunio de puntos tales que cada uno
tiene un enforno perteneciente al mismo, Tales puntos se lNlaman inferiores y
s8 llaman puntos de contorne los puntos tales gue en todo entorno suyo hay
puntos del reeinto ¥ puntos que no pertenecen o 6l

Los puntos de contorno pueden formar conjuntos muy eomplicados; se dice
que hay mis de un contorne, cuando los puntos de contorno forman dos o mis
conjuntos tales gue la distancin entre dos puntos cualesquiera, uno de cada
uwno, £ superior & un namero positivo. Por ejemplo, un anitlo eircular tiene
dos contornos ¥ 8i de eso anillo se suprimen dos puntos interiores resulta un
recinto de cuatré contornos, pues cmda wno de estos puntos forma un contorno.

En eambio, gi en un cireulo se efectin un corte a lo largo de un radio, el
eirculo asgi cortado ¢s un reeinto de un solo contorno.

También tiene un solo contorno el recinto formado eortando ol cuadrado
segin infinitos segmentos cuyas distancins forman una progresion de razén
1/2; algonos de estos cortes estin dibujados en la figura.

2
f - i /
i

!

__

Los recintos de un solo contorno se laman simplemente conexos; también
los llamaremos deminios, representfndolos por la letra 1),

El famoso tearema de Riemaxy, fundamento de la teorin de la representa-
cién conforme, expresa:

Si D cs wn recinto simplemente eonexo al caunl ex interior ¢! origen del
plano w y C el cirewlo de radio 1 cuyo ecntro es el origen del plano =, crxiste
wuna funcién y solo wna, definida por una serie

11 W=+ a2? - ayr? | .....(a, real positivo)

convergente en el olrowlo €, que lo transforma en el recinto D, hacicndo co-
rresponder los erigenes de ambos planos u siendo la correspondencia binnivoon
Yy conforme on todos los punfos inloriores.

Ohsérvese ol amplisimo aleance de este teorema, wno de los mis importan-
tea dol Andilisis. Por complicado que sea el recinto, existe une sueesién de wi-
MEros a,, s 3, ..... (¢l primero de los cuales puede elegirse real positivo)
tales ‘que In serio converge en todo ¢l eirculo y lo transforma en el interior
del recinto. Como hay problemas eapitules en Meedniea de fliidos, en Electro-
téenica, ete., cuya solucién sobre el circulo es sgencilla, la transformacién con-
forme de un recinto cualquicra en cireulo permite resolver el problema para
todo recinto simplemente conexoj agui radica ln importancia de la representa-
eién conforme para la Fisira.
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121. — Reprmntacién conforme de recintos simétricos.

Tecintos con stmetrig axial. — 8 todos los coeficientes a, son renles, a
valores conjugados de = corresponden valotes eonjugados de w, es deeir pun-
tos simétricos del ejo z ecorrcsponden puntos simdétricos respecto del eje u; ¥
como el eireulo es simétrico respecto del eje @, resulta: el reeinto I cs simd-
trico respreto del eje .

Reciprocamente: dado un recinto f} sinétrico respecto del ejo u, #i en la
sevic [1] qgue lo representa sobre el eireule sustituimos cada coeficiente a, por
su conjugade a’y, resulfa la nueva serie

[zl w, =l et latmt kL {a', =)

que Dhiee carresponder al punto = = w -~ iy ol W = —in, puea las peteneing
de nimeros conjugndos son conjugadng ¥ las series do términog conjugndes lo
son tambidn,

Cnmo el eirenlo ¥ el recinto son simdétricos, resulta pues que la serie [2]
transforma € en 1), ¥ como potr ol leorema de’ Riemunn no puede haber mia
Qe a sole serie que transforme ol cireulo en el vecinto, deben ser iguales los
corficientes do ambns, es deeir:

@ = aa 0 RO iy el

La representacion conforme eobro el cireulo de recinfos con un eje de
metrin, se simplifien notablemente gracing o esta propiedsd, pues Indetermis
narcitn de log cocficientes reales 08 mucho més sencilla guo la da los complejos,
eada uno de los eunles encierra dos valores reales,

Simetrie crntral, — S0 diee que una figura tiene simetrle contral de orden
# cunndo al girar en torno del eentro un angule igoal a la n-sima parte de una
vuelts, o figurn coineide congigo mizma,

Ta simetrin eentral de orden 2 o= Jo dnien estudinda en Geometrin ele-
mental bajo o] nombre de simetrin central. Tinoel campo compleje la rotacidn
de modin vueltn equivale a la altiplicacidn de la variable por —1,

&i la sorie [1] tiene nulos los coefivientes de orden pue, es devir, si os
del tipo
[3] W= 3 -

al eambiar = por — = resulta —w, ey deeir: g puntos simétricos respecto del
origen en el plano 2 corresponden puntos simétricos en el plune w; luego ol
reclnfo I es simélrico vespecto del arigen.

Rc(l)prm']nwl:tv edo un recinto ) simétrico respeeto del grigen, si !\i soTig
que lo transforma sobre el eireulo ex [1] ¥ formamos la nuevn seria

Wy T @y — s — oo,

al valor — & corresponde el — w, opucsto al dado por [1] ¥ eomo el cireulo ¥ el
recinlo son &imétricos respecto de sus origenes, esta serie transfurmn une @n
otro; pere el teorema de Riemann oxige la identidand de ambas series, sicndo
por tanto

=y =t = v =19
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La rvepresentacion conforme sobre el cirenlo de recintos eon cemtro de si-
metria de orden 2 se reduce, pues, a la determinacién de los coeficientes
@y, @y @y, ....., que cn general serfin complejos; pero si ademds hay simetria
axial, como acontece en el rectiingulo, rombo, elipse, ..... todos los coeficientes
gerin reales,

Finalmente, ¢l mismo razonamiento anterior conduce a este resultado: la
serio correspondiente o un recinto que tiene el origen como eeniro de simetrip
n-arig, es del tipo:

[4] W=, b Bpagg™? = Ganea 22001 4 L, L.

cuyos coeficientes serfin reales si ademis existe simetria respecto del eje z.
En la priicticn sucle ndoptarse como varjable independiente la del plano

del recinto J? ¥ entonces la serie que resulta despejando z de [1] por el método

de coeficientes indeterminados; y permutando Ins letras &z y w, serd del tipo:

[5] Do wm=as ettt 4 L. (6o =1/%)

subsistiendo todns las conclusiones relativas o los casos de simetrin, con la sola
complicacién de que su ecireulo de convergencip puede no contener todo el re-
cinto D). Asi, por ej. si e desarrolln en serie Ja funcidn

-3

S—=z
que trapsforma el semiplano x <1 en el cireulo de radioc 1 como hemos visto
en (117), su radio de convergeneia es 2, no cubriendo su circulo de conver-
geneia mia que una parte del semiplane,

Esta dificultad, que se venee ¢n la tcorian general de funciones mediante
el procesa que se llama de prolongacidn analitica, no dificulta en nada el edlou.
lo aproximade de la funcién w = f(z), sustituyendo Ia seric por polinomios,
los cuales tienen valor determinado para todo valor de la wvariable 2.

Congideremos, por ej. ¢l euadrado de apotema 1; por temer ceatro de Bi-
metria de orden 4, el desarrollo serfi del tipo

W= 8% o0 ...
¥ por la simetria axinl, todos estos coeficientes serin reales.

Como primer coeficiente ge puede tomar ¢, = 1, simplifieacién fJue modifi-
earfi el radio del circulo obtenido, el eunl serd 1/¢, en vez de 1.

EJERCICTOS

1. — Transformar ¢l semiplano z >0 en el circulo | w|=1, mediante una
fapeién lineal,
2, — Transformar en circule un fngulo de 60°.
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METODOS GENERALES DE INTEGRACION

122. — Definicién y teorema fundamental.
Recordemos conceptos ya dados en (67) y utilizados en Lece. 26.
Se dice que F(x) es funcién primitiva de f{x) si es
F'(x) = f(x); de otro modo: si es dF{x) == f(x)dr. La funeién
primitiva suele llamarse también infegral tndefinida, por la razdn
que veremos despuéds, y se representa asi:

F(x)=Jff(r)ds

Este signo [ representa, pues, la operacién inversa de la di-
ferenciacion. I"or consiguiente, los signos fd, o bien d [, antepues-
tos a cualquicr funcién, se reducen ¥ pueden suprimirse.

. Hemos demostrado (67) que si dos funciones tienen la misma
derivada, su diferencia cs constante,

Resulta de aqui que obtenida una funecién primitiva de f{(x),
todas las demis se obtienen sumando una constante arbitraria.

En lo suvesivo daremos siempre una sola funeién primitiva; las
denids podran deducirse sumando constantes.

123. — Funciones primitivas inmediatas.

Para encontrar la funeion primitiva de una dada es necesa-
rio recordar las derivadas de las funciones elementales, tanto de la
variable independiente cotho de otra funcién cualquiera de x.

He aqui una tabla con algunas de dichas funciones y sus deri-
vadas:
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Funciones Derivadas
fla)m f(z)mr (=),

N f(x)
V() 2vT@)

a fu fi(z).af= 1o
f'ix)

e 7

sen f{z) fflx) . eos f(x).

ens fx) — {"(x) sen f(x).
' (z)

tg f(z) cos? F(Z)
(=)

el ) - sen® f{x)
'z}

e f( ) _ -
aresen f{x V—__._l e
are cos f(x) = \ﬁg%ﬁ'
s =)
arctg f(x) 1+f($)=

EJeMPLOS. — 1. Caleular la funcidén primitiva de la funeifn

Esta ce del tipo 2.°, es deci
numerador la derivada de la
V1T &2

x
V1+az2

v, una fraccién, el denominador un radical y el

cantidad sub-radical. La funecién primitiva es:

2 Encontrar la funcifn primitiva de 3z3:(z® --1).

8i fuera

43 Friz)

e 1 ffm)e

la funcidn primitiva seria:

arc tg (z4) ; basta multiplicar por 3 y se tiene

que la funeién primitive de la dada ea: 3§ aretg (x4).

32 Andlogamente, Ia £

i6n primitiva de z: V1 — 2+ es: % arcaen (z2),

puesto gque si derivamos esta

dltima resulta la primera.
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124. —Método de integracién por sustitucién.

Para caleular la funcién primitiva f f{z)dz conviene con fre-
euencia, introducir una variable auxiliar ¢, ligada con la = por una
expresién x == a(f) elegida de tal modo gue sca ficil ealeular la
nueva expresién

Sfla(t)] er(t)dt =@(1) (1)

Esta funcién puede expresarse mediante = sustituyendo ¢ por
su valor, ¥ es la funcién primitiva buseada. En efeeto, por defini-
eidn de integral indefinida, es

d®(t) = f [a(t)] «'(t)dt

¥ recordando que o' (#)df == dx, resulta f(x)dz. Vemos asi la ven-
taja de la notacién adoptada para la integral que nos indica e6mo
debe hacerse la sustitueion.

Cual sea la transformacién mis conveniente de la variable de
integracién, resulta del examen de la curva dada. Asi, por ejemplo,
para caleular /1 — z°dx observamos que la curva ¥ e/l — z*
o sea x* - y* — 1 es una circunferencia y sus coordenadas se expre-
san muy sencillamente en coordenadas polares x — cost, ¥y =—sen t;
siendo ¢ el argumento. Elegida esta nueva variable auxiliar, la di-
ferencial y.dz == /1 — z*.dx sc convierte en

—sen t.sen t.dt — — 14 (1 — cos 2¢)d¢

cuya funcién primitiva es — 14t — 14 sen 2¢.

125. — Integracién por partes.
Recordemos la regla de diferencizcién de un producto de fun-
ciones :
d(uv) = w.dv -} v.du w.dv == d{uv) —v.du

Si la expresién bajo el signo integral se pone en la forma u.dv,
vemos que es igual a la diferencial de la funeién conocida Wy, me-
nos otra expresion v.du; por tanto: la f6érmula

Sudv=uv— fv.du (21

llamada de la integracién por partes, reduce el cileulo de una inte-
gral al de otra gue, si es méas sencilla que la primera, puede condu-
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cir a la solucién. Podemos cnunciar asi esta regla de integracién
por partes:

La integral del produclo de una funcidn por la diferencial de
otra es el producto de ambas menos la integral de la yo integrada
por la diferencial de la otra.

De otro modo: para integrar un producto se sustiltuye un fac-
tor por sw integral y se resta la inlegral del producto de la funcion
asi oblenida por la diferencial del ofro factor.

La expresién diferencial que aparece bajo el signo integral es
siempre de la forma u.dv siendo v — z y la féormula [2] serd con-
veniente cuando x.f'(x) sea mds sencilla. Tal sueede en aquellas
funciones trascendentes que tienen derivada algebraica, como son:
logx, are, tg x, are. sen .

EJENPLOS :

flede=glz— (ze1de=zlas—u
farcsenz.dr = x.arcsens— [xdr: V1 —? =z.aresenzx -4 V1—a2
Sarctgr.de =z.aretge— fodx: (1 4 22) =x.arctg & — 3411 -} £2)

Integracion de las funciones z™. e~
Como aplicacién del método de integracién por partes vamos a
estudiar estas funciones. Antes de aplicar]o hay que observar cual
de las dos partes conviene integrar primero, puesto que puede es-
cribirse de dos modos:
fzm.ev.de = fzm.d(e*)

o bien(salvo el factor m --1) asi:
Serd(zm)

¥ emprendiendo el primer eamino apareceri en la nueva integral
zm-1 y en cambio apareceri z™*' si se emprende el segundo. Por
tanto: si m > 1 conviene la primera transformaecién, mientras que
es mejor la segunda si m es negativo.

Sea m entero positivo; entonees se va rebajando de unidad en
unidad hasta desaparecer la potencia de .

EJEMPLOS:
Srrerds—= fa2.der=g2¢5—2 f¢v,x.dz
JE.efdz = fr.d e® = .09 — fev.dx = x .69 — ¢,
b ituyendo en Ia igualdad anterior queda Tesuelto &) problema.
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Si m es negativo, aplicaremos el segundo procedimiento para
rebajar su valor absoluto, pero al llegar a fz'e*dz no se puede
proseguir, pues el factor - tiene el logaritmo eomo funcién primi-
tiva, ¥y la expresion se compliea.

EJEMPLO:
Jxter.dr=—1% fer.dz-2 = — Yper.x-2 | 14 fa-2.e7.dx
Sx-2.er.dz = — fer.da-1 = — e*.x-1 | fa-1.ev.dx

Nora. — Esta integral fefz-1.dr da origen a una funcién no expresa-

ble mediante las funciones elementales, la cual se llama logaritmo intagral.

NOTAS

El método de sustitueién se apoya en la eorrespondencia entre z y ¢ por
la expresiéon z = @(t) ¥y solamente en el caso en que exista esta correspon-
dencin puede aplicarse ¢l método; de lo contrario pueden resultar absurdos.

Ejemrno. — Sea [dx/l—x. Pongamos t=1I{1—=z) ¥ Ila integral se
transforma asi: f—dl = —1=—1(1—zx)
dx
af =—— —
1—=z

pero no debe elvidarso quo mientras la integral propuesta tieme wvalor cualquie-
ra que sea x {excepto = 1) el resultado carece de sentide para & > 1, pues
el logaritmo de 1-—zx seria imaginario.

Al lNegar a las integrales definidas deberfi cuidarse mucho del intervalo
de validez de la transformacién.

EJERCICIOS

1. — Integrar por partes § v 1-— x2.dx.
(Sumando y restando 1 en la nueva integral que resulta, aparece de
nuevo la integral propuesta, que se despeja facilmente).

2, — Caleular [es¥ . cosbx.dx , [eos sen bx.dx.
(Integrando por partes coda unn, Tesultan dos eccuaciones lincales

de las que se despejun ambnos).

3 —Sustituir ¥ =11 en In integral ¥ se verd justifieada tal denominacidn.

4. — Caleular por partes Ia integral de (1 -} x2)-2,

(Eseribase el numerador 1= {1 4 2} — 2, descomponicndo en dos frae-
ciones; la primera se integra inmediatnmente, ¥ In segunda por partes, descom-
poniéndola asi: . x(l==2)-2.dx).
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126. — Descomposicién en fracciones simples.

Si el numerador no es de grado menor que el denominador
Q(x), comenzaremos sacando el coclente entero, por division, La
primitiva de ese polinomio es otro polinomio y basta integrar la frac-
¢ién eomplementaria P(z) /Q (x).

Suponiendo que se conozean las raices del denominador (eues-
tién ardua en general), es decir, que sc logre descomponer €@ (x)
en factores de 1.° y 2.° grado, es ya ficil descomponerla en fraccio-
nes simples; se llaman asi las (raceiones euyos denominadores son
osos factores de 1.° y 2. grado, y los numeradores son de grado
menor, es deeir, constantes, o lineales,

PrIMER ¢as0. — Las rafees del denominador son reales y sim-
ples. La fraeeién se descompone en suma de fraeciones de numera-
dores eonstantes, y denominadores & — &,, £ — &,, ...., que pueden
ser integradas inmediatamente, resultando logaritmos,

FaesmpPLo 1. — FEl mas sencillo es la fraccidn siguiente, cuya deseomposi-
cidn salta a la vista:
1 1 %
a2—1 z—1 z41

y por tanto la primitiva ea 14 1(x —1) — % I{z + 1}, que también puede es-
eribirse asi: ¥WI![{(z—1):(z 4+ 1}]1.
EJ. 2. — Anfilogamente, si ¢l denominador es #2 — a2 el coeficiente ea 1/2a.

EJ. 3. — Al tipo anterior se reduee cualquier fraceién cuyo denominader
do 2 grado tengn raices reales simples; pues aplicando el método indico de
la formacién del ecuadrado, se transforma en el anterior tipo. Asi. por ejemplo:

2 —dr—1=(x—2)2—5 , luego @a= V 5.

Buponiende numerador de l.r grado (si éste es superior se divide previa-
mente), transformaremos ln fraceién, como en este ojemplo:

3r4+5 3{x—2) 411 3(x— 2} 11

= = -
2 —dr—1 (z—2)2—35 (x—2)2—45 (£ —2)2—35

Con el artificio de haber puesto £ — 2 en vez de =, se ha lograde guo el
numerador de la 1.* fraccién sea la derivada del denominador y la integral
wale por tanto I [z? — 4z —1].
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La integral do Ja 2* fraccién, como se ha viste en el ejempla 2.° (cam-
hiando = por ¥ — 2}, es:

-
[f{x—2 ¥ 5)—{z—2- v 5)]111: 2 v 5.
Cdlewlo general de cocfécientes. -— Si las rafees del demominador son
Ty oveoy Ty, 12 Tormula de Lagrange (91) da la d posicién en fr

simples dividiendo ambos miembroa por {z}. Los coeficientes son por tanto:
a, = P(z,):q(z,) 8 es g(r) =¢(z): (z—=;). Para © >z, resulta g(7,) =
= @' (2}, Tormula 1til que puede apliear ¢ lector a los ejemplos anteriores,
Quo la descompogicién es tdnica fué ya demostrado en (91).

BEGLA: El numerador de £ —a es el cociente de P(a) por q(a) = @'(a),

EJ. 4. — Para cocontrar la funcién primitiva de:
Lozt 41 Lhxr 11 A B c
= - = + +
T4 2r2—gr—2 (z—1(z+1)(=+2) z—1 z-41 z 42

basta apliear Ja férmula P{a)}/gq(a); o bien identificando resultan ecusciones:
A+B4C=% , 34+B=0 , 84—28_C=1
de donde: A =3 , B=—1% , C=1; lucge la primitiva es:
Yl(z—1) — % iz -+ 1) 4 Uz +2)

SeGUNDO CaS0. — Hay raices imaginaries simples. El caso més
sencillo, en que @(z) es de 2.° grado con raices 4 = bi, es el de una
fraecion del tipo:

Mxz+ N Mir—a) N+ Ma
——— c e —— e
(z-—a)? -+ b? (z—a)>+b* (z—a)*+ b
poniendo x —a’en vez de z, a fin de que el numerador sea, salvo

factor constante, derivada del denominador; resulta asi como expre-
si6n de la integral, lamando M’ — (N 4 Ma)/b;

1M 2 [{(x—a)? 4 0°] + M arc tg:c—b =
Cunlquicra que sea ¢l nlimero de raices reales e imaginariag simples, eada
dos conjugadas dan eocficientes A°y, A" conjugados y la euma de ambas frae-
ciones es real. Queda nsi descompuesta P{x)/¢(r} en fracciones reales de los
tipos:
4, Mox AN,

s—x,  (z—a)z bz

Esta descomposicién, que es daica, como yn se ha visto, se puede obtener
mejor identificando Jos dos polinomios que resultan de multiplicar ambos miem-
hres por Q{z), ¥ resolviendo lag n ecuaciones lineales asi formadas,

Ejemrro. — Apliquense ambos mélodos n fraeciones de denominador

z(z24-1).
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TERCER CASO.

Raices miiltiples, S8i en el denominador hay
un factag (x —a)" esta raiz h-ple a origina h fracciones simples:

P(r) A, A, . p(x)
—_—— . e .+ +
(& —a)tq(x) (r—a)*  (x—a)? z—a  g(z)

Multiplicando por (x—a)* v llamando F(z) — P(z)/q(z)
la descomposicitn :

Flr)=A4,+ 4, (= — )+ ...+ (xr—a) p(x)/q(z)
determina, segiin (74) ¥ (75) los coeficientes Ay == F(a), A, = F'(a).
dy =14 F"(a), ....

El método de coeficientes indeterminados, yn visto, es también Gtil; sobre
todo cuando hay raices imaginarias, es més breve que la agrupacién de frac-
eiones conjugmadas obtenidas por el método anterior. S8i las raices son reales,
es muy preferible el método de las derivadas.

EJEMPLO 1.° — Descompongamos:
T A B ¢

— - -+
(z—1)3 a—1 {(z—1)2 (z—1)2

o identifieados 1o numeradores en ambos miembros resulta:
Ad=1 , —244B=0 , A—B4C=0
de donde 4 =1, B=2, C=1; luego la funeidn primitiva es
e—1) —2(z—1)-1 — Ya(z—1)-2
Mis breve es el méfodo de las derivadas, pues en este caso es: F(x) = &3,
F(l) =1, F'(1) =2, F (1) = 2.
Er. 2.° — Separemos ante todo ln parte entera 1 de la fraccién

x5 —2p3 1 gzrs— 16z 41
a:«u—&l:l:-!-{’-16\:::1 + Z(z—2)2 (x 4 2)2
La d PoBL en fracei simples, seri por tanto:
A B c D E

*+ + +
© T—32 (x—2)2 x4 2 (& —-2)=

Calctilense los cinco coeficiemtes por ambos métodos.

s e (N1

NoTa, — Los antiguos tratados dedieaban gran ex a este pr )
un tanto fictieio, puesto que se basa en otrp, priicticamente ir luble en ge-
neral. Aunque muy sbreviado ya, todavia revela este capitnlo la inerte fuerza
de I tradicién.

Por =i acase se presentan algunn vez raices imaginarias dobles, basta utili-
zar este recurso:
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1 1
(2} b2ye ok
que so descompone en dos fraceiones; la 1% tiene coma primitiva are tgz/b,
L
salvo el cocficiente, ¥ In 2% es In derivada dy e—— e |
T bz

EJerciclo, — Parti
toda al rnso de raices triples; ete.

do de Ja derivada de x/(xr2 4 b2)2 apliquese el mé-

Bi lns raices ticnen parte real o, bastu eseribic x —a en vez de z.

127. — Método directo de integracién.

Aunque sobra con lo expuesto, veamos edmo se proeederia por
el método mis ripido, en el caso mis general posible, Descompues-
to en factores el denominador, éstos son de dos tipos:

(r—a)™ (e pr g, (pP< dg) (1]
Para cada factor eseribivremos wna fraceion simple del tipo:

A

respectivamente, como antes se hize. Si todas las raices son sim-
ples, es decir, mw= 1, # — 1 la fraccion dada, una vez separada su
parle entera, es suma de fraceiones de este tipo, como hemos visto,
¥ la integracién se hace mediante logaritmos v arcos tangentes.

Si hay raices multiples agreguemos a cstas fracelones simples
la derivada de una sola fraceién complementaria, cuvo denomina-
dor es ¢l producto de los factores [1] con exponentes disminuidos
en 1, es decir: (v —a)"™?, (2% pr 4+ g}, ¥ como numerador
pondremos un polinomio de grado infervior en 1 a dicho denominador.

aMrtay, — Sioel denominandor de 1o fre

cidn adada es et 4 1)2, ol de
vt 4 1)y eseribiremos o descomposicidn:

la fraecion complementarin sevd

E L o gxd - bz o oex ot 4

= 4 L5
4 a1 ol A + I

Esty derivada se ealewln considerande ¢l eoviente coma producto de tres

factores ¥ vale:
(Gorr 4 20 boepxeRier 4 1) 1 —

m—2ord e L opr Ld)z-i{rt - 1)1 —

— 2ot o bt o ex -t d)or-1{rE S 13-
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Multiplicando ambos miembros por x4 {xz - 1}2, el segundo se convierte en:
Az2(ze 21)2 4 (Be + C)a3(at 4 1) +
+ (daxz | 2br 4 c)a(zr 4 1) — (axs | bet 4 er 4 d) (a2 4- 2)
cuyos siete cocficientes se identifican con los del primer miembro, ¥ ¢l sistema
de siete ccuaciones lineales determinn lag sicte inedgnitns: 4, B, €, a, b, ¢, d:
A4B=0 1 C—a=0 , 24|+ B—2b=0

]

CAa—de=0 , d—dd=14 , —e=0 , —2d=2

comenzando por Jas dltimas, results sucesivamente:
d=—1,¢e=0,4=—7,,B=1/, a=0,0=0,b=—1/
¥ In integral buseadn e8, por consiguicnte:
Tat 1

— iz 0w 1) —
42 (z2 4 1)

Nora. — Que el nimero de coeficientes indeterminados ea precisamente
igual al nfimero de ecuaciones, resulta observando que cn In fracein comple
mentaria hay tantos como ol grado de su denominndor; y a cada factor de
los que juntos con éste forman ¢l denvminader de la froecién dada, corves
ponde un coeficiente indeterminado, si e de primer grado, ¥ dos si es de se-
gundo grado; luego el mimero total de coeficientes indeterminados ce igual al
grado del demominador, es deecir, igual al nimero de ecuaciones.

Ahora Dbien: gsiempre serén éstns compatibles? Basta ver que el deter-
minante do coeficientes no es nulo, En efecto, si fuern nulo, el sistema homo-
géneo tendrin solucién ne nula, es decir, tendriamos una descomposicién de
Ia nueva fraccién couyo numerador tiemo coeficientes nulos, en suma de frae
ciones no nulas; pero al mtegrar tendrinmos: suma de logaritmos y arcos tan-
gentes, mis una fracei taria, igual a una constante, Como la frac-
¢ifn es fupcién uniforme y aquél.lu no, deberian ser nulos los coeficientes de
los logaritmos y arctg., resultando la fraccién igual a wuns oonstante, cosa im-
posible por tener el numerador menor grado que el demominador.

La idea de este método de integracion es de Hermite; perp eu demostra-
cién es mucho mAs complicada que la nuestra y scria inadecuada en este curso.

EJERCICIOS
Calenlar la funecién primitiva de In fraceiémn:

z6 4 203 — Bzt -z — 1

x2(38 - 1)2
Los cocficientes gue deben resultar son:
A=1 , B=0 , C==—1 , a=—1, =0 , o=+41.
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Y TRIGONOMETRICAS

128. — Integracion de irracional draticos.
Hoe aqui otro tipo de funeciones que se integran elementalmente,
a saber, aquellas de forma entera o fraccionaria en que figura una
raiz cuadrada de una expresién de primero o segundo grado en z.
Si el radical que figura es \ax - b, hacemos ¢l eambio de
variable: \/ex |- b —t, de donde se despeja z, y la expresién se
transforma en racional. Lo mismo vale para raices de indice m.

Nora, — 81 bujo ¢l signo integral figura una o varias veees una fraceidn
ax 4 b
— elevada o m/,, basta igualar esn fraccidn a fr,
cx - d

5i ¢l radieal es \/axz® -- bz -|- ¢ distinguiremos estos casos:

1.° a > 0. Sacado fuera del radieal el primer coeficiente queda
reducido a 1 y haremos el cambio de variable: \/x*4bdxc—z-}¢,
de donde:

z*4-bx - ¢ = x* |- Bz 4+ £ [1]
¥ se puede despejar racionalmente ¢ ¥ dx haciéndose la integral ra-
cional en .

2. a < 0. Sacado el valor absoluto del coefliciente fuera del ra-
dical, queda &ste reducido a: \V— @° - bz |- ¢,

Para que la integral tenga sentido el trinomio ha de ser posi-
tivo en el intervalo de integracién, y como es negativo para valores
muy grandes de z, por ser — z* el término de mayor grado, resulta
que el trinomio cambia de signo y por tanto tiene raices reales
a y f. Es deeir:

—xtbrte=— (z

a) (z —B)

haremos, pues, el cambio de variable:

V— (&g —a)(z—P) = (z—a)t
de donde: '
—s4B— (z—a)t®

¥ ya se puede despejar racionalmente x.
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En resumen: La idea fundamental del método consiste en po-
ner el radical igual a una expresidn tal, que al elevar al cuadrado
quede la x en el primer grado y, por tanto, se pueda despejar sin
radicales,

Xora. — Cuande es ¢ 2> o, puede seguirse cste otro artificio: ponemos
‘ Vizr +e—a2= Vet do donde:
by — 28 = S\ ot -} zo. 12
b—az=2t Vo-}-rt2

de donde se despejr x, ¥ sustituyendo = ¥ dx en la expresién, ha desaparecide
€l radieal.

Eiempro. — Caleular:
o V14 2 dr.
Pondremos:
Vvig-at=g4t, = 2rt 4 2
11—tz
= 1
z Y 7

¥ sustituyendo ¢t = VT L 22—z sale, pucsto gue
1/t = v1+4z2 L
SVIfatdz=1% [svIFaz—1[V1+ai—a]]
Nora. — En el cjemplo anterior serd mis conveniento poner
x=8h1; dz=Cht.dt; v1-Fx2=Cht
¥ lu expresidén se transforma asi:
SVITFarde = fOhrt.dt = 15 [ (1 -+ Ch 28)dt = Yt + 148h 2t
Este método es vilide para las expresiones donde figure

V1--2% o bien Vz2— 1, popiendo en este caso £ = Ch ¢

129. — Integracién de funci trigonométricas
Toda funeidén racional de sen x, ¥ cosx se reduce a racional in-
troduciendo la variable:

f==tglhxr .. x=2arctgt.
En efecto:
2 sen Yoz cos Vo 2tg Vb 2t
BeNL = ——— " =
cos? Lox |- sen® Loz 14 tg*lsz 1-4#
eos® Lhae — sen?® Loz 1—tg*Tsx 1—t*
cos & = - =

cos? Yox - sen? Loz 1 tg* 16x 1-}-¢
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130. — El problema del area y el concepto de integral.

Tratemos de definir el drea encerrada por la curva f(z), el
eje de abscisas y las dos ordenadas en los puntos a ¥ b. Dividiendo
el intervalo (a,b) por puntos intermedios gy intervalos

(Zos B Ts (85 e) (LapB3) oo (Bnngs )

!

I R 7 [ S
[ s

= ' ! '

[ 1 : '

LA iE L
X Y - A A 7 e o

¥ levanlando las ordenadas de dichos puntos, tenemos dividida la
superficie en fajas que podrin tencr o no la misma anchura.

Si trazamos horizontales por los puntos de altura mixima ¥
minima de la eurva en eada faja, habremos formado una serie do
reetingulos. Llamaremos 8¢ a la suma de los rectingulos enya orde-
nada es maxima:

Sy = (xl ”"'711) -"Il _|_ (3:2 -_xl) 'u': S e + (xn—xn—-x) fvm .
¥ 5 a la suma de los rectingulos de ordenada minima:
si=(xy—Z)my (g, —x) m, .. (B — Tay) My,

El drea del recinto serd menor que S; y mayor que s; Si au
mentamos el nlmero de intervalos y por consiguiente el de fajas,
en cada una disminuye la ordenada M y aumenta la m, o a lo sume
permaneeen iguales, luege las s; decreeen, Para probar la conver-
genein de estas sucesiones monétonas (Leee. 3), basta ver gue las
diferencias Si — s; llegan a ser arbitrariamente pequefias.
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Tal sucede si f{x) es mondtona, p. ej. ereciente (fig. 2); pues
si el mayor de'los intervalos es R, transportando en eolumma los ree-
tingulos que componen 8;— s, es:

Si—si =R [f(b) —Fla)].

8i aumentamos indefinidamente el niimero de fajas, de modo que
h— o0, y siendo f(b) — f(a) constante, la diferencia Sy — s; llega a
ser tan pequefia como se quiera; lo mismo sucede para la eurva to-
tal, si se descompone en un ntimero finito de arcos crecientes o de-
erecientes, luego:
Ifm. §; = lim. sy = 8.

Este valor limite es el que s¢ toma como medida del drea del
recinto.
Si consideramos alora la suma

Ef(2)AL o= (x: — xo).l"(Eu‘I F s T — ey f(En)

formada multiplieando cada intervalo por una ordenada cualquiera
del mismo, serd:
8 = Ef(x}de =8,

luego también tiene £ el mismo limite.

Este limite comfin de todas las =, entre las eunales estin las Sy
¥ las s;, se llama integral definida de f(x) ¥ se representa asf:

fb fx) dic wa lim, Bf (x)Ax

Como se ve en esta definieién, Ia integral no es sino limite de
una suma; y sc¢ presenta, no sélo en los problemas de dreas, sino
también en todo limite de sumas envos sumandos tienden a 0 al ere-
cer su nimero infinitamente: Daremos, pues, una definieién general:

Integral de f(x) entre a y b s el lHmite de la suma de los pro-
ductos obtenidos multiplicando cada uno de los intervalos parciales
en que el (@, b) s¢ divide, por uno cualquiera de los valores de la
funcign en el mismo, al tender o O la amplitud de fodos.

Hoemos probade que toda funcién mondtoma neotada es integrable, y lo
mismo si dividide (g, ) en nimero finito de intervalos ¢a monétona en endn
uno, aunque sen discontinua; pere hemos visto funciones continuas, como
Z ., 8en /7, que no cumplen tal eondicién, 8in embargo., foda furcidn continua
€8 integrable. (V. Complementos)
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Propiedodes. — Si f(x) = f. (@) 4= f,(x), cada suma sp 8, s
desdobla en dos; v sezin (22) resulta:

b b b
Flfiley = (oY | de.=f flivvde = [, (7rde |1]
[ [ L

5 [
Andlogamente, segin (230 (& fleyde =k [ f(r)de 21
a "

s, pues, legitimo, sacar fera del signo, como coeficiente, todo
faetor constante; si el integrando cambia de signo, también la inte-
aral.

De (M) resulta asimismo la ley de monotonia:

x o +

Sl < gl es f flmde = f g (aide 131

I} a "

Sioe<s e By ocada suma s 8 ose desdobla en dos sobre (o, ¢}
v sobre (e, 5, ¢l limite de la primers os la suma de los limites de
estas dos; por tanty, para una misma funeion fle) es:

] - b ook a
=14+ 0 s fe=o f—7F |4
L a o i L] a
i ]
Finalmente, xe hace este convenio:  f——f 157
1 a

131. — Teorema del valor medio y media aritmética de una funcién.

Sean m ¥ M los valoves minimo » maximo de f(e) en el inter-
valo (a,b); puesto que el drea caleulada esti comprendida ‘entre
los reetangulos: (b —a)m vy (b—a) M, serd igual a un nimero in-
termedio (h — a)u, siendo: wm = p = M, es decir:

b

S rieyde = (b a)n—= (b —a)f(E)

a
pues si f(r) es condinne, aleanza esé valor po (13, 11 en algn pun-
to intermedio; aunque sea discontinua, vale ln expresién (b — @) p.

Tsta es la tormula del valor mediv del edlenlo integral. Geomé-
tricamente expresa que ¢l drea limitada por la eurva cs igual a la
de un rectingulo de base b — a ¥y euya altura es una cierta orde-
nada intermedia.

Si dividimos (¢,Bb) en n partes iguales a h y tomamos las »
ordenadas: ¥,, Ya -... Yn de la funeién f(z), su media aritmé-
tica es:

Yo Yt e A Yn b+ ol 4 o 4 Yak

n nh
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El denominador es nhi== b — ¢. El limite del numerador para
#— o0 es la integral de f(x). Por tanto, ¢l limite de la media arit-
mética de las n ordenadas al erccer n es:

b
ffle)ds

}‘ =
b—ua
Este namero p es, pues, el mismo gue nos daba el teorema del

valor medio, ¥ es legitimo llamarlo media aritmética de la funcién
en el intervalo (a, b).

Gernerafizacign, — Si g(r) =0, m < f(xr) =M existe un mimero p intermedio
entre moy M tal que:
S riegl{ayde = p [ g(x)de

Basta observar, comparando los integrandos, que es:
Ju.g(rydz < ff(2)g(z)dx < §f Mg(r)ds
Tnego el cociente de la integral de f . g por la integral de g es un nimero in-
termedio entre moy M, suponienda las integrales sobre un mismo intervalo (@, b).

132. — El area como funcién primitiva.

Sea una eurva, representacion de una funeion f(z). El drea
limitada por esta curva, ¢l eje de abseisas, una ordenada fija f(a)
v la ordenada variable f(x) es una funecién F{x), nula para & = a.
Esta fnncidn es continua, aunque f(r) sea discontinue, pues

A F(z)=F(z+ h) — F(r) =hn
llamando p al valor medio obtenido en (131).
8i f(x) es continua, hay un punto & donde

' AR (x)
f(E) = p, luego f(E) = e
Si bh— 0, por definieién (12) se verifiea:

f(8) = f(z), luego H"(x) = f(x)

Obtenemos asi dos resultados: La integral F(x) es funcién con-
tinua, aungue f(x) sea discontinua, Si f(x) es continua, F(x) tie-
ne como derivada f(x).

O sea: Si f(x) cs continna, F(x) es funeién primitive de f(x).

Si sobre un par de ejes llevamos para cada valor de z, sobre
la ordenada correspondiente, el valor F(x) del area de la curva
f(z), habiendo adoptado una unidad de longitud para representar
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la unidad de Areas, obtenemos una curva que se llama curve tniegral
de la dada.

Eapmrio. —— Veamos o marcha de la eurva integral. Pava ol valor
x=a, ¢s F{a) =0 ¥ obtenemos ol punto A, Counde & aumenta, el dren erece
¥ la curva va ereciendo; -para tencr una idea de su marcha, observomos que
Foiry) = fix); nego FY(z) = (x); los valores de f"(x) los conocomos pues
gon las pendientes de las tangenies en low puntps de la f{x). Asi cotre a y b
es ('(x) positiva, loego también lo es F"{x), es devcir, la curva intcgral en-
tre a y & es convexn con respecto al eje @ Eotre b oy o, f(x) = F"(x) s
negativa y por tanto la eurva integral, y = /{x) serd cineavn y asi sucesiva-
mente, kn el punto b tendriames un punto de inflexidn, pues en ¢l se tienas:
F'(e) =10,

y
o8
.lt\#
7 he a it -
Y B )
A T il ]
‘-‘-.‘,a X T -f

Intégrese 1o funeién discontinua sg# gue ha gido definida (16, Ej 3 asi:
parn < 0 o8 y=—1; para £ >0 es y» — 4 1. Salta a la vistu que elegido
a =0 resulta la funeién continua v = | |. Kl punto de discontinuidad =z =190
del integrando es anguloso en la integral (fig. 2.*). La derivadn de |z ], sal-
vo en vl origen, o8 Bg ..

133. — Paso de la integral indefinida a la definida.

Si en lugar de empezar a caleular el drea en la ordenada co-
rrespondiente al punto &, comenzamos por ejemplo en el punto c,
para ese punto, F'(x) valdrd 0 y para ¢l valor =0 tendrd F(a)
un cierto valor — €, que es el 4rea comprendida entre la curva, el
eje de las = y las ordenadas del origen y del punto ¢. Como el pun-
to desde donde se empieza a medir el drea pucde ser cualquiera ha-
bri infinitas curvas integrales que diferiran en un cierto valor cons-
tante arbitrario C.

Cuando se fija el extremo a del intervalo, pero se deja variable
-
el extremo z, tenemos la integral f que se llama definida infe-

a
riormente. Cuando se dejan indeterminados los dos extremos se es-
cribe simplemente f f(x)dz v se llama integral indefinida.
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Si queremos caleular el valor del irea en el intervalo (a, b) co-
menzaremos por encontrar una funeién primitiva cualquiera ®(z)
de f(z), es deeir, mediante artificios convenientes encontramos una
funeién tal que @’(z) = f(x). Ahora bien, el Area buscada, a par-
tir de a, es una funecién primitiva de f(x), lnego ambas funciones
primitivas difieren en una constante ,es decir:

J f(z)ds == ®(z) -+ c.

Para calcular ¢ hagamos & == a y ecomo el 4rea es nula, resulta:
c=—=0(a)

-
por tanto: Area == [ f{x)dax = ®(z) — ®(a)
L]

Es decir: pare calcular el drea o sea la infegral definida se sus-
tituye en una funcién primitiva cualguiera el limite superior y lue-
go el inferior y se resta este resultado de aquél.

Esta formula de Barrow es ¢l fundamenio del Cileulo integral.

EJeMPLO. — HSea la pardbola z2 = 2py.

Para caleular el firea limitada por la pardbola, el eje = ¥ la ordenada co-
rregpondiente & © =g, formemos la primitiva de y —22: 2p, que es =3: 6p;
para £ =ga vale a*: 6p y para £ =0, vale O, luego 4 — a*: 6p.

Para & == a, ¥ = a2: 2p, ol rectingulo 0 a b o tiene por firen: Ar =ad: 3p;
ea decir, el Area del segmento parabdlico es la tercers parte del firea del ree-
tangulo que lo comprende.

¥ Nota. — Bi la funcién f(x) se representn
en ejes oblicuos de dngulo #, la integral ya
no representa el firea; pdara obtener cl firea
de cada paralelégramo habri que multiplicar
f(x)Ax por sen @, y por tanto

A =sen o[ f(x)da

EJERCICIO8

1. — Variar el origen a de la integral definida inferiormente, equivale a
suMAT UnA constanta; pero a veces no toma ¢ésta todos los valores reales. Asi,
la integral en (a,%) de 2r es x? mis constante negativa, cuslquiera que sca a.

Revise el lector las integrales de lecclones anteriores y vea qud limiturio
nes tiene ln constante.

2. — 3Qué signifiendo geométrico tieme la integral do | f(x) | 7



| TOTRIG T T =
AREAS Y VOLUMENES

134. — Volumen de los cuerpos de revolucion.

Sea = (o) la funeion que representa la seceion meridiana
de una superficie de revolueion respecto del cje o '

Al girar en torno de ese eje el trapezoide gue tal eurva limita,
engendra un euerpo redondo o cuerpo de revolucidn.

Dividido el intervalo ab en a partes, ¢l trapezoide esti conte-
nido en la suma de rectdngulos de bases Ar y alturas Mq; y a su
vez contiene los de alturas m,.

Estos reetingulos, al girar la meridiana, engendran eilindros.
El volumen buscado serd el limite comin de la sama de los voli-
menes engendrados por los reetdngulos de ordenadas my o My o enal-
quier ordeénada intermedia.

El volumen del cilindro de orde-
nada ¥y = f(r) es igual a la base por
la altura o sea: =y*Ax, Inego el volu-
men del enerpo de revolueion es el 1i-
mite de la suma de 8stos, o sea

:f-u,{-‘n

]
Vol = = f ydx
a

Eaempro 1.0 — Cualeular el volumen del cono,

Aplieando la férmula anterior teniendo presente que f(x) en este caso
es: Kz, tenemos:

a
Vol. == § K2 g2 dy = 1 x K2 q3

ksl
Siendo K == r:a (coeficiente angular) se tiene: R ol
Vol. del cono = % wr2a, es deeir, la tercern parte 2] ‘

del ecilindro de igual base y altura. ]
Egemrro 2° — Volumen de un paraboloide.
Hen su meridinna: y2 — Ipr,

Aplicando la misma férmula:
n

a
V=xflpzdea=wpzz| —pwa*
o

a

En cambio, el cilindro de igual base y altura tiene el volumen:
wy?a=2wpa? es decir, el paraboloide tiene como volumen la mitad del ei-
lindro que lo comprende.
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EJexpro 3.° — Si tuviéramgs un elipsoide de revolucidn:

eSS BENE i
a2 bz bz
la meridiana tendria por ecuaecidn:
xz y2 =
P + be =1 .. y=bjavar—azx

Aplicando la férmula y separando el factor constante 2w b2: a2, caleulemos:
[
S (a2 —ux2)dr =03 —as3: 3 =2%a3: 3
L]

F=4/4xabz
Bi tuviéramos a = b = r, resultaria el volumen de la esfera: s/, = r3,

135. — Volimenes de cuerpos cunluquma

Se podri ealenlar por una integral simple el \rolumen limitado
por una superficie, siempre gue se pueda caleular el drea de ecual-
quier seceién paralela a uno de los planos eoordenados.

En efeeto; trazando un sistema de planos paralelos, por ejem-
plo, al plano ¥z, si sumamos los cilindros que tienen eomo bases las
secciones de la superficie y como alturas las distancias entre cada
dos planos eonsecutivos, el limite de esa suma es el volumen; eomo
el drea es funcién de la distancia r, si es: Avea = a(z), resulta:

1]
Volumen = lim. £ a{z)Ar = [ a(x)dz.
T
EigxmrLo 1.° — Calenlar ol vol de un elipsoide de ejes designales cuya
ecnacién es la del ejemplo anterior, con denominadores o2, b2, ez,
El drea de la elipse seceién con el plang yz es: = b e, Las seeciones con
planos paralelos al ¥z dan elipses semejantes a la anterior, cuyos semicjes son:

IR — oV az —a*

a L
luego el dren de cualguier sececién paralela al plano y: en funcion de su dis-
tancia & al mismo, es
w be(a? — z2)

az

Aplicando la férmula general deducida en el niimero anterior, se tieng:
Volumen — 4/3wabe.

EJeMPLO 2.° —— Caleular ¢l volumen del cuerpo limitado por un hiper-
boloide de una hoja y dos planos perpendicnlares al eje, a las distancias
r==*o

Las sccciones con planos perpendiculares al eje dan en ¢l hiperboloide
de una hoja elipses semejantes. El drea de una de ellas es: wxy. Sacando r o y
de las ccuaciones de las hipérbolas, secciones del hiperboloide con los planos
xz e y2 e integrando entre los limites = =0 y ¢ = ¢ ¥y duplicando, se tiene:

¥V = 4/8 wabe.

En la misma forma se podria caleular ol volumen de un segmento de hi-
perboloide de dos hojas o de un paraboloide.
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136. — Area de las superficies de revolucion.

Consideremos una seecién meridiana de la superficie de revo-
lucién entre los limites x=a, £ —b. Se trata de calcular el drea
de la superficie que engendra ese arco alrededor del eje x.

Dividamos el intervalo ab en un eierto namero de partes y tra-
ecemos tangentes a la curva en los puntos de abscisa media.

La superficie engendrada por eada lado es un troneo de cono
de firea: 2myl, siendo 2wy la longitud de la circunferencia media
y 1 la apotema, cuya expresién es \/dz® - dy?, luego el limite de es-
ta suma, que se llama drea de la superficie.de revolucidn, es:

B s o
2r fyvda® fdyf =~ Znfyv 1-|y* . dx

a

b

o bien: 2« (y.ds,

i

1

A 1
- Tl |
! kL KD
! . 1 1
a £ &

representando abreviadamente por ds el infinitésimo /dz* | dy*
euyo significado geométrico es el trozo de tangente limitado por
las ordenadas que distan dzx.

EremprLo 1° — Caleular el firea de una esfera.
Esté engendrada por una icircunf ia, de i6
ot yr=rr,
de donde:

Y= vViE—z7
Aplicando la férmula anterior, resulta la conocida expresién 4wrd,

EJEMPLO 2.° — Aren de un paraboloide de revolucién: Sea lan ecuacién
de la meridiana

yr=2pxz, de donde: y= VZIpsz.
Aplicando la férmula [1] se tiene el resultado siguiente:
2 A i
Area = 2/3x vV p[(2a + p) S—p"-!]
EJERCICIOS
1. — Caleular el éres y el volumen del cuerpo engendrado por Ia revolu-
cién de la cicloide alrededor de eu rectn base. (A = 3/, nre, ¥V = Gntad),

2. — Deducir sin chleulo el frea de la elipse del firea del cirenlo; ¥ el vo-
lamen del elipsoide reduciéndolo al de la esfera.
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137. — Rectificacién de curvas planas,

DerFINICION, — Se llama longitud de un arco al limite de la lon-
gitud de una poligonal inscripta en ella o eircunsecripta a ella, cuan-
do sus ladeos tienden a cerg, al crecer infinitamente el ntmero de
éstos.

Seca una curva representada por una funcién f(z). La longitud
de cada segmento de tangente correspondiente a un intervalo dx,
ez eomo hemos visto

ds — ~/dz® -} dy*

lnego el limite de la suma de estos sermentos (aungque no forman
poligonal) es
Jds = Jn/de* - dy == f/1 -1 yde

extendida al intervalo en que estia derinido ¢] areo.

Nota, — Queda justifieada la notacidn s, pues vemos que es la dife
rencial del areo &
Ne se confundan les tres iafinitésimos equivalentes:
Al = W AzE Ay, Ae , ds = vdzz -l dy?

FEl primero vk la encrda, el segundo el arco, ¢l terecro es ¢l trozo do tan-
gente limitade por las ordenadas de los puntes ¥, = -5 dr Awungque son di-
ferentes, pueden sunstiluirse on toda cucstidn de limites de cocientes ¥ Ia in-
tegral do cualquiera do los tres os 50 ln efeeto, tanto la suma de Ins cuerdns
como de lns tangentes tiene ol limite 8 ¥ claro o8 que tambifn la suma de
arcos valo jusiamente s

Parn aquilatar el coneepte de longitud de eurva, vénse ol eapitulo: Com-
plemientas e Cdlmde integral.

EieMrLo. — Bectificar un arco de lan parfibola: =% == Zpy.

La {érmula gue da la longitud es:
] “
s PV e de = § VY- (w/pdLde
a "
integral oo cwdeulada en (1283 sustituyendo los limites resulbac:

— ey VP2 - a2
a/pyV Pt + a2 - 1/2p.1 ___pp—l-:_n'
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EJeMprLo 2. — Rectifiquese la curva catenaria, cuya ccuacidn es
y=14ier 4-eo-z)
Aplieando Ja formuls Tesulta:
¥ = (er — er) 1 w2 = (et 4 2 e eo2r)
quo es un cuadesdo porfecto, luego
S Veler -0 spder = Vaier — o v

expresién que limitada entre las abscizas caxiremas da la longitud del arco.

Utilizando las funciones hiperbdlicas, tenenios:

y=Chz = 1-+y2=Chix
luego

FVI 4 grde = Chrode = Sh x
138. — Curvatura de curvas planas.

Hemos definido en (8610 la cwreafare de una eireunferencia
como uitmero reciproco de su radio v extendido ¢l coneepto a eual-
quicr eurva, sustituyéndola por s eiveulo osenlador; pero la enr-
vatura se puede definir mds direetamente como fmite del cociente
del dngulo de dos tungentes of aveo corvespondiente, cuando éste
tiende a2 O Llamado 1 a la inelinacion de Ia tangente respeeto del
eje o, o sea T = aretg ¥, el dngulo gue torma eon ella otra tangente
es At y la curvatura se define asi:

At 14

= lim —— - i L
Ax oy

Esta def
en ella

Gn eoncuerda eon la dada para la eircunferencia, por ser.
As = RA~+ luego: © = 1/K

¥ veamos que también concuerda para toda
curva. En efecto:
¥" . dr

142

ds = () +y2ikde ; dr =

¥ al dividirv ds por dr resulta ln expresidn ya
conoridn  del radio det eircnlo  oseulador, es
decir:

dr C

Tara el estudio de las relaciones entre vna curva ¥ su evoluta (%6) véanse
los Complementos de Cilewlo integral,
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139. — Rectificacién de la elipse.

B!
T e Sva la ecuacion de la elipse:
e R
* e y-z
+ -1

a'.‘ L,z
Podemos hacer:

o) & — A ro=arsen {; y="heost

llamande & a la excentricidad, se tiene:
(1] R AN AR D

Bl valor: ds® == die® 4 dy* se caleula asi:

e = cost i dif = —— hsen !t _di,
st = Ju* cos® f - b2 sen® [ ] df=
De [1] saeamos: at— D=kt b=l — k%),
Reemplazando en (2] :
ds? = [aZeos? ¢ - aPgen®{ — W Fosent ] ot = 0 {1 — KT sen® ] o/

131 s= f/T— K sent . dt

integral que da la longitwd de un aveo de elipse,

140. — Integrales elipticas de primera y segunda especie.

Las integrales del tipo |3] se Haman olipticos de segunda es-
pecie v en Andlisis se demuestra gque no existe ninguna combina-
i de, funciones eclementales que sea primitiva de la funeion

en? {, pero fa funcién primitiva existe ¥ se puede caleu-
lar numérica 3 grificamente.

Hay otras integrales clipticas de primera espeeie enyo inte-
grando es del tipo:

VI—aad—k )
Como las integrales c¢lipticas se presentan muy a menudo cn los
problemas de la téeniva, se han construido tablas que dan ¢ valor
de estas integrales, para los diferentes valoves de & y de f,
Como es k& << 1, si llamamos « al arco euyo seno es k, es dedir,
si ponemos k ==sen a, la tabla da los valores de la integral al va-
riar @ 3 t. (Véase el apéndice).
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Eremreno 1.0 — Hea ln elipse do gemiejes a=2, =1 . ¢= vi

Bu excentricidad es k= 14 V 3, luego o = 60"

Para rectificar ol arco limitado por las abscisas =0, x =1, ealeulare
mos ! por la formula

1=2sent de donde: = 30°.

El valor dade por la tabla es: 0,506, lucgo la longitud del arco os
2, 0,500 = 1,012,

La longitud del cuadrante sc obtendrfi para ¢ = 90°; la tabla da 1,211
luege la longitud del enadranto es 2422

Eiemrro 2.° ~- Rectifiqueso la elipse interseceién de un eilindro ¥ un

plano:
x? y2
: b — 1 4r — dy = 1.
25 10

Adoptande v eowme variablo independiente,
ds—= V1-JFxrzfoz dy

Diferenciande las dos ceuwaciones, se despejan o', 2' ., ¥ sustituyendo en la
expresién del nrco, resulta:

‘ds = V25:(16 — y2)dy .". s = 5 arc sen Ky
La posibilided de efeetuar la integracién por funciones elementales indica
que la elipse es una circunferencia, lo quo puede observarse dircctamente en
la figura gque repr ta Ia int i¢n, comparando los eemicjes de la curve
que resultan ambos iguales a 5.
Asi la férmula obtenida de parn el nreo (¥ =0, ¥ =4) s=5=x/2 que
ea la longitud del cuadrante. -~

CUaoionN LEL PENDULD SIMTLE.

Si o8 a el fdngulo de desviacidn, In duracién de la oseilucion eatd cxpresada
por Ia integral elipties:
a
= i
r=vigf —- rr————— T
V osend W u-—— sen? 145 9
-

wi o ¢s bastante pequefio para que puedan oquipararse arcos ¥y scmos; resulin una
integral el tal, que d a In férmula T=2x Vv I/g.

EJERCLCIOB

1. — Rectificnr Ia K{numido, grificn de lan funcidén ¥ = sen z.

2. — Cundratora del 6valo definido por la ecnacién y? = cos 2.

3. — Rectifiear la eurva de Viviani (A=1: Vv 2).

4. — Expresar como integral eliptien de 1.* especie la  integral de
1: v cos 6 —conx. (Basta sustituir: {=cos Y », ¥ o8 k= 1: cos % r).

5. — Idem la integral do 1: V cos2x.

6. — Acotar el error de In férmula aproximadn del péndule,
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141, — Férmula de Simpson - Acolacion del ervor.

Para ealeular una integral cuando no es ficil obtener la fun-
¢ion primitiva, o aun obtenida resulta complicada, hay diversos
métodos de edleulo aproximado, numérico, grafico y meeanico, que
exponemos a continuacién.

Puesto que la integral representa el area limitada por la eur-
va ¥ el cje = en el intervalo {a, b) ocurre dividir éste en partes igua-
les ¥ tomar come valor aproximado del drea la suma de los trape-
cios inseritos o de los circunseritos, limitados por las ordenadas
Yor Yis Yo - ... Yo en los Puntos intermmedios, Pero como estos mé-
todos dan aproximaecién muy ivnsuficiente, solo indiearemos la re-
gla de Simpson que da resultados muy salisfactorios.

Consideremos las tres ordenadas y,, ¥,, ¥, de la funcion v cle-
gida Ia intermedia como eje y, sca el desarrollo de la funeidn :

floy =a -+ be ez de* 4+ ...
cuya integral desde — & a <+ h es:
Dah 4 2/y ch® 4 2, chS + . ...

Si la curva fuese pardbola de segundo grado, es deeir, si ol
desarrollo solo contuviese hasta el términe de segundo grado, la ex-
presién del 4drea serfa exactamente

S =R (6 - 2¢h®) : 3 = h(y, + Yy + ¥e) 0 3

pues para = I o My s o bh + ch?®
- = 0 . Y, =u
W a=h . ¥y =1 -+ bh - ch?

Cualquiera que sea la curva, esta formula dard un valor que
coineide con la expresién del drea en tres términos y el error es del
orden de h®

Si ahora consideramos andlogamente los intervalos w,, ¥, W
vevy ¥on ¥ 2l sumar sacamos h/3 factor comin, resulta la suma:

Iﬂ.-l—‘l!h-i- Ya) 4 (Yo + 2 -y o (Yane A Ben - Yan)
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Las ordenadas extremas, euya suma llamaremos F, figuran una
sola vez; euatro véces las impares intermedias cuya suma designa-
remos por f, y dos veees las pares intermedias, que llamaremos P.

Resulta asi la tdrmula de Simpson:

Avep ~ W(E - 47 -4 2P): 3 (1]

EaEsrro. — Para apliear la férmula de Simpson a la integral ecntre
1 ¥ 2 de 1/7, adoptamos k= 0,1 » caleulados los reeiprocos de 1,31; 1,25
1,3; ....; 2 con la regla de caleulo, resulta:
E=15 P=271 TI=3542

luego el drea vale aproximndamente S — 0,48; valor cxneto hasta las centé
simas, puea ln integral es 12 = 0,00, ...

Aeetaoign del erior. — el valor abzoluto de fIV () se conserva infe-
rior a M en el iotervalo (— &, - ) ¢l resto despreciado es menor que s4M /40
¥ su integral inferior a 22M /3!, luego entre — b y 1=k resulta

i crror <7 koM GO,

142. — Integracidén por d rolloz en serie.

St la faneidn Fird admite un desarrollo en serie de potencias

fla) smay - a0 — 0™ - oo G aae L

una funcién primitiva resulta como se vié en el parrafo (101} in-
tegrando eada término, ¥ el intervalo de convergencia es el mismo
de la serie dada. Al efectuar la integracién por este método debe
cuidarse, ante tode, de no aplicarlo mas alli del intervalo de eon-
vergencia, pues esto condueciria a absurdos. Ademds es necesario
caleular el grado de aproximacidn aleanzado a! tomav algunos tér-
minos, pues bien puede suceder que los infisitos despreciados (aun
siendo inzignificantes los primeros que siguen a los tomados) ten-
gan suma considerable.

El desarrollo de la serie de la funeién puede hacerse combi-
nando las propiedades ya expuestas en la leecién 23, esto es, ope-
rando por suma, resta, muliplicacién, ete., con las series que re-
presentan las funciones elementales que componen f(z), o bien con
la féormula de Mae-Laurin. Si no hay desarrollo segiin potencias
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de = o el intervalo de convergencia na comprende al intervalo da-
do, convendri trasladar el origen poniendo r— ' 4+ «, o bien
desarrollar en férmula de Taxlor, seguin Ias potencias de  — a.

EsexPro. — Una integral fundamental en la teoria de los errores es:
§exzda.
Como ln funcién cxpomencial admite desarrollo convergente parn todo va-
lor de =
-2 T2 x4 x4
¢ =1 — — 4+ —— — ———— ..
¥ o 3!
resulta para la integral entre o ¥ a:

x 1 z3 1 xs 1 x7
it P s i h

1 T 21 5 3 T

Bi tomamos solanmente los dos primeros términes, el error cometido es en
valar absolute menbr gque 72/10 i e x2 =2 103, por ser alternada la serie
En genernl: < e2 o2 <2 m al tomar un namers de términoes u s . el error
s menor que el primero siguiente, (V. Complemenfos), o sea:
1. rnel

n! o1

143. — Método de integracién aproximada de Gauss.

Lo férmula de Simpson expresa la integral mediante las tres ordena-
das ¥, ¥, ¥

Ahora bien, vamos a wer que es posible elegir las tres ordenadas no equi-
distantes de modo que el drea venga expresada mé4s exactamente por una ex-
presién también linenl, de la forma

S =K.y, -+ Byt + Hs ¥

Adoptando como origen ¢l punto medio del intervalo y tomando como uni-
dad a 1a semi-amplitud del mismo, hemos obtenido:

flz) =a, 4 ax + aa? 4 ax3 L (31

¥ su integral entre —1 y 41 es:

2a, 2a, 2a,
— + ———+ .-
1 3 5

Ensayemos ahora la determinacién de tres valores z, =, =, ¥ tres coefi-
cientes K,, R,, E,, tales que la expresién K,y, + ¥, y, + R, ¥y, coincida con cste
desarrollo, o sea: =

Hy(o, + oo, + 8o+ ayxd - _000)
+ B+, taxfa,mt b, )
+ Rafay a2 @zt gLl ) =

2a, Z2ay 2a,

-— -+ -+ + .0
1 2 "
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Igualando los coefivientes de &, @&, 4 .... resultan las condicionea:
R, + E, + E, =2
B2 +B;3 +Ey2, = 0
By %2 + By 232+ B, £,° =
Boz® + B, 28 - R, 20 = 0
Rozt + By 2t - By 5t =~

ulu

Bemd 4 Byond L Byt = 0
do donde se despoju:

B =5/ |, x,=-—"v1r U.??d..‘._
R, =870 , % =0
B, =5/ , = — Vs =774, ...

si.lu seminmplitud del intervalo es A, basta multiplicar por & las abacieas y
resulta: &
Adoptando eomo valor del drea la arpresidn:
k(Sy, + By -+ 5¥:) : 9
sicndo yo 4, 2 lag ordenadas en los puntos de absoisas:
—hvVvi5s , 0, +RV3/5
resulta wi volor del drea ouyo error es del orden da RT.
Comparada esta £6rm de Gausa con la de Simpson se ve que el mayor
trabajo del chleulo gueda compensado eon la mejor aproximaecién obtenida.
Asi, por ejemplo, si se desea calcular con solo tres datos la temperatura
media cn un dia (es decir, la "integral de la temperaturs, dividida por el in
tervalo}, deberian tomarse estas tres temperaturas a las horas siguientes:
2h 24m a/m, 12h @, O 18w p/m,
Generalicaoton, — El lector puede repetiv sin dificultad el cfilenlo para n
ordenndas, Asi p. ej. para n =4, la expresion del drea ra
S ~EW+ Rt - Bav: + Ky v,
siendo :
B,=— R, =0,1739 B, — R, = 0,5261
— 2, = -} xr, = 10,8611 — == e, = 03400

BJERCICIOS

1. — Caleular la integral desde 1 hasta 2, 3, 4, .... de la expresién o= dzx/z.
Utilicese 1a férmula de Simpson y la de Gauss,

2, — Ded los coeficientes de Gauss para n = 4, comprobando los
valores indieados on el texto.

3. — Expresar las integrales elipticas de 1.* y 2. especie pur scrice de po-
tencias del pardmetro &k y obt afi expresi eon error Menor que 0,001
para ¥k = sen 27,

Comprobar los resultados con la 1.* filn de las tablas finnlea.

4. — Calealar para £ =0,1 la funeién @(t), tabulade en ol Apéndice aobrs
la Teoria de errores,
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144. — Intégrafo de Abdank Abakanowitz.

Supongamos una curva dada por la funcién: y==f(x}; seca
F(x) una eurva integral, es deeir, tal que: " (x) = f(x); los va-
lores de F”(x) son las pendientes {g @ de las tangentes en los dife-
rentes puntos de la curva integral, ¥ coineiden con los valores de las
ordenadas de la eurva f(z) en los mismos puntos.

Adoptando eomo unidad un segmento QP, se tiene: f(x) ==iga
para cada valor de z. A medida que f(z) toma distintos valores, se-
ghin los de x, el ingulo a varia, puesto que QF = 1. Si se tiene,
pues, un medio de ir dibujando una curva ¥ == F(z), tal que la
tangente en cada punto sea paralela a la correspondiente recta
2M, dicha funeién cumplirdi la condicién: F'(x) == f(x) y, por
tanto, seri una curva integral de f(x).

En este principio estdi basado el aparato llamado intégrafe, que
dibuja la eurva integral de una curva dada.
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Una barra .44’ se traslada conservindose perpendicular al
eje x, arrastrando dos vavillas AM vy A'M’ perpendiculares a ella v
que pueden deslizavse a lo largo de ella. El estilete M destinado a
deseribir la enrva y = f(x) es origen de una varilla que pasa por @
deslizindose por ¢ segin varia la hipotenusa QM al vaviar la orde-
nada y == PM. Sobre esta varilla QM se desliza, conservindose per-
pendieular, otra varilla ¢, que forma eon otra igual ¢’ un paralelo-
gramo articulado. de modo tal que la ruedeeilla r sitnada en el
centro de ¢, se conserva siempre paralela a QM5 ¥ como estd abli-
gada a eonservarse en la misma ordenada P por la varilla »i" que

resbala sobre a, resulta que dicha ruedecilla r traza una huella tal
que la tangente en cada punto es paralela a @M, es decir, ama curva
y=F(z) tal que en cada punto es F'(x) =y, si se adopta como
unidad el segmento nt; luego F(x) es una funcién integral de f(z).

Al comenzar el trazado puede deslizarse ¢ sobre QM arbitraria-
mente, pudiendo, por taunto, colocarse M’ arbitrariamente sobre la
ordenada PM (naturalmente, dentro del limite que permiten las di-
mensiones del aparato) pero una vez flijada la posicién inicial 3,
es decir, clegida la constante de integracién, la eurva integral que-
da completamente determinada al recorrer M la curva dada.

El segmento de ordenada limitado por los puntos inieial y
final de la curva obtenida representa ¢l drea con la unidad P@ del
aparato; es decir: ¢l vecinto es equivalente al rectdngulo cuyos la-
dos son PQ y aquél segmento.
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Para obtener el drea de un recinto limitado por una curva ce-
rrada, basta deseomponerla en dos arcos por los puntos de absecisas
extremas; v, obtenidas las dos eurvas integrales a partir de un mis-
mo punto, la diferencia ¥’N” de ordenadas finales mide el drea.

Nora. — En el mudelo de Abhdank Abakanowitz, que es el mfs conovidae,
el movimicnto de traslacién se logra mediante ruedas de anvcha llanta ¥ cje &,
en loa extremos de esta barra.

La curva derivada ¥ = f(x) no se describe con el mismo punto M, ni ln
integral con el M’, sino por otros puntos M, y M’; en la prolongacién de m y m".
Esto equivale a trasladar paralelamente nmbas curvas en el sentide del eje =z,
pero subsiste la misma relacién entro ambas.

El movimiento de traslacion m ¥ m' a lo largo de a se efectin medianto
un ecarro de dos ruedecillas que cada varilla lleva en su extremo y que rue-
dan sobre sendas ranuras de la varilln 6. Estos carros situados en A4 y 4’ sue-
len llamarse carro diferencial y carre intégral, vespectivamente.

145. — Método de integracién grafica.

Cuando no se tiene intégrafo, se puede dibujar la curva inte-
gral, con bastante exactitud, por medie de métodos graficos.

Se sustituyve a la eurva por una poligonal, haciendo qgue se va-
yan compensando los errores, para lo enal tendrin que ser iguales
los trifingulos 1 =1/, 2 —=2', 3 =¥, cte, lo cual se consigue en el
dibujo eon suficiente exactitud.

Se proyectan los puntos A, B, C, D, ete, de la poligonal sobre
Oy, paralelamente a Ox. Se toma un valor OP — 1 arbitrario, que
se¢ llama base de integraeién o distaneia polar. El punto P, llamado
polo, se une con los puntos 4,, B,, ¢, ... proyecciones de 4, B,C ...
dobre el eje y.

A partir de un punto ', arbitrario sobre la ordenada del pun-
to A, se traza una paralela al primer radio polar, limitindela en la
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ordenada correspondiente al punto M. A partir de este punto M’,
s traza una paralela al segundo radio polar, limitindola en la or-
denada del punto N, Iuego una paralela al tercero y asi sucesiva-
mente.

Obtenemos asi una linea quebrada A M’ N P'D' .... que es
Ia integral de la poligonal eon que hemos sustituido a la curva, pues
en cada punto la pendiente es la ordenada correspondiente de la
poligomal dada.

La diferencia de las ordenadas extremas de la quebrada inte-
gral, multiplicada por la distancia polar, da el irea de la poligonal
con que hemos sustituido a la curva, o bien la de esta ltima, que
es sensiblemente igual a la anterior.

Si queremos construir la eurva integral de la dada, observa-
mos que los puntos A’, B’, ¢/ .... perteneeen a iicha curva inte-
gra!, puesto que para las ordenadas de estos puntus, las dreas de
la poligonal y de la eurva son igunales.

Para obtener, pues, la eurva integral, basta traxar una ecurva
que pase por dichos puntos A’, B, ¢! .... y que sea fangente en
los mismos a los lados de la poligonal.

Nora, — Bi | la comy itn como en la figura, obtenemos tam-
bién una integral poligonal, pero ya no resulta tangente n la curva integral,
¥ do ésta s6lo se ticmen puntos, como el A, B, &', I¥.

» - =
L A

He ve, pues, que es preferible el método anterior, que dn la curvn iniejial
por puntos y tangentes.

Si s6lo interesa el frea total emcerradn por la curva, ol cje Or y las ur
denadas extremas, vieno cxpresada por la diferencia de las ordenadas ey
tremas de la curva integral, que en ambos procedimientos ceinciden eon Ins
de la poligonal integral.

Tora In coadraturs dv Teeides, Yimitades per aee e acveeda, se ol
componn éstn en dos arcos, eomo se hizo en la figura de pag. 162,

EJERCICIOS

1. — Iifectuar la integracién grifien de la sinusoide, comprobando o res
sultadao. )
2, —— lutégrense graficaments funei di i de 1. es) (15).
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146. — Derivacién bajo el signo de integral.

DERIVADA PARCIAL DE f(%, %), — Si se considera ¢ fijo, la deri-
vada de f(x,y) respeeto de la variable o se llama derivada parcial,
y se designa asi: [,(x, ¥}, siendo por definicién (46) :

flxz+4hy) —fl@y) =h [[«(z9) + 8] (1]
donde d — 0 para i — 0, es decir: fijado x, para eada £ > 0 hay
un t (dependiente de y) tal que |8 < e para |k |< T

Cuando t es independiente de y siendo: |d] << & cualquiera
que sca el valor y del intervalo (a0 b)), diremos que f(x, ) es deriva-
ble en ¢l punto . wniformemente para el intervalo (a,b) de y.

FUNCIONES DEFINIDAS POt INTEGRALES, — Algorilmo andlogo al
de las series funcionales para definir funciones de 2z, es toda inte-
gral del tipo:

b
Fz)=J f(z,t}dt

en que la variable independiente es la f, siendo la z constante al
efectuarse la integraci6n, hecha la cual y sustituidos los limites, que-
da una funcién de x.

Bl ineremento AF(z) de esta funeién, para un incremento h
de x, esti dado por la expresin:

AF () = [f(oh, 1) —f(s, )] at [1)
la eual, en virtud de [1], puede eseribirse asi:
AR () = h(f'a(5,0) -+ D)t (2]
Dividiendo ambos micmbros por [2], ¥ supuesta uniforme la
eonvergencia haeia f7, se tiene:
AF(x)

S a4 f bar (3]

[ £6 . dt] <e(b—a)
luego el cociente incremental de F(x) difiere arbitrariamente poco
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del primer sumando o sea tiene éste como limite, el eual es por tan-
to, derivada de Fx), es deeir:

F(x) = ff",(x, t)dt

Tode integral cuyo integrando contiene un pavdmetro, define
una funcion de éste cuya derivada se obtienc sustitityendo el inte-
grando por su derivade respecto de ese pardmetro, suponiendo gue
la convergencia hacte ella sea uniforme.

Esto es suponiendo la integral definida entre limites constan-
tes a, b, como en c¢l caso considerado. La figura indiea el signifi-
‘eado grafico de AF(ix) al pasar de la curva correspondiente al
valor = del parfiimetro a la curva correspondiente al valor & -+ k.

f(x, a) Jix, &)
a

b (0]

i
FIEMPLO. — Compruébese In regla en la mtegral:

F(z) =}I(.1: + 1yde
o

Fr(@y =fat/ (e 1) =Ux 4+ 1) —Iz
(]

Aplicacidn ol edlowlo de imtegrales. — De una integral definida o indefini-
da que contiene un parémetro se deduce otra por derivacién respecto de este pa-
rhmetro. Apliquese esta regla a los ejercicios 3 y 4. En este viltimo la regla es
aplicable a pesar de ser infinito ol intervalo, como sc puede demostrar, pero el
lector puede admitirlo sin demostracidn.

x
Caso de limite superior variable. Consideremos: F(x) = ff(x, t)dt
%

es deecir, que la integral tenga variable el limite superior.
¥l incremento AF(x) tieme e] significado que se indica en la figura, el
cual se compone de dos fireas A - B; al dividir por A el limite de A: h es:

§ e tydt
L]

El limite de B: h, en virtud del teorema del valor medio del Caleulo in-
tegral, o8 f(z,x) al tender k hacia 0, luego:

F/(z) = [ sl )@ + [(2,2)
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NoTa.,

@ (x)
M#és general, si cs F{x) = [ f(x, t)dt
a

pueds demostrarse andlogamente:
P () _
F{x) = fLa(m )dt L ¢ (2) . f[2, g(x)]
o

¥ = también el limite inferior es variable; wp(z), hny que agregar un nuevo
término, que es: — ' (x) . f [2,p(x)].

147. — Momentos de 6rdenes sucesivos.

Consideremos un recinto plano limitado por la eurva y — f(£),
el eje t y dos ordenadas extremas en a v b.

Un elemento reetangular de superficie tiene por expresidn :
ydt, y el momento de dicho elemento de drea respecto a la reeta de
abscisa x, paralela al eje y, ¢s el produeto del frea por la distaneia
a dicha recta; es decir, (z 1) f({1)dl, siendo { la abscisa media;
si hacemos la suma de todos los momentos de las dveas elementales,
¥ ealeulamos el limite de dicha suma, tenemos, por definicién, el
momento del drea encerrada por la eurva f(t). el eje { v las or-
denadas en « ¥ b respeeto a la reeta { — .

Es decir:

o= lim. (x — ) f(t)dl — f’(x — ) f(E)dt

El momento que hemos definido se llama estdtico o de primer
orden. En general, la expresion que da el momento de orden n es:

o= f (2 — )" f(E)aL

¥ para # =2, se llama momento de inerci,
Para n =10, se tiene:
b
Mo = f f(t)dt
[
que no es sino el drea del reeinto encerrado por la eurva, ¢l eje de
abscisas y las ordenadas extremas.

La expresién del momento de orden n del dren comprendida en-
tre las abscisas ¢ ¥ x, es:

o = § (& — t)n f(E)dt;
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si la derivamos respecto a x resulta:
£ A
W= [ f{t) (& — )% di - (& —ax)#
[

y como la integral no es sino ¢l momento de orden # — 1, s¢ tiene:

xr
Wn =N Ha,y o bien: pp = n § ., do
¥

148. — Calculo grafico de los momentos sucesivos.
Consideremos una eurva ¥ — f(#) ¥ calenlemos el momento de
orden n del drea que encierra con ¢l cje {, ¥ las ordenadas en los
puntos e ¥ @, respeeto del eje de absecisa { = .
El momento de orden 0 es:

b —f F(1)at

que cs ¢l drea vaviable encerrada por la eurva, los ejes ,y la orde-

nada de abseisa { = =,
Si llamamos a csa drea variable y,, la nueva integral que da el
momenio de primer orden es:

E ]
Hy = .I'yl ol — Y.,
u

valor que podemos caleular griaficamente, integrando la curva w,
que da el drea, eomo se ha hecho para la funecién f(¢); y si inte-
gramos esta curva ¥, en la misma forma obtendremos una nueva
eurva Y, en que las ordenadas multipliendas por 2 dan log momen-
tos de inercia o de segundo orden:

k4
l"n_'2{l“'1dx"‘*2ys

Estas integrales sucesivas cs necesario hacerlas partir del ejo z,
pues todos los momentos son nulos para x =0,

» | _____li‘y D"
(R R
fj eyl D
! .
A i B'y
I 3
rd
A 4
i Rdis
ol ¢ 0] Fi d ¢ . D



IRTEGRALES SUCESIVAE DE UNA FUNCION 169

Hasta ahora hemos caleulado los momentos con relacién a la
ordenada extrema que limita a la eurva; si queremos caleular los
momentos eon respecto al eje de abseisa x — OD, del frea limitada
por ia eurva y la ordenada BC, completaremos la grafica con ¢l
segmento CD. Hasta el punto C sabemos ecalcular el drea y los mo-
mentos de cualguier orden. Si po1 el punto B’ trazamos la recta
B’ D’ paralela al eje x, tenemos en la ordenada D D’ emy, el &rea
limitada por la curva O A B C D.

Para caleular el momento estitico del frea 0 ABCD =0ABC
hacemos la integral gréfiea de la carva O B' D', lo que equivale a
trazar la eurva integral O B” como si fuera para hallar el momento
con respecto al eje B y luego prolongarla con la tangente en B”
a dicha curva hasta cortar el eje D D’ en un punto D", de modo
que el momento estdtico viene dado por la ordenada D D”.

Si se prolonga la tangente a la curva O B” hasta cortar al eje
de las ¢, en la ordenada del punto F' estd situado el eentro de gra-
vedad del 4rea de la curva. En efecto, tomando momentos con res-
pecto al eje f, del drea de la curva, resulta: M =M, —d. A, siendo
M ¢l momento con respecto al eje f; M, — momento con respeeto al
eje ¢; A — drea y d la distancia entre los ejes f y e.

La derivada de . es 3, Iuego: A=y, =Ilga y como
d.lga=y, =M, tesulta: M =0, condicién de todo eje qua pasa
por el eentro de gravedad.

Si se tratara de caleular grificamente los momentos con respee-
to & un eje, de una eurva cerrada, trazarfamos la curva integral
del arce superior, luego la del inferior; la diferencia de las ordena-
das de las dos curvas integrales da el momento busecado.

LEJERCICIOS
1. — Calenlar §z4 e*dx por derivaecién sucesiva de [ 639 dx respecto del
parimetro a.
2, — Congtruir las grificas do los momentos suersivos de y = 1 respecta
do nn eje variable desde £ =0 hasta ¥ = 1.

dz . dx
4. — Calealar —————— por derivacidn de e
(x2 + a)2 2 +-a

4. — Caleular por derivacién bajo el signo de integral:
-]

e-to sen x
—_— dx
z
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149. — Ecuacion de la linea elastica. )

Cuando un sélido econ puntos de apoyo estd en equilibrio por
accién de una o varias fuerzas, se introducen reacciones de tales
puntos de apoyo, esto es, fuerzas fiefivias que aplicadas en ellos
equilibran a las fuerzas exteriores, Los apoyos quedan asi sustitui-
dos por las respeetivas reacciones.

Egesmrros, — Una balanza en equilibrie por dos pesos iguales P quedn
sustituida por uoa varilla en cuyos extrewmos hay aplicadas dos fuerzas P haein
abajo, ¥ en su punto medio una fuerza — 2P, es deecir, hacia arriba. 8i el
propio pesa pode la varilla no es despreciable respecto de P, se considera una
earga contioun, de resultante p, ¥ la reaecidn en el punto de apoyo serfi
—(2P +p).

« 8i una vigan de peso p apoyada en sus extremos soporta la cargs P en Bu
centro, la reaccion de los apoyos es — 14(P 4 p).

Se admite en la teoria de la elasticidad que en una viga hori-
zontal, sometida a cargas verticales, la fibra gque pasa por el cen-
tro de gravedad de la seecidn carece de tensiones, ¥ gque la eurva-
tura que adopta en eada punto es proporcional al momento flec-
tor M en dicho punto e inversamente proporcional al momento de
inercia I de la seccién. Es decir, la curvatura viene expresada asi:

M(x)
E.1

=k . M(r)

siendo ¥ el médulo de elasticidad del material.

Recuérdese que el momento flector en un punte .es el momento
estitico respecto de un plano vertical que pase por él, de las cargas
¥ reacciones a uno u otro lado del punto.

Si la curvatura es pequefia, caso el mdis frecuente, ‘es decir, si
la linea eldstica difiere poco de la reecta horizontal puede suponerse
Yy’ =0, y tomarse y” como valor aproximado de la curvatura [ver
{(86) y (90)].

La eeunacién que caracteriza la linea elastica es entonces:

Y = — kM (x)
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de donde:
o =k f Mdz + C;
y=—kf[fMdz] + Cx 4 C"

Las constantes deberin determinarse segiin las condiciones de\
problema.

EJeMPLO. — 8i se trata de una viga empotrada por el extremo O y car--
gada con un peso P en el otro extremo [, el momento flector en cada punto z
es: (I—z)P,

¥ = — [le— 2] P/EI
¥ =— (l—ax)P/EI
la constante es C =0, pues en ¢l punto v =10 es ¥’ = 0; luego resulta:
Yy = — [lr2/2 — z3/6] P/EI

parfibola cibica que en la proximidad del origen difiere poco de una pariibola
ordinaria. La flecha méxima se presenta en el extremo y vale:

[ =— PI/3EI
7 $ | L
3 .~ : =

ESFUERZIOS DE CORTE

ISTUERZOS DE CORTE |

e
| =
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)
v :
GRATICA DE PENDIINTES I ;::.h'_"s;c E PENDIENTES |
H 4 ﬁ I
H :

i
LINER ELASTICA: A
LIKEA LLA!;TC-;‘“"\J \_I_/:/

150. — Construccién de la linea elastica.

Cuando la carga de la viga es eontinua, suele llamarse carga en
cada punto x a la correspondiente a la unidad de longitud en dicho
punto z; pero esto, que tiene significado claro euando la ecarga es
uniforme ,exige una aclaracién cuando la earga es variable. En rea-
lidad se llama carga en el punto z al limite de la earga eorrespon-
diente a un intervalo z, x 4 h dividida por h; si llamamos p(x) a
‘a earga en el intervalo Oz, lo que sc llatha carge wunitaria en el
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punto z no es gino ¢l limite de la earga media en un intervalo inde-
finidamente pequefie, ex deciv: la carga en el punto 2 (que no debe
eonfundirse con una posible carga aislada en él) se define asi:

fim. [pe 4 N) — pl{x)j/h=p'(x),

es deeir, la derivada de la carga total respecto del intervalo.

Por tanto, dibujada la linea de eargas, ¥ = f(z), el esfuerzo
cortante en cada punto @, esto es, la resultante de las eargas del in-
tervalo Ox, no es sino la funcién integral :

plx) -=_|’:Tf(a:]d:r.

esto es, el drea de la eurva hasta el punto ., debiendo agregarse a
esta drea las reaceiones de los apoyos, a la izquierda del punto z;
o lo que ¢s lo mismo, el esfuerzo de corte es tambifn ignal a

§ F(a)da,
i

mis las reacciones de los apoyos a la devecha del punto .

La curva de esfuerzos cortantes es, por tanto, la integral:

r
w, = [ [(a)dx
o

de la funcién de eargas, siendo la coustanie en el punto O la reac-
¢idn en este punto, euando no esté libre,

La curva de momentos flectores viene dada por la integral:

nff(*)(x—t)df 0 sea: yg=nfyldm

funcién a la que debe agregarse ¢l momento de las reacciones a la
izquierda del punto variable x. También puede expresarse dicho mo-
mento flector por la integral a la derecha, mds los momentos de
las reaceiones a la derecha. En el punto O, la constante es igual al
momento total de la viga respecto de O,

La fercera integral:

.
Ya -0; Y, dx

multiplicada por la constante 1/l representa la derivada y' de
la funcién y que define la eurva eldstiea; es decir, las pendientes
en los diversos puntos de la linea eldstica, o también las tangentes
trigonométricas de los dngulos de giro que forman con su posicién
inieial las secciones normales de la viga; y eomo son ingnlos peque-
fos, las ordenadas " miden aproximadamente dichos 4ngulos de giro,
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Finalmente, la cuarta integral:

ya’-."yud‘ﬁ

multiplicada por 1/EI representa la linca eldstica.

Con el intégrafo se obtiene, pues, ripidamente, sin mis que
integrar cuatro veees sueesivas: 1.°) la linca de esfuerzos cortantes;
2.2} Ia linea de momentos flectores; 3.°) la linea de ineclinaciones;
4.7} la linea elastiea.

La finica difieultad de encontrar la constante en el punto O se
resuclve eomo hemos indicado para la linea de esfuerzos y la de
momentos; para la linea de pendientes, suele conocerse el punto en
que la tangente cs horvizontal y en él es nula la pendiente, que-
dando asi determinada la constante, Para la linea elastica, se cono-
cen puntos de apoyo, y en ellos es nula la ordenada de la enrva.

HEGLA PRACTICA. — Se construye eada ver la eurva integral a pautic de
enalquicr punto; por el de ln curva obtenida, cuyn ordenads debe ser nulu,
segiin las eondiciones del problemn, se traza ol eje = y la curva queda referidi
a ¢l; pudiéndose integrar de nueve para pasar a la curva siguients. O bim,
si s¢ eonoee en un punto ol verdadero valor K o la ordenada, se traza el cje @
puridelamente ¥ a la distanein X,

8i hay alguna carga aislada P hay que sumer £ a las ordenadns duo lu 1.7
integral al llegar a ese punto, ¥ resulta una grifiea discontinun, pero la 2.0
integral, que representn los momentos flectores, es siemproee continug,

Cuando s6lo hay eargas nislndas, la 1.4 grifiea es una linea escalonuda, dv
segmentos horizontales.

FaesmpLo. — Viga apoyada en sus extromos, eon carga central.
8i la enrga en ¢l punto medio es P, lns reaceiones en loa oxtremos son: P2
Momentos:
y=—Ybr;
Liamnndo % =1/FI, la pendiente de Ia linea clistica en
g =k f— Y4 Prdz == (— Pxz/d | Pl2/16)F
Lincn eldistien:
y = — Pl(mi/18 — 22/16)
NoTa. — Por simetria, Lusta haeer lo construccién en la mitnd de la ix

quierda. ) )
Caso més general: curga no central. 15n la fig. 2. esth resuelto por integra
eion grafien, omitiendo trazados auxiliares. Las reacciones se determinan por
In ley de lus fuerzas paralelas

LEJERCICIOR
1. — Caleular y construir la linen elfstica de la viga cmpotrada en un
extremo ¥ curgada con dog pesos.

2, — Vign apoyada cn sus extremos con dos cargag simétricas.
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151. — Planimetros polares y lineales.

Son aparatos que dan al drea de un Feeinto plano eualquiera
recorriendoe su eontorno con un indice en uno u otro sentido.

El planfmetro de Amsler, que es el mds sencillo y practico,
consta de una varilla A € 2 provista en su extremo de una ruedeci-
Ha B perpendicular a la varilla.

Con el punto b se deseribe el contorno del recinto euya frea
se desea; el punta O estd sujeto a moverse sobre una linea fija que
ex cireunferencia o recta segin se trate del tipo de planimetro polar

o lineal. Uno ¥ otro se fundan en ¢l mismo prineipio, que expone-
mos g continuacion,

Si una varilla de longitud 7 — AC 1leva una tuedecilla R en
cualquier punto (%), que rueda sobre el plano al moverse la vari-
Ila, el 4rea barrida por esta varilla es el limite de la suma de los
trapecios circulares determinados por cada dos posiciones, cuando
éstas tienden a confundirse. El areo central del trapecio mide:

OM .dt = OR . dl + BM . dt — As+a . dt

siendo As el arco rodado por K y lamando @ = RM.

{*) En los modelos corrientes, 1a ruedecilla no tiene el centro en In._mii-
ma varilla, sino que esti montada en un ejo paralelo en un pequoﬁo_ bastidor.
Este corrimiento no altera el arco girndo cn la traslacién ni en el giro.
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Lat suma de dreas de los Lrapeeios es, por tanto:
T.OM dt =1Ts +—lut

siendo x; ¢l aveo totul rodade por la vaedeeilla en ese movimienio
escalonado de la varilla: pnes en los mu\'imientm de deslizamiento
sin rotacidn, para pasar, p. ej.. de A, C, a A, C, no rueda R

Siose vonsideran  posiciones imo:mcdla,s v se repite el movi-
miento escalonwdo, el limite del primer miembro es ¢l drea barrida
por la varilla, o sen ol drea el trapecio enrvilineo ACC* A’, ¥ en
el segundy miembro, faf es siempre el producto de Ie por el dngulo
total ¢ girado por la varilla: luego s; tiene limite. Este limite o8
precisamente la longitud s del areo rodado por B al recorrer 4 la
curva L.V, Por consiguiente:

E@ aren harride por la varville de Tongitud 1 oes: 1s - lad,

Praximerro roLan. — 31 punto € de la varilla estda obligado a
deseribir un arco de civeunterencia, para lo cual estd sujeto p()r una
varilla a# un eentro fijo €,

Segin la posicion y tamano del drea que se trata de medir, dis-
tinguiremos dos casos:

Primer ease. — El punto € deseribe un areo exterior al drea, Bl
dngulo total ¢ deserito por la varilla I es nulo, pues vuelve a_su po-
sici6n inieial sin haber deserito una circunferencia completa.

El drea engendrada por la varilla I se puede considerar como
limite de la suma de trapecios circulares, es deeir, por la integral
de la expresion [1], luego resulta:

El drea engendrada por la varilla de longitud 1 es Is.

Ahora bien : el area total deseripta por I se compone de una parte
deseripta dos veces en sentido contrario (y por tanto de suma nula)
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mis el drea deseripta una sola vez, Resulta por tanto: Se==Is; es decir:
El drea del recinto es el producto del bruze 1 por el arco des-
cripto por la rueda R, al recorrer con el indice su contorne.

Este arco s se obtiene haciendo una lectura inieial en el tambor
graduado de la rneda R y otra leetura final al volver al punto de
partida. L.a diferencia entre ambas lecturas es s; las dimensiones
de la rueda y la varilla son tales que cada eentésima de cireunfe-
reneia por ! es 1 em?, (*)

- Segundo caso. — El punto € deseribe una eircunferencia inte
rior a S. Entonces el ingulo girado por ! es 2x, y tenemos -

Area engendrada por ¢ es:  Is -} 2mal.
El drea S es igual a ésta mis el eirculo de radio r; luego:
El dgrea del recinto se deduce sumando al producto 1 . s la cons-

tante
€ w= nr? - 27 af.

Esta constante estd dada en ¢l aparato, ¥ no es preciso caleu-
larla.

PLANIMETRO LINEAL, — Se distingue del polar en que el punto ¢
estd sujeto al eje de un rarro que se mueve en el plano en una di-
receion & Como al reeorrer A la eurva, deseribe C un segmento rec-
tilineo dos veces en sentido contrario, la férmula es la misma del
primer caso, esto es: S == Is.

Puede llegarse a este mismo resultado y al célenlo de momen-
tos, como se indica a continuacién.

(*) Por tanto, cada unidad de el nonio representa 10 mm2, En muchos
modelos puede hacerse variar la longitud 7 y para algunos de sus valores viene
dnda la unidad de frea que corresponde a cada unidad de arco de la ruedecilla.
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152. — Integradores,
El iirea, el momento estatico ¥ el momento de inercia de un re-
cinto respeeto del eje z, vienen definidos por las integrales:

S [ (Y, — W) de =y . dr
Mo fdr (9. dy =V [ (3" y el = Vi y? L e
T—fdafys. dy—"/, f i uyde =", Sy . dz
entendiendo que en estas tres integrales finales \'.‘(ll'i.a de w a b,

tomando como valor y la ordenada superior y, y después varia z
de b oo on, tomando la ordenada infevior ¥, (*).

Fundamentos de los integradores, — Poniendo ¥ = . sen g, basta integrar
lus tres funciones sen a . de, 8en? g .4z, sent o . dx, que son combinuciones linea-
les sencillns de sen . dy, cos 2a . dx, sen Ja. dx, por ser:

Zoenzg=1—vos 2 qu.

4sendg=Skng—senda

¥ estas integrales vienen medidas por las ruedecillas R, R', B”, cuyos ejes tienen
las inelinaciones @, n/2 — 2, 3@, respecto del eje x, gracias al engranaje, in-
dicado en la figura, de laa tres ruedas de radios r, v, L4

8i los arcos rodados por las tres ruedecillas son s, &', s, el firea y Jos momen-
tos de 1.° y 2.° orden son, respectivamente:

S=is ; M=—3iw ; I=1/,08(38—3s")

{*) Mis adelante estudiaremos sistemiticamente cstas integrales, Ilama

das ocurvilineas,
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153. — Definiciones y clasificacién.
Una funeién f(t) se dice periédica, de perfodo T, cuando para
todo valor de ¢ satisface a la condicién:

fA+T)=f) T == periodo.

¥ no hay ningin 77 < 7" con igual propiedad.
La parte de curva correspondiente a un periodo cualquiera se
llama onda y basta cstudiar una.onda, puesto que todas son iguales.

Funcién periddica alternada es la que tiene un semiperiodo;
llamando asi al nimero 14 T, si eumple la condicién:

¢+ %T) = —fQ)

Cada onda se compone de dos
semiondas; una se deduce de la
i\t otra por traslacién y simetria.

l//\"\ t+ L
‘O %:\'\_f/.r Ejemplo: sen ¢, pero no tgt.
Periodos respeetivos: 2x y m.

Funcidn par es la que tiene las ondas simétricas respecto del
ele y, es decir: f(— &) — f(#).
Ejemplos: cos i, sen® {,

{ %\ Periodos respectivos: 2x y w.

= H 0] T T Funcién impar la que tiene
\_)'/\ _2_\/ las ondas simétrieas respecto del
origen, es decir: f(—¢) = — f(¢).

Tales son, por ejemplo: sent y tg 1% ¢. El periodo de ambas es 2n.
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154. — Funa arméni o si idales

Se lhinan asi las del tipo:

=k senjwl | w)

I arveumento of - a se Hama fuse ;3 el valor a que éste

para L= s Qo fase intedad: s la Pase indeial es nula, Ja erdfica
pasi por el origen de coordenadas,

ll valor miximo e Ja funeidn ex o] namero & v ose llama
antplitud de 1o onda o de la funcion: ol peorioda, o longitud de onda
es "= 27, w: el niimere de ondas o peciodos eontenidos en el seg-

mento 27 es mo= 2x/7, entero o no, v Hamn pulsaeidn,

La gridfiea de una funelon sinusoidal es, pites, una sinuseide
enyas ordenadas estin amplisdas en Ja proporeion k:1, v las abs-
cisas reducidas en la razén 1:m,

MNora, — Fl swovimicnto vibratorio e oo opunte sohre wno rectn estd re-
presentado por una funeidn peridgilien w = /(¢ del tiempo; o] segmento ¥, abs
visa del punte mavil sobre Ia reetn, s lhuna longecidn, 8i ¢ se expresa en
segundos, ¥ I es el periodo, s e feeenvencia ol ndmers 7 —= 1/7 de ondas
contenidas en T amddad de tiempo, es decic: widuero de vibraciones completas
por segundo. Aproximailbiinente puede suponerse entero,

Cuando la funcidn periddien es sinusoidal, o] movimiente vibeatorio se V-
mn armdénico, Puesto que | ose expresn en segundos, @ tepresentn la velocidnd
angmlar por seguinle (vd In representioeidn polar) v sustituyvendo

m==2x/" —=2zn

In Funeidn s transforma asi:

=k seniZnit —

Fatns Qunciones sinusoidales son lag mas frecoentes en Fisiea, sobre tado
en Blectrotéenice. Si. por cjemplo, un eireuito rectungulur gira alrededor de un
eje de s plano en un vumpo magnétive, so engendra en el eirenito una fuerzi
electromotriz de signes alternados cuyo valor es: ¢ =k . sen mf,

155. — Representacién polar de las funciones sinusoidales,
Aungue estas nociones no corresponden a un eurso de Céaleulo,
. resumiremos  algunas Telativas a
las lunciones sinusoidales ().
[.. ERPCHIgS A f\ Si o sobre una  eireunierencia
- ™y " e radio ¥ se mueve un punto con
k L~ N velocidad angular constante @, en
. B N ol momento ¢ habrd deserito el va-
\ _.4_._. o '_ e dio veetar un dngulo wf v la pro-
: | veceion del punto sobre el eje y vs
) = el punto de abscisa y = k.sen wf,

(* Y. p. o). nuestro Curso ciclico de Matemdticas, tomo I. *‘Las mag-
nitudes y lns funeiones elementales’’. Buemos Aires, 1924,
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Al girar ¢l punto con movimiento unitorme tenemos sobre el
eje y un movimiento vibratorio sinusoidal cuya ecuacién es
i =Kk . senwf, Si la fase inieial no es nula, sine «, la ecuaecion del
movimiento es ¥ ==k . sen(w - a).

Dadas varias lunciones sinusoidales de igual periodo, con am-
plitudes 3 fases distintas:

k. sen (o 4 ay) ;- ka.sen (of - a,) Lo - SpLsen{of 4 oy

si las representamos en el momento { = (0 por los respeetivos vee-
tores de médulos k,, k,, .... ks, » coustruimos el veetor resultan-
te K, la ordenada de su extremo A es la suma de las ordenadas de
los extremos de los n veetores: por tanto, dicha ordenada y es la
suma de las » funciones en ¢l momento £ Al vaviar #, tenemos un
movimiento vibratorio del punto Y sobre el eje y, que representa el
movimiento vibratorio resultante, suma de los n movimicntos dados.

156. — Descomposicién de funciones en armonicos.

Dada una funeién pericdiea enalguiera y = f(f), si su periodo
es T, haremos un cambio de variable » — 2xt/1"; { = =T /2x, para
que su periodo se convierta cn 2, Hecho esto, tiene importancia
capital descomponerla en suma de funeiones sinusoidales euyas pul-
saciones sean 1, 2, 4, .. .., {(a sea periodos divisores de 2x), es deeir:

flz) == by Ky sen(x +a,) + ky.sen (22 + a,)--
4+ kasen(ne 4+ @)

Por analogia con la Actistiea se dice: descomponer una onda
en omlai armdnices o0 en armonicos sucestros; pero en general no
es posible descomponerla en una suma de finito niimero de sumandos.

La primera funcién sen(z 4 @,) que tiene el mismo periodo 2x
que f(x) se llama arménico fundamental; las siguientes se llaman
arménicos 2.°, 3.°, 4.°, . ..., ¥ sus periodos son:

2n 25 2
1 2 3 n

El desarrollo en arménicos sucesivos puede descomponerse asi:

flz) =k, -+ k,.sen a, .cos x - k,.sen a,.cos2x - . ...
+k;.cosa,.sen x4 Ky .ocos a,.sen 28+ ...
¥ si lamamos a los coeficientes desconocidos:

ky.sen oy == aq; ky.co8 a3 = by glia.sen oy == uy: bycosag =5
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el problema se¢ reduce a encontrar el desarrollo siguiente, llamado
polinomio trigonométrico de orden = :
flx) =k, + @, cosx 4 b, sen = 40, c0s 22 |- b, sen 2+ .. ..
cee. g eosne b, sen nx
INTERFOLACION TRIGONOMETRICA. — Es nndloga a la nlgebraiea (Loeee. 22);
dnda una funeién f(x) so trata de formar ung suma de w arménicos con coefi-
cientes tales que Ja funcién formada coincida eom f(x) parn n valores cqui-

digtantes. Veamos en un ejemplo, cémo sc calenlan los coefieientes indeter-
minados.

Bea una funcién alternada de perfodo 2x, es decir, tal que al incrementar
en ;x cambia de signo; podemos, pues, suponer nulos los coeficientes paves y
ealeular solamente términos impares, para que al incrementar en nx los senos
¥ cosenos cambien de signo.

TFormemos una funcién de seis
términes :

o, cos ¥ 4 b, sen T | &, cos 3z -
-+ b, sen 3% - @, cos 5z | b, sen 5

que coineida con f{z) cn los pun-
tos indicados en la figurn.

Recordando los senos y ense-
i fu_ i .f:.. i i nos Jde 30° 60°, ete., se tienen
1 1 £ ! » Py
6 6 [ G f 1] estas condiciones:

=14 V 3d, 4 Yb, + b — 1 V 3a, 4 % b,
Vo= Yhu, - b V3B, —a, e a— 1 VI,
Y=l by by
Yo=—tha, ¥ VIl Fay—Yaa,— Y V3
yy=—3% Vas+teb +b 4% Viatlh
0=ga,{ a,+a,

8 do y do estas i conveni te, :
hitw=0+2b+10
W= VIb— V3D
¥ — 9 =30, Soob=(0+ w3
w—¥w=Vv3a—Vvia
Vi—¥o=a,—2a, 4 4,
Hh—%h—0=—3a, Voo gp=—(¥—%):3

Bustituyendo estos val 6, ¥ b, se despeja:

btbhh=w+vm—2=(n+¥%1+21):3
b—by=(¥:+%): V3

&t =t—y+ 20 =(p—y):3

G— = (th—t): V3
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Bumando y restando cada par de ecuaciones, salen los siguientes valores

para los coeficientes:
a=[(—%)+ V3 —1)]: 6
bi=1[{h-+%-+20) + Vi + n)]: 8
G =— (¥ —w):3
b= (th4w—m):3
4= [(3—%) — V3{z.—u)]: 6
be = [(3 + %+ 20) — V3% +v)]: 6

Catculndos estos coeficientes dibujaremos la curva que resulta de sumar
estos senos y cosenos, la cunl pasa por los 12 puntos fijados en la onda, Y en
los intervalos diferirf algo de ella, Bi esta discrepancia os tolerable, el proble-
ma queda resuelto, 8i no basta, dividiremos en mayor nGmero de partes, para
obtener mejor aproximaeién,

Nora, —- Pueden darse férmulas generales para la resolucién del sistema
de ccuaciones; llamando g = x/m, resulta:

may = Zy, cos kng
mbp = Zy, sen kng
dando a % los valores 0, 1, 2, ...., 2m — 1.

Bi cl nimero m de intervalos en que se divide el intervalo (0, n) va ere.
ciendo, las sumas tienen como limites laus respectivas integrales y resultan las
férmulas que estudiaremos en la préxima leceidn.

El trinsito de la férmula de interpolacién gque da von funcion eproximads,
& la cxpresin de ln funcidn exacfa por unu serie sv logra, puea, interealando
puntos intermedios equidistantes. Fn cambio, de la férmula de interpolacién de
Newton (93) a lan de Taylor, que también da la funcidn exacta en eierto en-

torno de x,, se pasa haciendo tender x. @, ..., lacia o,
EJERCICIOS
1. — Ot aproxi i sucesivas, dividiendo el intervalo (0,2x) en

2, 4, 6 partes, de la funecién:
y=w/dpara O <<z < w
y=—rwx/4 pura v < z < 2

2, — Idem para el ejemplo 1.* de la leccién siguiente.
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DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE TRIGONOMETRICA

157. — Planteo del probl

Tia descomposieién aproximada de una funeion periddiea f(E)
en # arménicos, es deeir: [a descomposicidn de f(7) en suma de se-
nos ¥ cosenos de areos miltiplos sucesivos, si bien puede ser sufi-
ciente en alzunas problemas de la téenien, no es satisfactoria en ge-
neral porgue el erado de aproximacion logrado sélo puede ecalenlarse
a posleriori; y si no es suficiente, precisa reanudar otra, con mayor
namero de divisiones del intervalo,

Suponicndo reducido el periodo 7' ol 2a por el cambio de va-
riable @ = 2xt/7T, vamos a abordar el prohlems de la deseomposi-
eibn cracte de f(x) en infinitos armdnicos, o sea el desarrollo en
serie trigonométrica

fle) =k, +a cona b b sena @, . cos2r ( bosen2e-l
ey cos e o by sen e 4+ L. (1)

Con métede analitico, supongamos que f(x) admite 1al desarro-
o en serie, integrable término a término, y veamos que los coefi-
cientes estidn univoeamente determinados, ealeulando para ello al-
gunas integrales elementales,

158. — Integracion de productos de senos y cosenos.

Recordando el desarrollo de senok v cosenos de sumas y dife-
rencias y supotiicndo enteros los eocticientes m y n, vesullan inme-
diatamente :

Para integrar produetos de senos v cosenos de miltiplos de t
los transformaremos en suma o diferencia de senos o cosenos:

or
f sen mx cos ne.dr =4 f[sen(m + 0 )5 4 senim —n)x| de = 0
a o

ar 2r

J cos mz. cos ny. dr e= 14 f [eos (m 4 n)x -} eos (m —n)z] do — 0
L] [

2r 2

fsen mx. sen nx.de =14 [ [cos (m—n)x —cos (m + n)x]| de = 0

puesto que las funciones primitivas son senos o cosefas, que toman
igual valor en 0 y en 2.
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Sélo un caso hay en que el resultado de las dos ltimas integra-
les no es nulo; cuando sea: m == n; pues sicndo cos (11— n)t = 1.
resulta de las férmulas anteriores:

or or
f('.m,': e by [ (1 — cos 20n)de = x
o o

or i Zr

SsenFnr, di we 14 [ (1 — cos 2ne)de — 5
o o

159.—Calculo de los coeficientes de Fourier.

Supuesto ¢l desarrollo [1] do f(») cn serie integrable, veamos
e6mo se determinan muy fdeilmente sus coeficientes.

Para caleular k, integraremos ambos miembros entre 0 y 2=,
¥ en el segundo miembro se anulan todas las integrales (segiin el
péarrafo anterior} excepto la primera, que vale 27k, Por tanto:

A key e f f )z [2]

u
o sea: k, = valor medio de f{x) en el intervalo (0,2mx).
Para caleular o, multiplicaremos ambos miembros por cos#e e
integrando se anulan todos los términoes excepto el #, » resulta:
2r ar
Sf(x).cosne.dr = {a, cos na.dr = @, .
o o
Anilogamente para determinar i, multiplicamos por sen nx e
integrando obtenemos:

j'f(:::) sen nr.die = :i‘ b, . sen® ne . de = b, x.
L) o

Despejando a, y b, obtenemos las férmulas generales:

ar 2r
1
Oy = - -ff(x).::.u‘sux.dx i by = L ff{.r) .sen wie. dx (3]
w 0 kr 0

Cada coeficiente de la serie de Fourier viene dado, por con-
giguiente, por una integral en el intervalo (0,2x) que puede calcu-
larse con la férmula de Simpson, con el intégrafo o grificamente.
Hay aparatos especiales, compuestos de varios intégrafos que dan
mecénicamente los cocficientes sucesivos; se llaman analizadores ar-
mdnicos y ®ellos nos oeuparemos después,

Resulta, pues, que si f(2) es desarrollable en serie integrable
[1] tal desarrollo es tnico; y sus coeficientes vienen dados por las
férmulas [2] ¥ [3]. Ahora bien: dada una funeién f(x) periddiea,
geémo reconocer a priori si admite o no tal tipo de desarrollo?
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Podemos ealeular los nameros [2] ¥ [3] gque Hamaremos coefi-
cientes e Fowricr de la funeién (en abreviatura: e, F.) podemos
formar con ellos la serie de Fouricr {(en abreviatura: s. F.); pero,
jenmo probar su econvergeneia v, lo que es mucho mis fificil, su-
markis v demostrar que tal suma es preeisamente f(r)?

Afortunadamente para todos los que precisan este maravilloso
instrumento analitieo, sin poder estudiar a fondo su difieil teoria,
vl eriterio priactico (que demostramos en las Notas) es gencillisimo.

160. — Desarrollos de tipos especiales, -

Se abrevia notablemente ¢l cileulo de coelicientes enando la
funeiim es de estruetura espeeinl.

Observemos ante todo gue se puede tomar como intervalo de
inlegracion [— =, -+ ] en lugar de [0.2x]: pues por la perimli-
cidad del integrando, resulta la descomposicion j

in o 2n T "

ff@meosnrwe—=§ 4 § = L f

u b n L B
v andlogamente para la férmula goe expresa b,

1o B flx) cs impar, es decir, fi — &) == — f{x). el integran-
do f(x)eosnr, toma en [— m 0] valores opuestog a los que toma en
[0}, luego Jas dos integrales son opuestas v resulta a, — 0. Por
tanto:

thy ==y == == . ... ==(),
es decir: Kl desarrollo do una funcidn impar, solo contiene senvs.

22 Hi e es par, es deeir, f(—r) = fir), el integrando
Fix) sen nxr toma cn [— n0] valores opuestos a los de [0,x], por
causa del factor sen nr, luego resulta nola Ia integral que expre-
Ba b, Por tanto:

h‘ -=x|‘12==ba=- =U,
es deeir: Bl desarrolle de una funcion pur sdlo conliene cosenos.

8i f(x) es alternada, esto es: f{o - ) = — f(x), resulta que
al inerementar z es m, si # e namero par queda ¢l arce ineremen-
tado en multiplo de 2x; luego tanto cos #x como sen ne toman el
mismo valor, mientras que f(x) toma el opuesto y por tanto las in-
tegrales que definen @, ¥ b, son nulas, Es decir:

Bg—ty =G, =Gy = .... =0
by b= by = .... =0

El desarvollo de una funcion alternada séle contiene multiplos
impares de lo ®riable.
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Eaesmprro LY — Sea lu funcidn periidies
e
s 1 Y !
b 4 4 ?
a ” am A £23

y siendo esta dltima igual a

7 o hien nul
resultn el desarrollo:

representada en la figurn;

TRIGONOMETRITA

PR AT
ay == w/2
m
dn = frosut . dt + 10 =10
v
"
b =fsenntdt 40
[

4, seglin que Rosea lmpar o par,

L 2.8en Z.aen gt 2.senb e
S e 3 i i
B 1 3 5
Ho observa que para =10, W, 3 resulta ¥ = x/2, 8 decir: ol pro-
medio de los dos limites a (!('ri.w‘]:n, 4 ieridn,
Fn cambio, parn ¢ = w/8, resulta: p = =
Faemrrno 2.0 — Sea la ondac:
W=/t oentro U< r o w
§ =--m/41 para < <L 2x
Kl desarrollo silo  contiens
senos  de miltiplos impares, por
sor la funeidm  impar y alter
nada
sen st 2cn 5 ¢
y=send 4 4+ e
3 3

En Ja figura se han dibujado los tres pr

HNEros terminoes ¥ osu suma, parn

ver como se va aproximando w la funcién dada, al tomar terminos sucesivos

de I serie.

LIEMPLO 3° — Bea la funcién definida por loa sogmentos do paralelas a

la bisectriz trazados por los puntos Z2nw,
Por ser funcidn impar (es decir:
oontendri sonos.

fi

PRy son 2t

Y aqui también ee va que para t =, Ir
promedio de la discontinuidad.

Calculndos los coeficientes, resulta facilmente:

~t)y = — [f(t)) el desarrollo sdlo
sem 3¢
3
... resulta ¥ =10, ea deeir, el

Eaenrro 4° — Efectfiense los desarrollos Jde catas funciones
» we CO8 T cos 21 [ LT
o e — _— k.
4 12 12 2= se
o X a8 3
_—
ITI'E‘.»‘_-:(-“{-UJ:)(-" i i e —
1= BE
i i
] 1
| !
5 1
1
.
-7 |O 7T 2 -




DESARROLILAG BN SRRTE TRIVGONOMITRITA 14T

161. — Analizadores armonicos.

Bon aparatos que determinan automdticamenta los primeros cocficientes del
desarrolle en serie de cualquice funcidn continua, con un nimero finito de
miximoes ¥ minimoes en el intervale (0, 27, Parm poder realizar simultdnea-
mente Ia multiplicncion do fr) por ¢l eoseno o seno de ar, v I integracién
entre ¢ ¥y 2m, transformaremos por partes las integrales que expresan los eooe
ficientes, en esta forma:

afyocosnade = fy.disennr) =y sennr o~ facnnrody
nfy.smnr.de = —fy.dicosnz) —- -y.ensnr | frosnz.dy

luego integrande entre O » 2r oy dividicmdo porowocesaliac

=it ==
fwity —— j penm .yt neh, —J TR
o=} =1

debiendo extenderse nmbas desde £ =0 hnsia 2 = 2w,

El eflenle do estos integrales se efectda mediante una esfern gue gira al-
rodedor de un difimetro horizontal paralelo al ojo r

En un bastidor horizontal buy dos cjes perpendiculures entre sl que lle
van sendag rucdeeillas + ¥ ¢ las cuales toean 2 la esafern on puntos del eireulo
mfiximo horizontal. La seccidn por este plane horizantal esti representnda por
Ia fig. 1.* y la scceidn vertical en la fig. 2.°. Debajo de la csfern ¥ tangente
a ella hay un disco de ancha lanin; si éste gira un areo Ay, también la eir-
eunferencin meridiana de la csfera girn Ay en sentido contrario, v los puntos
de contacto do las rucdecillas v deseriben zobre la esfera circunferencins me-
nores, paralelas a dicho meridinno; Ias longitudes de estos areos de circunfe-
rencin son proporcionales a los radios respectivos, luego al girar Ay la esfera,
Ia ruedecilla v gira sen a.Ay, vy la rucdecitls v gire cos . Ay.

Bastard, pues, un mecanismo gue obligue al bostidor a girar en su plano
horizontal de modo que en todo momento sea: w=—mnz; ¥ como lu varinble
independiente es w, siendo por tanto Ay =dy, ¢l areo totnl girndo por v serd
la integral definida gue figura en a,, asi como la recdecilla v marear comao
arco total girado la integral que figura en by,

Estos nmeros leidos directamente en lus graduaciones que acompailan a
r ¥y o', bastard dividirlos por nw, para tener los coeficientes a, ¥ by,

El aparato determinari tantos pures de coeficientes como esferas tenga,
{en la figurn sec han representado tres esferas solumente). Kl término cons
tante g, del desarrolle so determina por un planimeiro o intégrafo, puesto que
su significado es el frea limitada por la onde con el eje x, dividida por 2w,
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Desoripoidn del modelo HenriokCoradi. — Consta de un gran bastidor pro-
visto de tres ruedas B, B, B, de modo que se mueve solamente en direecién
perpendicular al cjo x; sobre uno de los lados de este bastidor se mueve cn
un intervalo 2« un earrito el eual lleva unido un estilete P que permite recorrer
la curva dada. Al pasar desde ol punto F al F’, el carrito se ha movide Az
sobre cl gran carro y éste a su vez 80 ha movido Ay en la direccién del eje y;
loa discos situndos debajo de las esferas, las eunles van invariablemente unidas
al cje e de las ruedas K, K. giran como éstas Ay () ¥ esta rotacidn es tras-
mitida a las esferns, v de Gstas a Ins respectivas rucdecillas r, .

Al comenzar a recorrer ln onda, desde la posicién extrema P, del carrito,
tados los bastidores estén dispuestos de modo que la ruedecilla r de cada uno
toea en el difimetro de giro de las eaferas, ca deeir, de modo que el dngulo o de
la figura es nulo. Bastarf, pues, que al avanzar z el earrito, el valor de a en
cada bastidor sca respectivamente z, 2z, 3z, 42, .... y esto se consigue fh-
cilmente, porque el carrito lleva atado en sus extremos un hilo de plata que
hace girar los bastidores mediante poleas situadas horizontalmente en la parte
superior del aparato ,formando cuerpo con dichos bastidores ¥ cuyos radios
son, respectivamente, 1, 2, 3, ..., de modo que la primera polea da justamente
una vuelta, al avanzar 2« el hilo; ¥ cuando ésta avanza #, la polea, y con ella
el bastidor que soporta las ruedeeillas r+) gira un fingulo a ==z; el bastidor
de la segunda esfera gira un Angule 2z; ¢l tercero gira 3r; ete.

En resumen, los coeficientes a,, b,; as, b:; .... se obtienen dividiendo las
lecturas en las rucdecillas del primero, segundo, .... bastidor por 1, 2, 3, ....

(") B8i, eomo suele suceder, estos discos de ejo e tienen menor radio que
las ruedas R,, E,, el arco girado mo ser& Ay sino A Ay siendo A la razén de los
radios ¥ en vez de multiplicar por 1/7 las lecturns finales en r y ', la cons-
tante serfi distinta; para cada aparato la graduncién de las ruedas r, v estd
hecha temiendo en cuents esta constante, de modo que basta una simple lectura.
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1. — Lema de Borel.

He agoi unn seneilla propiedmd e los intervalos completos  [a, B] que
no vule para los incompletoa, ¥y que por efectuar ol trinsito de lo infinito a lo
finito, &8 muy Witil en Andlisis,

Si eada puato de wn intervalo completo [a, b ticae wn enlorne, lay un
nikmero finilo de &stos, toles que cada punte del nrtr‘ami’n tiene alguno de ellos |
como entorno. ( BOREL).

Supongamos, por el absurde, que parn todo conjunto finito de tales en
tornos ¢ haya puntos  no cubiertos; biseendo [0, B], en alguna de sus mitades
[@,, &,] habrd de tales puntos; bisecado éste, en alguna de sus dos partes, gue
I]a.nmrl_-mos {u,,. b;], aconteceri lo mismo; ete. Por el teorema (11) de lus Bu-

t hay un punto E, contenido en todos ecstos
intervalos, el cual, por ]n 'Iupél:esm, es interior u uno de los entornos e; y Gste
es también entorno de todos loa puntos de los [a,, #,] que desde un n en ade-
lante son interiores a ¢l Habiamos supuesto que no podian cubrirse con ningin
ntimero finito de entornos ¢ y resultan cubiertos con un ¢; contradiceidn que
prucba la impoesibilidad de tal supuesto.

Ejercioio, — Asipnese w cada > de (0,17 ¢l entorno (Lae, 2) y véase que
ne o8 posible eubrir todo ese intervalo (0,1] con nimero finito de tales entornes.
Vemos, asi, cuin esencial es que el intervalo sea completo,

2. — La continuidad uniforme.

Para captar la esencig de este importante concepto, hada mejor que un
ejemplo. Lo funeidn y = 1/¢ es continun en todo punte distinte de 0, eomo
A ve formamdo ol ineremento:

1 v 1 b

A L P fr+h).1.

lHamundo y, a la ordenada correspondien-
te ul punte = + h.

8i se elige p. ej. * =4, y =Y, parn lograr que sea | Ay | < 0,1 bastara
evidentemente tomar |Ah|s1; pero esta amplitud munlt.u ya excesiva en cl
punto x =1, pues en 6l es y =1, mienlras ¥, toma en el entorno de radio 1
valores arbitrariamente grandes. E~ elaro que se logra hacer Ay menor que 0,1
tanto en el punto 4, como en el 1, tomando | A |=0,1; pero también esta am-
plitud resulta excesiva para todos los puntos comprendides entre 0 y 0.1, pues
en entorno de tal amplitud hay valores y arbitrarviamente grandes.

DEFINICION. — Lan continuidad de f{x) we dice uniferme en una intervalo,
si para cadn g > 0 existe otro nGmero positivo 8, tal que | f(2') — f(z") | < ¢
para todo par de puntos ', " que distan menos de .

Resulta, pues, que la continuidad de 1/x no es uniforme en ningin intervalo
(0,a); pues aunque en un cierto entorno de cada punto los valores de f(z)
difieren del que toma en 6l en menos de g ¥ por tanto difieren entre si en me.
nos de 2g, como hay infinitos de tales intervalos, ¥ los hay arbitrarinmente pe-
quefios, no es posible elegir una-amplitud minimn, vilida para todo punto z.
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Ahorn hien, si el intervalo de continnidnsd es completo (tal p. ej. el [1,2]
parn I funeién 1/} ew aplieable ¢l Lema de Borel, ¥ si § es la amplitud
minimu de los entornos elegidos pura cubrir [a, b], Jdos puntos #',2” que dis-
ten menod de § deben estar en un mismo entorno, en cuyo easo los valores de
fix) difieren en menos dz 2g; o bien en dos entornos eon punto comiin, ¥
en ese punto difiere fia) de f(2') ¥ de f{x”) menos de Ze, luego éstos difieren
entre si menos de de. Por tanto:

Toda funcidn econtinnn en intevealo campleto es wniformements condinua
en (I, (HEINE). '

De estn uniformidad hemos heelo uso en la Nota de Lece. 53, sobre reeti-
firncién de cnrvas, ¥ ahorn vamos a deducir otro importante teorema.

3. — Integracién de funciones continuas.

Hemos demostrado en (130) gque son integrables las funciones mondto
nas {continuas o discontinuas) ¥ mfis en gencral las que son monbtonas cu
eadu intervale pareial Je unp eierta partieidn finitan del intervalo [a b].
Brevemente diremos: funciones que eumplen la condicidn de Diriohlet.

Otra elase importante es la de las funeiones continuas en intervals com-
pleto |a, b], ¥ por tanto uniformemente continwas, en virtud del teorema de
Heine. Siendo, en efecto, menores que ¢ todos los incrementos Ay, es deeir,
todas lus alturas de los rectingulos que encierran la eorva (130), eligiendo los
Ar inferiores a wn cierto §, (lo que neonteee desde una particién en adelan's)
la suma de todas sus fdreas es:

H‘—-.\"(9|[,r, F) i --rb 4 e = r,—x, )] =g (b—a)

Biendo, pues, esta diferencia arbitrarinmente pequefin, resulta:

Toda funeidn conlinug en intervalo eemplelo, es infegrable en £l

11 problema de la primitiva, que =6lo en eunsos muy partieulares encueu-
tra solucién algeritmiea, queda asi resuelto para todo integrando conlinuo;
puer la integral de f{x) en [a,x] (que puede construirse com el intégrafo),
es primitiva de f{x).

Pudiera ereer el lector que para calculur tales integrales definidas lo me-
jor es obtemer previamente la primitiva; pero tal problema es en general irre-
soluble. Asi, p. ej., si f{x) = e-=2, el clileulo de la primitiva, que interesa en
Probabilidades, 1o hemos hecho en (1§2) aproximadamente, por desarrollo en
serie, ¥ en el Apéndice tabulamos los resultados. (")

(*) Esencinl en tales efileulos aproximados es la ncotacidén del error, parn
saber cuantas son las cifras exactas gue pueden utilizarse.

En vex de adoptar como cotn de error el primer término despreciade, eo-
mo hemos hecho en (142), algtn autor obtieme cota muche mayor por no uti-

dei “MahERGhK, LAEE 1901, pAE 560, a Tord mismo. bérmine Sividide por
1—at(m-1).,

Resulta asi que si se toman tres términos, ¥ 8 p. ¢j. £==1,9, su cota Te-
sulta 10 veces mayor que la nueetra; si os x = 1,99 resulta 100 veces mayor;
y siendo yn grosern la aproximacién para & > 1, tal imprecisién de la cota
In hace inservible.
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4. — Rectificacién de curvas.

Aungque sale del mareo del Calenle Jiferencinl e integral el estudio general
de Iaw curvas, darenios aigunas noeiones sdel problema,

Low perimetros e las poligongles inseriptus en un areo finito crecen al
wmterenlr noevos vértices) luego eaben dos ensos i superan o todo nibnero,
el aree se lunmn wo eetificable, o de longitad infinitn; s tales perimetros cs-
tin meotados, tienen segin (113 oo Hmite, gque se Unmn loagitud del areo. Si
date vieno sdndo por funeiones eon derivadn continun, ya hemos demostraddo (2190)
que es pectifienble: pere siotal continnidad no aleanza o los extremos, puede
resiltas o rectifieable o) aree.

Fagxria, - La funewmn contineg o, <en tredd ), estudinda en (1), tene
derividda continua, salve e el origen; siose wloptan como vértices los puntos
de contacto con fus bisectrices de los ejes, v Ins intersecciones con el ejo
las longitules de Jos lades oblienos supersin o lus ordonadas correspondientes,
vuyns samas e valores absolutos:

o z 2 2 1 1 1
b — —F et ——

e 1t

superin i todo numere, como g vid en (3900 Juego ef areo [0, 2] #o o5 veoli-
ficable, i tamporo cualquicr otro: [eh a].

L funecidn y = F{x} se lama de vardacidn acotada en ey by s las sumas
E | Ay pam toda ivisidn de (@, b} en nimero finito de partes, son inferiores
@ un ntmero fijo,

Bl rzonamiento heeho para el ejemplo unterior demuestrp on peneral
que 81 (o) s dde varineidn ne aeotads, < areo no es rectifioable,

Siln enrva viene dada paramétricamente por las funeiones x(f), ¥(t),
vome eada coerda es menor gque ln suma do los eatetos | &% |~ | Aw |, quo la
tienen por hipotenuss, resalta: sé estén acotedas ns sumas Ziar| ¥ =l Ay |,
ex decir, st (1, y(l), son de vaviacidn acoluda, lo curva €z rectifieable,

En cambio, si alguna de ellas tiene varineidn no acotadas, como las cuerdas
son mayores gue log entetos, la eorva e ex reefificable, como se vid on el
ejeniplo. Quedn ngi demostrado:

Condioibn necesaria y suficiente pare que wn uréo sew rectificable, es eqitet
las funcioncs gue lo definen scan de verincion acotada. (JORDAN),

5. — 8eries e integrales sobre intervalo infinito.

Aunque el eoncepto de integral definida nace de nn proceso infinitesimal,
ofrece parecido al de suma finita en sus propiedades lineales v de monotonin
obtenidas en (130). La analogia se hace mis patente ul combinar ambos algo-
ritmos con ol paso al limite para formar series en un easo, e integrales en
intervalo infinito. en el otro. He aqui lns definiciones correlutivas:

w " o "
My = Tim Buy Suit)dt = lim fu(t)dt
L) a a a

eon la diferencin de que n debe tomar valores maturales en el 1er caso, y toma
valores reales cualesquiera en el 2%

La integral como la serie, se llama convergente ,divergente, osoilante, se.
ghn que el limite sen finito, infinito o mexistente.
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Cuamdo el integrando es positive so6lo eabe la convergenein » w divergen
cin, ¥ vale el criterio de compuracidn, como en las series (30). Asi p. ej. pues
to que In integral de ¢ converge, pues su pr n — =2 _, {1, también con
verge la integral si el exponente de ¢ es - ¥ ——x, Tal integral de e-s2,
fundamental en Cileule e probabilidpdes y teoria Jde errores, se calenlara
en {262,

Fijemple seneilly en gue 8¢ presen
vergemein, o5 la integreal:

L los ensos de convergencin ¥ di-

famode =l yom e

Hiowm o< — 1 e3 w1 onegativo, v la primitiva ae-ioim - 1) 30, lusge
In integral conterge. 31 om > — 1 diverge. Bl om = —1 la primitiva es o] In
paritimn que ereee infinitamente, luego diverge la integral.

[uteresante es compurar la serie ¥uim) con  (u{xjdy cunndo wix) es
decreciente, Hi se construyen los rectingulos por defecto y por exceso | 1309
adoptando como escala de particidn los nimeros 0, 1, 2, 3, ... ., resulta e
lns sumas &, ¥ & que acotan ln rrad sobre (0 @) sen sumas pareiabes e
In serie; si dsla converge, también la integral, per sger sow integrales parcinles
menores que las correspondientes §,; =i la serie diverge, os decir, si las
%, erecen infinitnmente, diverge la ntegral. Por tanto: La aerie & da integrod
de funeién deereciente lgnen dguwol cardoter. (Criterio de Maie-Lourin),

Faemria. — Lu serie armdniea general: ¥n-d dene igual carfcter que la
integral de a8, luego resulta:
81 b=l lu serie diverge; si b > 1, vonverge.

6. — Convergencia absoluta y dicional.

También para integrando que tomn valores positives y negativos subei-te
la analogin con las series. Llamando f,(#) a ln funeién que coineide econ fix)
donde {stn es positiva, y vale 0 en los demfis puntos; y nnflogamente
fa{x) = — f(x) donde f(£) es negntnrn ¥ nula on el reato del intervalo (&, o)
ca [ =f,—[; ¥ repitiendo t tandis los tos (95) resulta:

Si converge la integral de | f(x) [, tambidn converge la de f(r). Esta con
vergenein se llama absolute; pero cabe Iln convergencia condigional de fi(x),

gque no implica la de f(x) |.
Ejemplo importante Je integeal
condicionalmente convergente:

P e SO
Ol T ~——2n 3In

fu convergencia se ve inmediatamente (30) observando que lus dreas e
las ondas de si ide van decreciendo al crccer el denominador y tiemden a 0.

La divergencin de la serie de valores absolutos resulta por comparacido con
la serie arménica E1/n.

Mifis diffeil es ln evaluacitn do la integral arriba indicadn (V. Elementos
de o Teoria de Funciones).

Faerocro. — I datrese ln divergencia de las integrales sobre (o)
de las funciomes siguientes:

sen T LD sens r2

x x F 2
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7. — Criterios de Abel y de Dirichlet
SBumacién por partes. — Desde Abel se usa frecuentemente en la teoria de

series la siguiente tranafor ifn, correlativa de la integracién por partes:
Llamando U=ty f-t, | ..o - ttp,y, ' Uyg=10, la suma:
Bp=thy 0y 9, 4 oo P tan [11
puede cseribirse asi:
Ba=w U, — 1) -4, (Fa— U} 4 ...+ vwy (Ua— Uy ) =
=Ua tnp U (vu—0) - Ustts—0) -+ oo 21 (O, —ap) 5

igunldnd que puede adoptar forma andloga a Ia de integracién por partes,
usando la notacién (93). Deduzeamos dos importantes consceuencins,

8i las Uy estin acotadas, es decir: | U, | < K, los términos del 2. micmbro
{prescindiendo del 1.0), son mencres que los términes de In serie:

El(ta—v) 4 (v,—v) + ....] < kv, [21
Inego aquéllos forman serie absolutamente eomvergente.

En cuanto al término inieial T v tiende a 0 8i ¢, — 0, luego Zu, v, con
verge, Tambifn si U tiene limite, es deeir, si la sevie Z4 converge, puesto
que v, tiene limite, por ser decreriente positiva.

Tenemos, pues, dos conclusiones:

La seriec Zu v, de factores T, positivos ¥ decvecientes converge si 8¢ owm-
e una w otra de estas dos condiciones:

Converge la serie Zu, (Criterio de ABEL).

Las sumas parciales U estdn acotadas y v, - 0. (Criterio de DIRIMHLET).

Nora. — En ol primer enso resultn | 8| < kty; en el segundo easo
| 8| < 2kv,.

Correlativamente se demuestran ambes critorios para las integrales, Apli-
caio el de Dirichlet n la integral de (sena)/#, resulta su convergencia, por
estar acotndn la integral de sen s, ¥ tender a 0 el factor decreciente 1/z.

8, — Series funcionales. Convergencia uniforme.

Las series de potencias y las trig dtricas son doe tipos particulares de
las serics funcionales del tipo general:
f(@) =, (%) +0(2) + oot F B (2) e m

De igual modo que la aproximacifn de una funcién continua f(z) a su
valor depende de @, es decir, ln amplitud del entorno en que el error es
| f{z) —f(a)| < e, varia con @, nsi también el nlimero de términos de la se-
rie [1], necesarios parn que su suma difiera de f(x) menos de e, depende de z.

La convergencin sc dice uniforme en (a,b) si para cada e <0 existe
un nimero n do términos tal que dicho error, o sea el resio de la cerie, es

|"1n(5) tba(E) .. | <
cualquiera que sea el punto x de (a,b).

Consideremos, p. ej., In serie geométriea 1-}-#--x2...., euyo resto es
an:(1—w). Si es £ =14, basta tomar 5 términos para que tal error sea < 0,1;
si 08 2= 3; se neccesitan 12 términos para lograr esa mismp aproximacién; ¥y
tal ndmero corece indefinidamente al acercarse x & 1. La convergencia no es,
por tanto, uniforme cm el intervalo (0,1); lo es, sin embargo, en (D,a) si es
a < 1, pues siendo convergente In serie:

l1-fad-a2-p ..., +au+....
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8¢ puede tomar n suficiente para que sen el resto < g; y como la serie pro-
puesta 1 &+ a2 - ..., tiewe los términes menores, su resto serf < g, desde
ese @ en adelante. para todo ¥ < @) ¥ también para valorcs negativos, tales
que || < a.

Fiste mismo rvazonamiento es aplieable con mayer generalidud, ¥ resulta
vate eriterio Hnmmdo 4o la seric mayorante, o de Weicrstrags:

L — 8i Jax tévminos w, som en veler abselule wmenores que los idrminos
a  de wna sevic pnmdérion convergente, pore tode x de un intervalo, fa serio
Zun(x) comverge wiiformemente en L

Axsi, por ejemple, In serie trigonométricn :

A aen 2y s0n Ny
i g s

Tz

nt

romverge uniformemente en todo el vampo real, pues la serie numériea mayo-
rvante X 1/nu2 converge, como s¢ vie oen (41), ¥ como resulta asimismo dol eri-
terio de Mac-Laurin.

La Nota de (n* 7) permite formular otro eriterio, que llamaremos de Di-
richlot : g

IT. — Converge wniformemente en (4, b) la sevie Eu (x)'0, (va decrecien-
tes) si las sumaz U (2) estdn acotadaes uniformemente, es decir: | U (x) | < K,
para todo « de (ab), y ademds se verifioa; v, 0.

En efeeto, el resto, segin dicha nota, es < kv, y desde un a se conserva
< g, para todo z de (a,b). '

9. — Propliedades de la convergencia uniforme.

La importan del eaneepto de convergencia uniforme teside, sobre todo,
en eala propicdad ;

T. 1. — 8 los férmings de una servic f{(x) = Bw,(x) wniformemente eon-
vergente en (a, b)) son fenetones continuas en el mismo, lambidn o o5 In swma
de la serie,

En efecto, descompuesta fix)
ma de log » primeros términes y R
compong asi:

T4 ) — f(x) = [8,(2+ h) —8,(2)] + B (2 + h) — Ra(x).

S (x) + R (), lamando & (x) a la su-
‘) wl resto, el ineremento de f(z) so des-

Siendo z interior al intervalo (a,d) v elegido k de modo que = 4 h lo sea
también serfin por ln supuersta uniformidad de la convergencia inferiores a e
®©n valor absoluto los dos restos que figuran en el trinomio para un cierto in-
dice n. Asi fijado =, el incremento de la funcién econtinua 8, (x) que figurn
en el paréntesis, puede h < e oligiendo | h| < &; luego para tales in-
crementos de x ¢l incremento de f(x) resulta < Se.

8i £ es uno de los extremos del intervale, resulta continuidad a la derecha
de 4, ¥y a la izquierda de b.

Otra propicdad importante es la integrabilidad término a término:

T. 2. — 8i la serie de fungiones continuas f(2) = B, (%) converge uni-
formemente en (@, b) la serie de las integrales definidas en (a,b) es igual a
la integral de la serie.

Bi designamos por U, fa intogral de u () y por F la integral de la fun-
¢ién también continua f, resulta, integrando los dos miembros de la igualdad:

flry =u(x) o ... u (T} | B ()
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que la integral F(oy difiere de la sumn 00y 4 ... 4 U (x) en la integral
del resto: pere siendo éste menor que g, deade n en adelante, su integral
U (xy 4 Uyx) — ... comverge v sy osuma es F(r),
serfe menor que g(% — a): Juego tal diferencia tiendo a 0, es deeir, la aserie

Esta propiedad generaliza ln ya demostrada en (101) para las series de
potencias, que hemos aplicado fructuosamente en (107 y (108).

Como eorolario rosulta:

T. 3. — Es legitimo dervivar término a términe una serie 2 U (2) = F{x)
#oconverge aniformemente In seric de derivgdas o D _.f(z) es deeir:
Flxy = Fixy.

10. — Relacién entre los coeficientes de Fourier de primitiva y derivada.

El eoncepto de convergencia (% » 26) por aproximacion indefinida, debido
# Wallis, ¥ rigorizado por Tolzana y Cavely, impliea seriag difienltndes parn
¢l cfileulo con series, gue detos no lograron vencer. Lo integracion término a
término la hemos npoyade (ne 9 en la convergencia unifarme en todo el in-
tervalo ;pero tal hipitesis restringe mueho ¢l aleance de ln teoria de las series
trigonométricas, poco deenrrollada todavia por esn eausa.

Adoptemos en cambio desarrollos en ¢l sentido de Fourier, es decir, expre-
semos con el symo — o orelacidn entre una funeién » s 8, F, curos coefi-
ciontes wr ealenlan por Iag formulas de Fuler (150) v escribamos:

[1] Flo) — 2(1" LT S T (3 1

"

Luege veremos que lis sumas suecsivas 8, de estn seric se aproximan inde-
finidemente a f(x), pero midiendo el error de moda distinto al de ‘Wallis, »
mfis bien audloge o la distancin cartesinnn ;pere ahora sélo interesa notar
edin sencillamente se opera con estos desarrollos. Caleule el leetor los o, F. de
la funcién F({z), integral de f(r) en (0,r); ¥ suponiendo %, = 0, una sencilla
integracién  por partes le econducirtd n estos  coeficientes: A, =—1n r/n,
B o=a_ /m; pues los términos F(r) sennr, F(r) cosnx se auulan para ¥ = 2n,

por ser I' ("’n) = nky = 1. Resultn asi ln nuevn serie de Fourier:
" . eGE AT “n . Ben T
(2] Fm) ~ €+ z:— - +
L

La 5. F. de In primetiva de [(2) se forma integrando términoe a témmino
la 5. F. de f(x).

Bi ¥ 2 0, subsiste In vonclusién, siendo F(2) la integral de f(z) — Kk, lo
que equivale a agregar ¢l término kz a la expresién anterior.

11, — Unicidad de la funcién definida por los coeficientes de Fourier.

Los ¢. ¥, de Ias funciones continuas pueden considerarse como coordena-
dng que determinan ecada funeién. No eon ciertamente nimeros que puedan
darse arbitrariamente; pero de haber alguna funcién continua eon e, F, pre-
fijados, dsta es tiniea. De otro modo: Pos funciones i con log mi
o. F, son idénticas,

Puesto que Jos c. F. de f,(@) — f:(x) =on las diferencias entre los e, T
correspondientes de ambas funciones, bastard probar:

8§ una funcidn continua periddica f(x) tiene nulos todos sius e. F., es idin-
ticamente nula.

Bupongamos que en un punto de continuidad no sen nula. Adoptado ese
punte como origen, ses f(0) = 2k > 0; ¥ por la continuidad, serd f(x) > %k en
un eierto entorno (— 2h, - 2k} el cual disminniremos, si es preecizo, a fin de
que seq cosx > 14,
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Puesto yue son nulas las integrales de 7o) cos g y de f() sen wr, tam-
bién es nuln la mtegral de f(z) por eualquicr polinomio trigonométrieo, por
ser combinacidn lineal de tales integrales, Por tanto:

2n
Ff(z) (1 —vcosh 4 cosz)nde =0 [1]
0

pues desurrollando la potencia resulta un polinomio del tipo ¢ b . eosx |
+ofeosz)2-f .... ; ¥ es sabido de Trigonometria que estas potencias se cx-
presan linenlmente mediante cosr, gen r, vos 22, sen 2x. ...

Lo grifien del trinomio ea In  cosinusoide trasladada el segmento
1—cosh > 0; luego dicho trinomio es mayor gque 1 en (— &, k), igual n 1
en b ¥y —; menor que 1 en valor absoluto en ol ‘resto, Més ain: como en ol
puntu 2k vale:

1—cosh -t (2eos2h—1) —cosh (Zeosh — 1) < conh <1
si M es una cota superior de f(x) el valor absolute del integrande en (2h, a)
¥ en su simétrieo ( —zx, —2h) es menor que M (cosh)n, nimero arbitraria-
mente pequefio al erecer n. En cambio, la integral en (— 2k, 2h) es mayor que
en {(—h, h); ¥ en Gsto, como el integrando supera a ¥, dicha integral ¢s ma-
yor que 2hk para todoe n. Por tanto es imposible Ja anulacién [1].

Buponer f{z) = 0 impliea, como se ve, contradiceién con la igualdad [1];
luego debe ser f(x) pula en todo punto.

12, — Tipo I. La serie de coeficientes converge absolutamente.

8i la 8 F. de Ja funcién continua f(x} resulta uniformemeénte convergente
on todo el periodo, su sums es unn funcidn continua (T. 1); y eomo en virtud
de (T. 2) son legitimas las operaciones vfectuadas en (159) para deducir los
e. F., resultan los mismos a_, b que para [(z); por el teorema (ne 9) de uni-
eidad, ambas funciones son la misma; o sea: Si lg 5. F. de la funcién periddica
continug f(r) converge uniformemente, su suma es [(2),

’ La convergeneia uniforme no es propiedad que salte a la vista; pero se
ve inmediatamente en este caso impoctante: cuondo lo seris de coeficientes
converge absolutamente,

En efecto como Jos 8enos ¥ cosenos no superan a1, es aplicable el criterio
de Weierstrass (n.e 8) ndoptando tal serie como mayorante y resulta unifor-
memente convergente la s. F. en todo ol campo real; luego su sumn es preci-
mente la funcién continua f{x).

Quedan asi demostrados los desarrollos del Ejemplo 4.0 dados en (160).

13. — Tipo Il. Los coeficientes tienden decreciendo a O.

En los ejemplos de s. F. desarrollados en (180), en los tabulados a conti-
nuacién, ¥ en los que figuran en los manuales para clencias aplicadas, se observa
que los coeficientes son todos de igual signo, o hien alternados.

Obsérvase, ademiis, que tales coeficientes son mondtonos en valor absoluto.
Veamos los-diversos casos que sc presentan:

Primer caso. 8i los coeficientes g, son positivos y tienden a 0 d iend
es aplicable a la seric Ea, cos nr el criterio de Dirichlet; pues recordando (Anﬁ-
lisis algebraieo, phg. 499) la expresién:

- 14 cosw -} 08 21 - .... -+ cosnz = sen(n 4 Y4)x ¢ 2 sen Yz

resulta que estas sumas estin uecotadas si se excluyen entornos arbitrariamente
pequeiios de los puntos == 2w,
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Por tanto: ln serie converge para todo x distinto de estos puntos; ¥ en vir-
tud del eitado eriterio I, la convergencia es uniforme en (f, 2g— k), por pe-
quedio gque sea b, luego la suma de la serie ¢8 unn funeién continua en todo pun-
to interior al intervalo (0,2x); ¥ lo mismo puede decirse de las series Eb, sennz
de coeficientes &, que tiendan a 0 decreciendlo; v también si In serie ge com-
poue do ambas,

Casp 2,° — 8i log cocficientes decrecientes tienen signos alternados, la trans-
formacién ' = & — n unifica los signos; luego resulta:

8i los cocficientes forman serie alternada, la s, F. liene suma oontinua ¢n
(—m, 4 n)

Tal sueede en Ej. 3+ (160} o en su equivalente:
& sen T sen 2n sen 3
e 1z 3 ’
Caso 3.0 — 8i, como acontece on los Fj. 1.° y 2o se presentan solamente mil-

tiplon imparcs do o, con coeficientes positivos, subsiste la eonclusién 1.7 pues
lns sumag de senos o cosenos son andlogas, y cstin asimismo acotadas; pero los
puntos exeluidos son cntonees = max.

Esto aconteee en Jos Bj. 1.0 y 20 de (1660, o en su equivalento:

L sem SOl DT
sga = (4;1)( == — 4 —— 4 )
1 b a

Caso 4% — Bi solamente hay miiltiplos impares, con coeficientes alternados,
la traslacidn =' = x -— Yox unifica los signos; y reduciéndose al easp 3.0, los pun-
tos de discontinuidnd son los mualtiplos impares de o,

Nos falta todavia demostrar las igualdades tabuladas en el cuadro, es deeir,
que las s 1. de las diversas funciones convergen hacia ellas, Pareceria a pri-
mera vista que siendo uniforme la convergencia en todo el eampo real, salve en-
tornos arbitrariamente pequefios de tales puntos; v siendo la suma funcién con-
tinua en todo punto, oxcepto esos puntos aislados, so podrd sustituir el signo ~
por el =; pero es preciso recurrir a un artifieio.

Obsérvase en todos los ejemplos citados de s, F. que, aun sicndo cn algunos
divergente la wnc de coefmontm, al dividirlos por n, resulta en todo caso una
serie absolut: con , @8 decir, aun siendo la s, F. de f(x) del tipo II,
la de F(x) es del tipo I,. ¥ por tanto converge absolntamente y uniformemente
en el sentido uwsual, hacia F(x); luego el signo ~ puede sustituirse por =,

Para pasar al desarrollo de f(x), utilicemos la continuidad uniforme ya de-

trad do los coeficientes son Gt Segin T, 3, es legitima lao de-
rivacién término a término, en todo punto de eontinuidad, y resulta, por eon-
siguiente, f(2) = X apcosnx 4 b sennx en todos ellos.

En general: aunque la serie de primitivas no tenga convergente absoluta-
mente ln serie de coeficientes, siempre se logra ésto tomando primitivas otra
vez; ¥ repitiendo el razonamiento anterior, resulta: )

La s, Ir. de f{w) tiene la suma f(x) en todo punto de continuidad, si los
ecoeficientes a ., asi como los b tienden mondt te a 0. Lo mismo sucede
aunque sus signos sean allernados; y también si solamente figuran arcos en
progresidn aritmética, de diferencia 2z, con cocficientes de uno u otro tipo.

Yo hemos visto endiles son los puntos de discontinuidad en eada easo; y es
ficil generalizar los resultados al easo en que la progresién es de diferencia mz
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14. — Funciones ortogonales y convergencia cuadratica.

Hi los senos y ecosenos de miltiplos de « los designnmos por ge(x), &,(7),
g:(%), ...., la propiedad esencial (159) que hemos utilizado es dsta:

S Om(z) gu(x)dz=0 8l Mmoo (1]

Toda sucesién de funciones que cumplen tal econdicién en (a, i) se llama
sistema ortogonal; los senos y cosenos de miltiplos de x son, pues, ortogonales
en (0,2x) o on cunlquier intervalo de amplitud 2.

Tl sistemn se dice nermal si ademis se verifica:

Sou(@)2 . dx=1; (n=10,1,2,....) (21
basta, pues, dividir los senos y eosenos por la constante V x para tewer un
sistemn ortonormal.

Bi f(x) es desarrolluble en serie uniformemente convergente en (@, b):
f(#g) =Za_ .g,(x) . a6,=ff(=z)9,(z)dr (3]
pues bastn repetir los razonamientos ya hechos (139); y si lamamos e. F. de
7(x) a estos nfmeros, nungue ln sevie no resulte uniformemente convergente,
veamos codmo o aproximan a f(r) las cumas sueesivas:
) g F) =ty (&Y wy () b bw g (X)) [4]
adoptande como medida del ervor ésta:
SO (x) —su(x))2de = J[ix)zdr —2 7 (r)sp(w)de 4 [a,(x)2 da
La 1.* integral es un mimero positivo, llamado norma de f(z). La 2. se
descompone asi:
Jf-sn=afr . m4a ff. .04 oc.tauff.gn=
=g o Gk L. ot
Para caleular ln 3.* desarrollaremos el coadrado del polinomio §,(2); pero
los productos de términos distintos dan integral nula, segan [1]; los cundrados
dan integral 1, en virtud de [2]; luego resulta:
SIf(@) —sn(@) )2 dn = f[(m)2do — (0,2 @,? 4 ..o 4 ay¥) 5]
de donde salen sencillns pero importantes consecuencins:

1) Las sumas X a2 son menores que la integral de f(z)2 (Desigualdad
de Bessel).

22) La serie X a2 ea convergente ¥ por tauto (35) aw — 0.

3.*) Disminuye el error al tomar mfs términos, es deeir, al erecer a.

B¢ demuestra flicilmente que los tuufimentes fy dan un polinomio &, mis
aproximado que los de otros coefiei cualesquiera.

Finalmente, el sistema ortonormal se llama completo, si no hay ninguna fun-
¢ién ortogonal a todas; y una ver demostrado gue los senos y cosencs de miblti-
plos de x forman u:stemn completo, es aplicable la propiedad fundamental de
tales =i letos: la dif in [5] exp da por la desigusldad de
Parseval, tiende a l] para ft —» =0, ea decir: las sumas 2. (%) convergen en media
ouadrdmm hacia f(x).

Tomando, pues limites para n —s oo, resulta la igualdad de Parseval:

Srizirde =ag2 a2 ... @uEhb L.l [41]

Otry sistema importante es el de los polinomios de Legendre:

1, &, 8/@E—11 , S/wE—3/u, ...,
ortogonales en (— 1,1} ¥ que se normalizan dividiéndolos por ios coef
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162. — Triedros coordenados.

La determinacién de cada punto en el cspacio de tres dimen-
siones exige dar tres ntmeros, llamados coerdenadas, de igual mo-
do que en el plano son suficientes dos.

Para definir las coordenadas eartesianas, adoptemos un triedro
de referencia formado por tres ejes z, y, 2, concurrentes en un pun-
to O, llamado origen, y fijemos en cada uno un sentido eomo posi-
tive. Esta fijacién puede hacerse de dos modos distintos.

+2_1(_:_ +Z_C -

+X

Coloecado el observador en el origen O, en el sentido del semieje
+ 2, al contemplar el plano zy puede suceder gue el sentido
{4+ z, - ¥), sea el positivo o el negativo, El primer sistema suele
ger usado por los autores ingleses y se llama directo, destrorsum o
destrdgire, y el segundo se llama inverso, sinistrorsum o levdgire, ¥
por ser el mas usado en los tratados més accesibles a los alumnos,
es el gue nosotros utilizaremos.

De otro modo: supongamos el par de ejes z, y del plano, tal
«0mo suelen coloecarse en Geometria Analitiea plana, es decir, visto
el plano por una cara (que llamaremos positiva), el sentido z, y
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sea contrario al de las sactas de un reloj con la esfera del lado de
dicha cara positiva; el semicje -~z puede colocarse en O hacia la
cara positiva del plano (triedro directo’. o bien haeia la negativa
(triedro negativo.),

Como ecada cje se eompone de dos semiejes, determinan ocho
triedros :
+e -tz dr,—y, 2 Yz i —d 2

‘ot —z  fE—Yy.—2  —w— U, —2 ; — XY

Los euatro primeros estdin sobre ¢l plano xy y los otros cua-
tro debajo. El triedro formado por los semicjes positives suele
colocarse de frente al observador, es decir, &ste se supone eoloeado
dentro del primer triedro -z, +y, -z

163- S— Cwl d d !-l_‘- i

Elegido un triedra de rvefevencia, sea diveeta o inverso ¥ un
vector unidad en cada c¢je, si por cada punto P del espacio, se tra-
zan planos paralelos a los coordenados, las abseisas x, y, 2z de sus
trazas sobre los ejes z, w, 2z, determinan estos planes proyectantes
¥y por tanto el punto P. Estos tres mimeros se llaman coordenardas
cartesianas de P.

DerixicioN. — Coordenadas carfesianas de un punto son las
abscisas x, y, z, de 8us tres proyecciones sobre eada eje coordenado
z, Y, % paralelamente al plano opuesto. Si los e¢jes son ortogonales
las coordenadas se llaman reclangulares, y en caso contrario oblicuas.

Para los problemas métricos (dngulos, distancias, dreas, volame-
neg) conviene usar coordenadas rectangulares; para los problemas
afines (paralelismo, razones simples) pueden utilizarse coordenadas
rectangulares u oblicuas; los problemas prosvectivos (determinacion
de rectas y planos, intersecciones, ...) se tratan con igual senei-
llez en coordenadas proyectivas, pero los estudiaremos en coorde-
nadas cartesianas, oblicuas o rectangulares.

164. — Ecuaciones con una variable.
Todos los puntos del plano sy tienen z == 0 y reciprocamente.
He aqui, pues, una eeuacién a la que satisfacen todos los puntos
de este plano y sblo ellos. Diremos, brevemente, que es la ecuacion
del plano. Andlogamente las ecuaciones de los planos zz, yz son res-
pectivamente :
y=0 , z=0.
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Las ceuaciones del tipo
L=—a , Yy=b , z=—e¢

representan, respectivamente, planos paralelos al yz, al zz, al xy,
que distan de ellos @, b, ¢ en magnitud y signo.

Una ecuacidn con una sola variable, p. ¢j. 2% == 1, se descom-
pone en ecuaciones de primer grado que en este ejemplo son 2 =1
y z== -1, cada una de las cuales representa un plano paralelo al
zy. En general:

Una ecuacion con une sela variable representa planos paralelos
al plano coordenado opuesto al eje correspondiente a esa variable:
son tantos planos como raices tenga la ecuacidn.

165. — Ecuaciones con dos variables.

Diremos que una superficie estd representada por una ecuacion
f(x, ¥, 2) == 0, 8i todos los puntos de la superficie satisfacen a esa
ecuacién y reciproeamente, toda solueidn de ésta representa un
punto de la superficic. Asi obtendremos la ccuacién del plano, de
la superficie esfériea, cte.

Hay un caso importante que conviene destacar. Sea f(x,y) =10
eién representard una eurva y los inicos puntos del espacio que sa-
una ecuacién que no eontiene la variable z; en el plano zy esta ecua-
tisfacen a esta ecuacifn son aqueilos cuyas coordenadas z, y la sa-
tisfacen, cualquiera que sea la z; es decir, aquellos puntos y soblo
aquellos que se proyectan paralelamente al eje z segin los puntos
‘de esta curva. Por tanto, una ecuacion con dos variables representa
la superficie cilindrica cuya directriz es la curva representada por
esta ecuacion en el plano correspondiente a estas dos coordenadas
y cuyas generalrices son paralelas al otro eje.

+2 | j_/-/

+X
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Las superficies eilindrieas mis sencillas son los planos. Asi, por
ejemplo, la ecuacion x4+ y=2 en el plano zy representa una
reeta que intereepta com los ejes segmentos de longitud 2; pero esa
ecuncidn representa en el espaeio el plano paralelo al eje z, trazado
por ¢sa reeta.

166. — Sistema de dos ecuaciones.

Una sola ecuacién no representa una cwrva, sino una superficie;
las eurvas vienen dadas eomo interseeciin de dos superficies, es de-
cir, por un sistema de dos ecuaciones.

Los puntos del eje z tienen coordenadas z =0, == 0 y reci-
procamente, tode punto que eumpla estas dos condiciones pertenece
al eje z. Diremos, pues, que ¢l eje 2 esti representado por este sis-
tema de ccuaciones. los sistemas de ecuaciones gue representan los
ejes son por tanto:

cje y=0 j =0 eje z it
x eje
g {z==0 2 y{z=0 ; y==0

Toda linea esta representada, ecomo hemos dicho, por un siste-
ma de dos ecuaciones; cada una de las enales representa una su-
perficiec ¥ la linea apareee como conjunto de puntos comunes a
ambas. IEn cada caso, se procura la eleccién de las dos superficies
més sencillas que pasen por la curva, Asf, p. c¢j., la circunferencia
situada en el plano my, representada en la figura anterior tiene
este sistema de ecuaciones:

2yt —dx— 2y 4= 0
z=0

167. — Ecuaciones de ia recia.

Dados los puntos P,(z, ¥, 2,), ¥ Pi(2, %1 %,), a cada punto de
la recta P, P, le corresponde un valor A, que es la razén simple
(P, P, P}, es decir:

P, P
A -
PP
y es sabido que a cada valor de A, distinto de 1, le corresponde un
punto de la recta, que es distinto del P,. Si A tiende a 1, P se aleja
infinitamente; si A erece infinitamente, P — P,. La eorrespondencia
se hace biunivoca asignando A = « a P, y el punto impropio al
valor A=1.
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Si proyectamos la terna sobre ¢l eje x resultan tres puntos, de
abeisas @, @, & cuya razém de distancias es la misma:

I r—
o el — £ o
P Ae— — —
’_'!,/3/ I3
T : .
il &Iy —— A
:/_' ! de donde & = --OE :
//;)\EO X— _xl 5 —A
// ™ ) i ol Proycetanda  andlogamente
1Y QI' ¢ v sobre los ejes i, z, obtenemos las
Q" e coordenadas de todos los pun-
el tos de la recta PP,, que son:
Q
Ly — AL, - Yo — Ad, i
L= —— Y= — =
1—A I—a
Para A = —- 1 resulta: Las coordenadas del punto medio de un seq-

menio son los promedios de las coordenadas de sus ertremos.

Reciprocamente, cualguiera que sea el wvalor atribuide a A en
estas cxpresiones resulta un punto P situado en la reeta, pues ele-
gido en eclla el que tiene esta razon simple A, sus coordenadas son
los tres niimeros [1]; luego coineide con el punto P. Tenemos, pues,
la expresién paramétrica de la reeta definida por dos puntos.

Si en vez de adoptar (PP, 0°) tomamos (P F,) resulta un
sistema de ceuaciones que representa ln veeta 2,00

z— 12, ¥ —1 z—2,

Ty — Ty ¥i— U, Ty — 3
_ 2]
Cada una de las ceuaciones
&L — iy Y — Y ¥— Y, £ — i, e ] T— 2y
= e [ QA i T ..
X, — %, Vi—Y% Wi— Ve T, — 2 £y —— Ty Fy— %y

representa un plano que es paralelo a un ¢je ¥ contiene todos lus
puntos de la reecta, es decir, tenemos los tres planos proyectanies
de la recta, en la direccién de cada eje.

En particular las ecuaciones de ln recin determinada por el
origen y el punto P, (&, ¥,, z,) son
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luego resulta: lu condicidn necesaria y suficiente para que dos pun-
tos estén alineados con ¢l origen c¢x la preporcionalidad de sus
respectivas coordenadas.

168. — Ecuacion general del plano.
La ecuacién de primer grado:

Ar—+ By - C: - D =10 [3]
representa un eonjunto de puntos gue tienen esta propiedad: si
(€ Yoo 2} 3 (&, 9, 2,1 son dos puntos de ellos, las coordenadas de
la reeta que determinan, o sca los valores obtenidos en [1]

Ty — Ak, Yo — Ay, fo — AZq
1—A 1-—a 1—2A

la satisfacen. Alora bien. Ia ceuacicin [3] no representa una recta,
puesto que x ¢ y pueden tomar valores arbitrarios; y como todo
punto del espacio no la satisface, tal conjunto de¢ puntos es um
plano. (®).

$ Representa esta ecuaeidn todos los planos posibles?

Dados tres puntos no alineados (x, ¥, 21}, (2. ¥22,), (%5 Y5 25),
la cenacion :

| i z 1

| £ o & 1
= & R -0 (4]
W Yo £a 1
Iy Ya £y 1 !

es de primer grado y sc satisface por las coordenadas de los tres pun-
tos; luego, representa el plano determinado por éstos.
Otro modo de eseribir la misma ceuaeitn es:

| x—u W-—1 ez, |
Ly — &,y Ya— By |=-0 (5]
Xy X, Y¥a— MW 2—a |

que se deduce restande la segunda fila de cada una de las otras,
(®) Basta recordar ¢l postulado fundamental que define la recta E, o
plano E., el espacio F,,
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EyempPLo: Plano determinado por los puntos (2, —1, 5), (4, 0, —3),

Qa, 2 1n.
x—£2 v+ 1 t—0
2 1 -8 | =0
| —1 3 — 4
Nota. — Falta examinar el caso en gne la ecuacién [4] o su equivalente [5]

tenga todos los coeficientea mulos, es decir, scan nulos Jos tres menores com-
plementarios de los olewentos de In primera fila de [5] ¥ por tanto se verifique:

ry—T, V— S35
r—x, Yo n—=
es decir, en virtul de [2] estAn alineados los tres puntos.

169. — Ecuacién segmentaria del plano.

5i los cuatro coeficientes A, B, €, D son distintos de 0, obte-
nemos una interpretacién geomdétrica interesante. Haeciendo y —0;
zm= 0, ¢l segmento a gue el plano intercepta eon el cje = o sea la
abscisa del punto de interseceion con este eje, viene expresada asi:

D
0 =—
A
Andlogamente:
D D
e S = S
B o

Luego dividiendo por -—— D la
eceuacion general

Az -+ By + Cz 4+ D — 0,

resulta ésta, que pucde formarse directamente, conocidos a, b, c:

x -]
Gl 5.2 (6]
[ b c
EJEMPLO: Plune que intercepta sobre los ejes segmentos 2, 4-3, — 1.
La ecuacién de diclo planc es:
=

Al
o

170. — Planos proyectantes de una recta.
Cuando la reeta viene dada como interseccion de dos planos

P==0, @ =0, sus planos proyectantes, paralelamente a los cjes, sc
obtienen inmediatamente climinando una variable entre ambas ecua-
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cipnes, pues la ecuacion obtenida se satisface para los puntes de la
reeta y careee de una variable, luego el plano obtenido pasa por la
reeta ¥ oes paralelo a un eje.

Faeumrro: Sen In reeta de ceuaciones:
dx— 2y +o=
T+ y—a2=2

Sumando, se elimina 3 y resulta: dr—y =23
Sumando a Ja 1.* ecuaeién el duplo de lu 2 Jr—zo=5
Restando de In 1.* ecuacién ¢l triple de ia 2.%: S5y — 4z =5

Si se desea proyeetar la reeta P — 0, @ — 0, desde un punto pro-
pio (x, 3 2,), el método mis sencillo y rapido es éste: la ecuacién
P — ) @ =0 representa un haz de planos que pasa por la reeta;
para que un plano de ellos pase por el punto (z; ¥, 2,), éste debo
satisfacer a la ecuaecién y sustituyendo las enordenadas s» despeja
el valor de A.

EJeEMPLo: Sea ln recta de ecuaciones:

Jp—dy— » =

LI

x40y — 8=

1 plano que la proyecta desde 0, se obtiene eliminando ¢l término eons-
tante, y para ello basta restar, resultando asi el plano: z —8y -2 =0,

Parn provectar ln mismn recta desde el punto (1, —2, 1), restaremos de
cads una de ellas, la otra multiplicada por X

2 —3y—z—2)=Wz+Sy—8c—2)

Y sustituyendo las eocordenadas (1, —2, 1) resultn: ) = — 8/4.

Por tanto, la ecuncitn del plano proyectante es: 31r — 14y — 232 = 36.

LEY DE DUALIDAD. — Los coeficientes w, v, w de la e~uncién del plano:

vy - wz - 1=0

se lluman coordenadas pliickerianas del mismo, Fijados =, ¥, £, todos los plunos
(#, v, @)} que satisfacen n esta ecuancitn forman la radiacién gue tiene eso wér-
tice. Toda propiedad de incidencia de puntos rectas y plance tienc su correlotivae
o dual sustituyendo los puntos por planos y viceversa.

EJERCICIOB

1.— Hallar ¢l plano que proyecta desde el origen a la recta interseccidm
de los plancs 2x - 3y 42 =1; 3z — y— 2 = 2, Id. id. desde el punto (1, 0, 2).

2.— Trazar por el origen una sceante de dos rectas dodas, (Pasta obbener
los dos plunos proyeetrntes de nmbas),
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171. — Distancia entre dos puntos.

Los planos paralelos a los coordenados trazados por £, y P,
forman un paralelepipedo reeto
rectingulo; las tres aristas que
eoncurren cn P, tienen longitu-
des &, —Tys Y1 — Vo3 H1—20 ¥
la diagonal r por el teorema de
Pitdgoras, viene expresada asi:

+Z

La distancia entre dos puntos

5o i '* estd dada por la raiz cuadrada
i e i Ius diferencius de coordenadas
AR correspondientes.
= (xy—x)? (Yo — 1)+ (5 —a)? 1]
172. — C y coeficientes directores de una semi-recta.

La scmi-recta P, P, forma con cada semieje positivo un éngulo;
los coscnos de estos tres dngulos se llaman cosenos direclores de la
semi-recta ¥ también del vector P, P,; los representamos por a, 8, ¥.
La semi-recta opuesta y el veetor opuesto tienen cosenos directores
opuestos: — o, — B, — y.

Como P, A es la proyeceidn de P, P, sobre la paralela al semi-
eje x, y andlogamente las otras aristas, resulta:

Xy — X, =i Y — Yo =14 Zy—ZgemTy

siendo » > (. Elevando al euadrado y teniendo en cuenta [1] re-
sulta:
0F 4 B =1 (2]
Las aristas del paralelepipedo son, como se ve, proporcionales
& los cosenos; estos tres nimeros u otros eualesquiera proporciona-
les a ellos y de igual sigho se llaman ceeficientes directores de la
semi-recta P, P,; obsérvese que los coeficientes directores son opues-
tos para las dos semi-rectas opuestas; estos mismos, multiplicados
por eualquier namero positivo o negativo, se llaman coeficientes di-
rectores de la recta.
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Dados los coeficientes directores a, b, ¢, es deeir:
a=ka b=kg c=ky
sumando los cuadrados, resulta: k = \/a® 4 b% 4 ¢*

Es deeir, los cosenos directores se deducen de los coeficienies
directores dividiéndolos por la raiz cuadrade de la suma de sus cua-
drados. Segin el signo que adoptemos para k, resultan los cosenos
de una u otra semi-recta.

Para todos los problemas de paralelismo, perpendicularidad, ete.
bastan los coeficientes directores; para las medidas de dngulos se
precisa obtener los cosenos,

Los coelicientes directores de la recta dada como interseccién
de dos planos se caleulan eé6modamente obteniendo dos puntos de
la recta, por cjemplo sus trazas sobre dos planos coordenados; las
diferencias de coordenadas son los tres coeficientes directores. Se-
_guin el orden en que se resten resultan los de una u otra semi-recta

REGLA PRACTICA. — Colocado de fremte el plano », 7, resulta esta norma
para saber la direccién de una semi-recta:

Hacla 1a derecha gi o > 0, hacia adelante si § > 0, hacia arriba si 4 > 0;
¥ al contrario si alguno de estos cosenos es negativo.

Eremprro: Caleular los dngulos };ue forma con los tres ejes, la bisectriz del
primer triedro: -+, + ¥, 4.

Como los fingulos son igusles, los coeficientes directores son 1, 1, 1; luego
los cosenos se calculan dividiendo por /3 ¥ buscando en la tabla de cosenos
el fingulo cuyo coseno es 1/V 3 resulta el Gogulo buscado, que vale 54° 44,

173. — Angulo de dos rectas.

Dadas dos semi-rectas r y +’ de origen O, cuyos cosenos direc-
tores sean (a, 8, v) (¢, £, ¥'), la
proyeceién sobre 1’ del vector de
longitud 1 sobre 7, ¢ sea cos ®, es la
suma de las proyecciones de sus tres
componentes, es deeir:

cos w=—aa’ + 88 + vy (3]
- ' o i Por tanto: El coseno del dngulo
de dos semi-rectas es la suma de los
productos de los cosenos directores de una por los de otra.
La condicidn de perpendicularidad de dos rectas es que la su-
ma de los producios de los respectivos coeficientes directores sea
nula: ae’ 4 bb’ 4 cc’ = 0.
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Niétese que para la perpendicularidad basta considerar coeficien-
tes directores, mientras gque para calcular el dngule son precisos los
COSENOS.

En algunos easos, p. ej. ¢l que veremos en (179), interesa ex-
presar sen . Restando las igualdades:

1= (o P24 ¥2) (o2 4 B2 4 v"*)
cos®*w = (aa’ + B" + yv)?
¥ simplificando el 2.° miembro resultante, sc tiene:
sen® ;= (By" — B'y)? - (yo’ — y'a)* 4 (uf’ — o’8)* 31

174. — Angulo de dos planos; paralelismo y perpendicularidad.
La ecuacién general del plano es

A(r—2) + By —¥) +Clz—2z,) =0

siendo (x,, ¥y 2,) un punto del mismo; pero & — &, ¥ — Yo, &2 — 2o
son los coeficientes directores de todas las reetas del plano, luego
esta relacién cexpresa que la recta de coeficientes divectores
(A, B, ) o proporcionales a ellos, es perpendicular a toda recta
del plano, es decir, perpendieular al plano. Por tanto:

La condicidn necesaria y suficienle para que ung recia sea per-
pendicular a un plano es que sus coeficienies directores sean pro-
porcionales a los coeficientes direclores del plane.

Para el cileulo de a&ngulos, todo plano se puede sustitnir por
una reecta normal, es decir, por una recta gue tiene como coeficien-
tes directores los del plano. Dos planos son paralelos, si lo son sus
normales, luego:

La condicion de paralelismo de dos planos es la proporcionali-
dod de sus coeficientes directores.

Dos planos son perpendiculares si lo son sus normales, luego:

La_ condicién de perpendicularidad de dos planos, es gque la
suma de los productos de sus coeficientes direclores sea nula.

Mis general: El coseno del dngulo de dos planos es la suma de
los productos de los cosenos directores de ambos planos.

Nora. — Llamando producto escalar de dos ternas a la suma de productos
de las componentes homélogas, por razones que después se verdin, se abrevia
el emunciado de ambos teoremas.

175. — Cuad moptico de las relaci entre rectas y planos.

‘Resulta asi el cuadro sindptico siguiente, que comprende los
seis casos posibles:
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Elementos homegéneos:
paralelismo: proporcionalidad de coef. direetores.
perpendicularidad : prod. escalar de coef. directores nulo.

a b c A B C
ri = =— = || = ==

o b’ e A’ B c
rir an’ -4 bb" 4 ¢cc" =0 alx AA'4 BB 4 CC'=0

Elementos heterogéneos:

paralelismo: prod. escalar de coeficientes direetores nulo.
perpendicularidad : proporcionalidad de coef, directores.

r|a- Aa+Bb 4 Cc =10
A B C

rix — - — = —
a b c

176. — Ecuacién normal y distancia de un punto a un plano.
Si son a, b, ¢ los segmentos que intercepta en los ejes el plano

Ar+ By +4Cz=D [5]
la ecuacion se puede eseribir asi:

x y z
— 4+ + —— -1
a b c
Llamando p a ia distaneia ab-
soluta de O al plano, y a, 8, v a
los cosenos directores del wvector
OP es

p=ao ; p=bB : p=—cy

Como cosenos directores del plano orientado adoptamos los de
su veetor normal, es decir, a, 8, y, ¥ no sus opuestos. Sustituyendo
resulta:

za+yB+zy=p

Esta ecuacién se llama normad; sus coeficientes, en vez de ser
los eoeficientes directores A, B, €, son los eosenos directores a, 8,.v,
es decir, se deducen de ellos, dividiéndolos por =+ /A?* - B® 4 C?,
de modo que el segundo miembro resulte positive. Por tanto:

Para formar la ecuacion normal del plano basta dividir la ecua-
cidn ordinaria por la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de los coeficientes directores, con signo 4+ o —, de modo que re-
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sulte positive el segundo miembro conslanle. Este expresa la dis-
tancia del origen al plane.

EJempLo: Bea el plang 2zx — 3y + 62 = 5.

La ecuacidn no es normal, pues la raiz de la suma de cundrados de los eocfi-
cientes directores es \/m =7, pero se convierte en mormal dividiendo
por 7 y resulia:

2z Ay Gz 5

—_——— f —— = —

7 T 7 7
Los ecosenos directores son: 2/7, — 3/7, 6/7 y Ia distapeia del origen al
plane es 5/7.

Nora. — FEn los haces de planos parslelos conviene adoptay para todos
estos los coeficientes q, f, v de uno (lo gue equivale & fijar un sentido en In
normal) ¥ entonces tomn p valores positives o negativos seghim 1o posicién
del planc.

La distancia entre dos planos paralelos:

Ade 4+ By 4-Cz =D
Ae +By +—Cz: =D
es por consiguiente ) — D’ si estas ecuaeciones estan en forma nor-
mal. En ecaso contravio, habrd que dividirlas precisamente por
\/:F‘|' B0
La distancia del punto (r, 4, 2,) al plano [5] se obtiene tra-
zando por este punto el plano paralelo:
Al — ) ++ Bly—y) + Clz—2,) =0
o sea Aw + By + Cz = Ax, + By, -+ Cz, 6]
¥ la distaneia del punto al plano [5] es la distancia entire los pla-
nos [5] y [6] es decir:
d Axy + By, + Cz,— D 7]
VA7 BE 4 7

Luego, In distancia de wn punto a un plano es el valor que
toma en ese punto el cnatrinomio de la ecuaciém normal.

La distancia dada por [7] resulta positiva si el punto esti a
distinte lado que el ovigen respecto del plano.

EJERCICIOS
1. — Obtener las ecuaciones de los planos bisectores de un diedro.

2. — Calenlar la distancia de un punto a una recta.
3. — 1Qué representan las Inccunciones liveales de variables z, y, 21
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177. — Suma y diferencia de vectores.

Importantes magnitudes fisicas (V. Notas) han condueido para
su estudio ¥ medida a la introduceidn de ciertos entes abstractos,
llamados vectores y tensores.

Se llama vector a un par de puntos dados en un eierto orden;
el primero se llama origen, el segundo exfrenmo v su distancia md-
dulo del vector. Designaremos los vectores por maytsculas y sus
médules por las correspondientes mindseulas; es decir: |4 |—a.

Dos vectores se dicen iguales cuando los dos segmentos son
iguales, paralelos y acordes; escribiremos: 4 = B.

Esta definicién de igualdad caracteriza a los vectores libres;
finicos que estudiaremos. Para los vectoves axiales se exige la coin-
cidencia de sus reetas. (V. Curso cielico, 1. I).

Los cosenos directores de la semirrecta que define el vector se
llaman también cosenos directores de éste.

Dados dos veetores A, B si se aplica B en el extremo de A (eﬁ
deeir, se transporta un vector igual al B), el veetor cuyo origen es
origen de A y su extremo es el extremo de B, se llama suma A -+ B.

Componente de un vector sobre una recta es el veetor proyec-
cién sobre ella; si se adoptan tres ejes = y z, de origen O, cada vee-
tor A tiene tres veetores componentes 4., 4, A. euyas medidas
con las unidades adoptadas en los respectivos ejes llamaremos coor-
denadas del veetor, y pueden ser niimeros positivos o negativos; de-
signindolas por a., a,, a., o brevemente x, vy, 2

Si se suman progresivamente varios vectores A +B -4 .... 4+ L
se va formando una quebrada cuya proyeeeién sobre cualquier recta
es la suma de las proyecciones de sus lados, o sea: la componente de
la suma sobre cualquier eje es la suma_ de las componenies da los
sumandos; las coordenadas de la suma son las sumas de las res-
pectivas coordenadas de los sumandos.

Por tanto: la suma de vectores es conmutativa y asociativa.

La diferencia € — A es el vector que sumado eon 4 da C; se
obtiene sumando a C el opuesto a A, que llamaremos A’, pues re-
sulta:

0+ A4 +A4=CH (4’4 4) =C
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Producto mA de un veetor A por un niimero, o de un niimero
por un vector es el vector de igual direecién cuyo médulo se ha
multiplicado por m; si m es negativo, cambia el sentido.

Evidentemente

m{A 1 B) =md +mB

puesto que cada componente de la suma es la suma de las respecti-
vas componentes de 4 y B; y al multiplicar eada una por m también
la suma queda multiplicada.

Los veetores adoptados como unidades en los tres cjes seran
designados por U, V, W; por tanto, el vector de coordenadas x, v, 2
como suma de sus componentes, se expresard: A = U 4+ yV 4 zW.

178. — Multiplicacién escalar de vectores.

Producte escalar (o interno) de dos veetores A, A’ es el pro-
ducto numérieo de sus médulos por el coseno del dngulo que for-
man. Es, pues, un nimero, positivo o negativo, segin que el dngulo
sea agudo u obtuso, dado por la expresion:

[1] A A'=a.a’.co0s A4’ = a. proy A* = @' .proy A

es decir, es el producto del mddulo de un vector por la medida de

la proyeccion del otro sobre él, con su signe correspondiente.
Sustituyendo el coseno por su expresién mediante los cosenos

directores a, f§, y del A y o f, y* del A’

A A" == aa’(ac’ + BB’ + yY') = aa.@’a’ = ap . @B - ay . a'y';

¥y como estos productos son las eoordenadas z, vy, z de A y «/, ¥/, &

de A’, tenemos la expresién:

[2] A A=z’ 4+ y.y +2.2

EreMPLo. — Bi un vector representa una fuerza y el otro es el camino re-
corrido por el punto de aplicacién, el producto escalar rep ta el trabajo
positivo o negativo realizado por la fuerza. Bi lss componentes de ésta son
z,¥,¢ y las del e&:nino son o', ¥, &' el trabajo es: mx’  yy' + 22,

El producto escalar es conmutativo; y sélo se anula si es nulo
alguno de los vectores, o cuando éstos son perpendiculares,

También el producto esealar tiene la propiedad distributiva, pues
si se sustituye en [2] el vector A’ por B’ - (', el segundo miembro
se descompone en dos sumas que son A.B’ 4 4.C".

Es decir: A(B'-4 ") — (B’ L C)d — AB’ | AC",
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179. — Muluplicaciém vectorial o externa.

Producto veclorial {o externo) de A por B es el veetor de méb-
dulo ¢.b.sen AB perpendicular al plano AB y gue forma ¢on 4 y B
un triedro positive. Lo vepresentaremos asi: A > R,

El mé6dulo del producte vectorial es, por tanto, el drea del pa-
raleldgramo que forman los dos vectores aplicados en un mismo
punta.

Al permutar /1y B eambia de sentido el triedro, luego resalta:

AX B=—B>A.

B51 tres veelores ortogonales [, V., W de médulo 1 forman un
triedro positive, es, por tanto:

[3] U V=W , VX W=U , WxU=V

pero resultan signos opuestos, si el triedro es negative.

El producto de cualquier veetor por si mismo es nulo; ¥ lo mis-
mo sucede si son paralelos los dos factores. Reciprocamente, el pro-
ducto veetorial solamente es nulo si es nulo algin factor, o si am-
bos estdn en reetas paralelas o coincidentes.

Dados los veetores A4 y A, sean x, ¥y, 2
las eoordenadas de A y #, ¥, 2 las coor-
denadas de A’, demostremos que ¢l pro-

ducto  vectorial .l > A* tiene las  coor-
denadas

(4] w2 —zy" ; 2x’ — >z’ xy — yx’

es deeir, tiene la expresidn

W v v ow |
z | —an | « 5] v |
2l | B v

1.7 Aplieando la formula [3] de (173) se obtienc:
By — PF'y)® +H{ye’ — y'a)* 4 (aff’ — o'f)* = sen* 447

luego ¢l modulo del vector asi formado es ga’ sen 4",

2° Como z, ¥, z son los coeficientes directores de A, p son
z', ¥, 2’ los de A’, los cocficientes directores de la direecién per-
pendicular al plano AA’ son precisamente los [4], es decir, el vee-
tor expresado por el determinante es perpendicular a A y A"
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3.0 Para ver siosu sentido respecto de A4’ ¢s positivo, basta
comprobarlo en el o

0 mids seneillo: si A4 v A" son los vectores uni-

tarios I7 ¥ T, el determinante se reduce o

| 14 V W |

| 1 ] | = W

P01 0
que es, en efcveto, ¢ producto T7 % 17, =i ¢l triedro de refereneia es
postlive; pero si es negativo ¢l producto es ¢l veetor opuesto. En re-
sumen : El producto A X A" esti expresadao por el determinanie |}
o por lus coordenardas (4] si ol dricdre de referencia es positive; pero
st éxte e megativo, cs preciso mulliplticar el determinante y las
coordenadas por — 1.

De o expresian [4] resulta la propicedad distrtbafiee:
[6] A (A Ay = A -4 XA,

pues siose sustituye o =, + o, . ¥ =y, -+ Y.
cn - [4] resultan como coordenadas las sumas:

, & ey A

Yo — i

LYy — YT
+ vz, — zy, + zry — iz, +wip, — yre

es deeir, las coordenadas de A < A, més las de A X A,.

EJempLo. — El produeto veetorial se ha introducide como una generali-
zacion natural del momento de un veetor o respeeto de un punte P, al eual po-
dremoz nhora definir como produwete vectorial del vector A por ol vector que
tiene el origen P y el extremo en la recta da A,

De las propicdades demostradas resulta: o momenteo de una Swma de veo-
toree ef la suma de sus momentos,

Notaciones vecioriales, — Todavia se usun diversas notaciones para el
producto vectorial, tuien operacidn nueva de ln Aritméticn veetorial, ya que el
producte esealar, por ser gencralisucidn el producto de nimeros, debe desig-
narse como se hnee en Algebra, es decir, con un punto o sin signe ninguno, de
igunl modo que la adicidn ¥ la sustraecion =c siguen representando por 4 ¥ —.

El signo de Burali- Forti es usado par los antores italianos v también
por algunos de otros paises (Butty, Garnier, Tainé .. ..). Algunos alemanes si-
guen usundo la notacion (A . B) para ¢l producta esealar y ln [4 . B] para
ol vectorial,

El comodo signo X se va imponiendo en los libros modernns franceses

(Juvet, Vercunet, ..... b alemanes {(Kowalewski, Lagally, ..... 3}, ete.
EJERCICIOS
1. — La condicién necesarin ¥ euficiente para que los vectores 4, B, 0,
gean paralelos a un plano, es: A(B X C) =0,
- 2. — Demostrar Ia relaeién:
A4 X (BXC)=(4.C)B— (d.B)C
3. — Demaostrar que el produeto Hamudo mixto de tres vectores: (A % B)i6

que tienen el misnta origen, representa ol volumen el paralelepipedo que de-
terminan.



Leccion 45
ALGEBRA TENSORIAL

Funciones fisicas de punto y de conjunto.
Las magnitudes fisicas son de dos tipos: funcienes de punto v
funciones de conjunto. He aqui algunos cjemplos:

La temperatura en un punto, la velocidad de un punte material, la ten-
sidn e un edlido en uno de sus puntos, cusndo actian sobre el cuerpo fuerzas
exterioves, son ejemplos de magnitudes del primer tipo, esto ez, funciones de
punto, nunque de eluse muy diversa, que pronte distinguiremos, Ea cambio,
las longitudes, fireas, volimenes, momentos de cualquier orden, de lineas, su-
perficies ¥y euerpos; v la fuerzu viva de un mdvil, sen funciones de conjunto,
pues asignan n cada continuo, sca arco de curva, 'l‘(\"'ll'lt(} plano o tridimensio-
nal, un mhmere o bien un wvector, o més en ;,onerul un tensor,

Clasificacidn de los magnitudes puntuales. — Fn un punts P poeden
erngidorarse mugnitudes fisicas de tipo muy diverso, He aqui algunos ojemplos:

1) Masa del punto materinl aislado, densidad de la materin continun
en P, potencinl cléetrico en P, tomperatura, ete. Tales magnitudes pueden or
denarse en pgealn de menor a mayor y son susceptibles de medidu por un ni-
mero real, positive, negativo o nulo, Se llaman magnitudes esealares, o brave-
vemente escalares.

2)  Mognitudes veclorigfes, 1lay mngmtude- que en cada direceion por I
ticuen unn intensidad ¥ éstn varin con ln direceidn, es decir, ¢ funcién de los
cosenos directores o, o o En partienlar las intensidades en las direcciones
de log ejes =¢ llnman sus componentes, &, ¢, G5 pero esto no basta pars ase-
gurar el cter vectorinl de la magnitud, Asi, p. ej, la intensidad luminosn
de una limpara varin con la direceidn, pero no es magnitud vectorinl., Tam-
poco basta gue en ecada punto haya ung direecidn de intensidad mdxima (*),
ropresentada por un segmento dirigidoe, como se repite en los textos. Por ejem-
plo, cada homotecin agigna & eada punto P un segmento dirigido P, pero
In homotecia no es magnitud vectorial.

La propiedad que caracteriza a las m-lgmtud&n vectoriales es Ia ley de In
proyeceidn ork 1: ln intensidad en la di de dirvectovos g, ts. @
debe ser a,04 + G302 + G0t

Tal sucede con las fuerzas, velocidades, aceleraciones, ete.

“3) Magnitudes tensorigles. Hay magnitudes mis compleias , que a cada
direccion por el punto P le hacen corresponder, no un escalar, sino un veector.
Tal sucede con la tensidn en cada punto de un sélido en equilibrio, bajo la ne-
cion de fuerzas exteriores. Si se imagina una pequefia sccecidn plana por F ¥
8¢ supono suprimida la poreidn de materin contigua a una de las dos snpl'rfi-
cins produeidas en su seno, serh prociso aplicar a la otra en P una fuerza F
parn restablecer el equilibrio. Esta fuerza F es funcidn de la orientacidn de
aquelln seceién, o sen de la direceién X de su normal, la cual elegimos en el
sentide de la poreidn suprimida de materia. Esta funeidn es lineal, como se
demuestra en Estiitica (véase la Nota) y basta conocer los vectores F corres-
pondientes o tres direceiones ortogonales, para caleular el que corresponde
cualquier otra.

*) Notese gque no sélo en csa direceidn se manifiesta la magpitud,

Para descubrir la ley de caida‘de los graves, Galileo adopté un plauo inclinado
en el cual se manificsta igualmente la gravitacién, pero
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Concepto de vector y de tensor.
Puesto que las componentes del veetor PQ respecto de ejes
trazados por sn origen P son las coordenadas de @, las rormulas
de transformacion de componentes son las mismas de cambio de

coordenadas :
R

W Mo, (e 1,2

( 11l
llamando af;, al coseno director del eje »’; respecto del xj.

Estas formulas expresan que cada coordenada o’y o sea la pro-
yeecion del veetor sobre el eje ¢, es lu suma de proyeceiones de las
componentes «,.

lsta féormula expresa también que la componente en cada di-
reecion 'y es funcion Hneal de esa direceton, os deeir, de sus cose-
nos directores. Resulta asi esta deliniciin equivalente:

El vector eomo funcion esealar de la direccison. Vector de ori-
gen P es una funeiim escalar lineal de las diveceiones de ovigen P,
es deeir, el wvalor o componente (ue corresponsde a cada  diree-
cién X de cosenos direetores o, esta expresado por la féormula:
= Xa, a,.

Concepto de tensor. Bl ejemplo de la 1ension en cada punto de
un euncrpo sélido fué el que did origen a la teoria general de los
tensores, y para fijar las ideas nos referiremos coneretamente a él

Supongamos eonocida la tension unitaria para eada una de las
orientaciones de los tres planos ecoordenados, s deeir, los veetores
Fy, Py, Fy, que correspouden a las diveceiones de los cjes, v desig-
nemos asi lus componentes cartesianas de esos Lres veetores:

ftyy g iy
ey a Aoy 12]
T3y o 1 3z

Para cada pequefia seeeidon plana por 7, o sea, para cualquier ver-
sor X (a;, agz a3), la tension unitaria corvespondiente esti represen-
tada (*) por el veetor: F == F'y @y 4 Fa s -+ Fyay.

El estado de tensién en el punto P queda, pues, caracterizado
por estos tres coeficientes veetoriales Fy, Fg, F3: o lo que es lo mis-
mo, por el cuadro de nidmeros o matriz (aq). El tensor en P es,

(*) En ecfecto: si s¢ considera ¢l tetraedro QABC que intercepta en el pri-
mer triedro el plano ABC de cosenos directores o, as e, ¥ o8 5 el firea del
trifingulo ABC, el esfuerzo correspondiente es F32; como las dreas do las otras
caras son los productos de s por los cosenos, los esfuerzos correspondientes son
Fisa,, Fyae Fisn,. Basta eseribir la igualdad de equilibrio y suprimir el factor s.
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pies. ¢l ente abstracto definido por los tres coclicientes veetoria-
los o por la matriz de sus nueve componenies, que raracterizan el
estado e tension en el punto P. Por brevedad sucle llamarse tensor
al simbolo formado por estos nueve nimerss o por los tres veetores.

Fn muchas otras cuestiones se presentan asimismo magmitudes
fisiens earacterizadas por una funcidn veetorial lineal; ¥ en recuerdo
del primer problema de cse tipo que fué estudiado, han recibido
el nombre de fensores dobles, o diaday, siendo neeesario ese ecalifi-
cativo para distingnirlos de los tensores triples, cuadruples, ote.
Refiriéndonos al tipo mas sencillo ¥ mds importante para la Tée-
nica, daremos, pues, la definicidn siguiente:

Der. 1. — (B} tensor como finciin vectorinl). Tensor doble o
dindn en el punto P es una funcion rectorinl lineal de las direceio-
nes por ol ponto P, del tipo:

F=Fyu, - F.

w—— Flg g (31

Aunque esta definieion es la més elara y expresiva, suele pre-
ferivse la definicién equivalente, andloga a la de los vectores, como
ntimero complejo de nueve componentes, o sea como matriz; pero
como estos nueve niameros vavian al modificar los ejes, es preciso
caracterizar su modo de transformacion,

51 los cosenos directores del nuevo eje o son a'y, a's,aly, ol vee-
tor F correspondiente a esa diveceiin tiene segin [2] las eompo-
nentes :

fi=tna’y -+ aay o'y b ay, uly

fa=ttgaafy — ttus iy -+ tgo @ty 4]

fa=ttiza'y — tug a's 4- gz a’y
luego su proyeceion sobre ese eje o, o sea la nueva componente
a’y; del tensor, vale:

@iy—=fraly + faaly + fr iy = Za, 0ty af

entendiendo gue la sumatoria es «oble, extendida a todos los pares
de indices v, 5= 1,2, 3.

Obtenemos, pues, esta definicién equivalente:

Der. 2. (K] tensor eomo wmairiz). Tensor doble o digde es un
ente abstracto representado por una matriz (ay;) que al girar los
ejes ge transforma linealmente asi:

'y =Za,, o al, (r,s=123) (5]

Natede el signifiendo de esta matriz: las tres filas definen loz tres vee-
tores homdlogos de los tres versores coordenndos, o sea los tres coeficientes
vectorialea que definen el temsor; los miimeros de endan columnn son lus coefi-
cientes do lns expresiohes [4] de las componentes fy de F.
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Obhsérvese tambicn ¢ diverso significndo de los indices en la formula su
mutoria [5]5 los i, j son fijos en enda suma y perduran en el resultado, actunn-
do como pardmetvos; en cambio, los fndices de sam eifn r, &, tuman_]usc valores
1, 2, 3, ¥ desaparceen en el resultado; por esta razin se Haman indices nlm_do-*.
y pueden eambinrse sns nombres designindolos por otras letras, sin modificar
el significndo de la formula.

Significaciin de los tensores, De las relaciones Tineales [3] v
[5] vesulta inmedistamente :

Siown tensor Hene todes sus componenbes nulas en wn sistema
coordenado, tambicn son wilos en cundguier otro, Tal sor de com-

ponentes nulas se llama fensor nufo,

Lo anulaeion e oo tensor expresa, puees, una propiedad intrinseca, inde-
rendiente del sistema de coordenadas, es deeir, unn propiedad geomdtrica si
rclacionn elementos geomdtrieos ¥ una Iy spatural si relaciona elementos fisi-
cos Do agui la importanein eapital le descubrir tensores parn expresar con
elios las propicdades geomdétrieas ¥ Ins leves fisieas. La Geometrin ditferencial
v la on matemdtien encuentran en el caleule tensorial saoinstrumento mis
efieaz.

Ejemplo: la curvatora tolal de una superficie viene expresada por un ten-
sor; 1o anulncidon de Sste caracteriza las superficies desarrollables aohee o]
plano.  Fste tensor e enryaturn, aplicado ol espaeio-tiempo ha  permitido
Finstein formular su ey de gravitneion,

Tipos especiales de tensores.
Bl tensor mas sencillo no nulo es ol fensor unidad :

100
[6] 7 = 010
LU I S

cal que representa es la PV ) =Y, o3

La funeidon veetorial hi
deeir, ¢l veetor homdlogo de eada ve
camente, esta funcion idéntica tiene su expresiom en la matriz [6];
como esta propiedad es intrinseca, independiente de las coordena-
das, las ecomponentes de este tensor en todo sistema de coordenadas
son siempre las mismas,

|Or o5 este mismo; v oreeipro-

Igual significado intrinseco tiene el tensor — 7, de diagonal —1, —1, —1;
la funeidn vectorial correspondiente es F(X) = — X. Tal tensor es, por ejem-
plo, el que representa el estado de tensidn en el centro de una esfera compri-
mida por igual en todas direcciones; mientras que en el caso de traceién unt-
forme aparece el tensor de esfucrzos U.

Obsérmqe que tiene carficter invariante la anulacién de todas las compo-
nentes no principales cuando las principales son igualesy como acontese en cstos
dos casos: 1,1,1, —1, — 1, — 1, y mfid en general a,a, ¢; cn cambio, si éstas
son «, b, ¢, nunque sean nulas todas las demdis, al cambiar de cosrdenadas varian
en general las nueve componentes, como se ve aplicando la férmula [5].

En el caso del tensor de esfuerzos y en algunos otres, son igui-

les las componentes «i; = «;;, lamadas conjugadus en la matriz,
ésta y el tensor, se llaman simétricos, Fn otros casos, los elementos
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eonjugados son opuestos, siendo por tanto nulos los elementos prin-
cipales @y, tgo, tga; lales tensores se llaman entisiméiricos o hemi-
stmétricos.

Fetas denominaciones carecerian de valor si no fuera por el hecho sorpren-
dente de que simetrin x anticimetrin son independientes de los ejes; es de-
cir: si respecto de una ternn es o, = a,, también es a’,; = a',; Tespecto de
li nueva terna; y andlogamente se conserva ln antisimetria al eambiar do cjes.
Esto es corolario de In propiedad siguiente.

En ¢l easo general de tensor enalquiera, las férmulas [5] aplicadas a com-
ponentes conjugndas, dan componentes conjugndas, es decir, la_ matriz eonju-
guda de (a, ) se transforma por la misma férmula [5] y por tanto define un
tensor (a3, el enal se Nama conjugado del (a,,}.

Por tanto, si la matriz conjugada de (o} es esta misma, también la trans
formada lineal es conjugnda de =i misma, es decir, simétrica; y anfilogamente
en el otro caso.

Calculo aritmético con tensores.

De la Def. 1 resulta que la suma de tensores es un tensor; y
también de la Def. 2 resulta que las componentes ¢;; — @y -+ by ob-
tenidas sumando las componentes homdlogas de dos tensores A y B,
se transforman por la misma formula lineal [5], Ilunego esos nueve
nimeros ¢;; ecomponen un tensor. Este se llama suma de ambos y
se designa asi: A+ B=B - 4.

Igualmente forman tensor las eomponentes kay;, siendo k& un
namero cualquiera. El nuevo tensor se llama preducto de k por A
o de A por k y sc representa asi: kA — Ak,

Queda definida mediante ambas operaciones la combinacién
lineal de tensores = k. A, de coeficientes reales enalesquiera; sus
componentes son las combinaciones lineales anilogamente formadas
mediante los coeficientes k, con las componentes homdélogas.

se

Ejemplo importante, que habremos de utilizar, es la d P g
te: dado el tensor 4 = (a;;) llamemos #,; ¥ d;; a la suma y a la diferencia
de lor elementos simétricos, es decir:

a”':a”-i-aﬁ d“:a“—— ag
y resultan dos nuevos tensores: el § = (s,;) que es suma del 4 y de su conju-
gado; el D = {‘iu)r que e# diferencia de ambos. Resulta asi la descomposicién
siguiente:
A=18 4 %D

El tensor 8 es simétrico por tener iguales los elementos siméiricos respecto
de ln diagonal, El D tiene mnulos los elementos principales y opuestos loa comn-
jugados; Juego es antisimétrico.

CONTRACCION DE TENSORES, — Consecuencia muy importante de
la Def. 2 es esta igualdad:

a'yy - @22 - @9 == dtyy + 22 -+ Aa3 (71
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T efeeta, ol coeficlente gque vesubta para dqy al sumar las ex-
presiones de 'y, 0'ws, 6’3 mediante la formula de transformacion
[5] es la suma de los enadrados de los tres cosenos direetores, o
sea 1 v oandlogamente valen 1 los coeficientes de dos 3 ayy; mien-
tras que el coeticiente de o, e diferente de s} oo ol at,e=0;
por la supuesta ortoronalidad de los noeves ejes coordenados.

La igualdad |7 puede enuneiarse asi: Lo siwoma de componen-
fon principnles de nn donser (o) s wnptriente.

s

Esta operacidn que dednee un esealar partiendo de un tensor
doble se Hama conlraceiin ded fensor. Generalizada eonvenientemen-
te a los de rango superior s muy importante en la teoria general.

Mientras esta operacion rebaja ¢l rango, v In suma la conserva,
veamaos ahori edmo se logra, inversamente, construir tensores de ran-
o tan alto come e guicra, partiendo de los veotores,

Propucro TENSORIAL DE VE

rorkEs. - Siose multiplican las com-
ponenies del veetor A (ag, @w eyl por las componentes del vector
Biby. bo b resultan nueve produetos: ¢;; == a¢ . by, que componen
un tensor s pues en vivhad de Ja formmia de transformacion 5] las
BRCVAS COMPHONentes somn:
ey V= (T, (Dhai)=3% i, b, ub, o,
es decir, obedecen a la ley lineal, Esta regla de multiplicacién se
Hama tensorial o de Gibbs, v el resultado obtenido se enunein asi:
1 producto tensorial de dos vectores cs un tensor doble.
e anui ddesurrollados low dos productos de los veetores 4 ¥ B:
a b, a b, ab, e, boa, byay
AB — a; b, a, b, ab, -‘ B4 = [f’n". by a, z’ia-]
b, e b, ayl, by, byay bya,

observindos: (ue son tensores eonjugados, v su diferencia ea el tensor antisi-
métrico:

o ity by — by a by — b a,
A8 — BAd = [ a b, — bray o ayly, — bya, ]
| o, b, — bya, ay by, — ba; o

Salta u la vistn que lag tres componentes situsdas a un lado de la diago-
npal principal son precisamente lns que suelen tomarse como componentes del
vector llamado producto vectoriel; debiendo elegirse las de une u otro Indo de
la diagonal, segin sea ¢l convenio adoptado para el sentide de dicho vector, con-
vonio intimamente ligndo con el signo de la terna de vectores coordenados. Iata
distineién entre triedros positivos ¥ npegativos es netamente intuitiva ¥y mno
expresable algebraicamente,

Begfin In definicién de vector, el citade producto vectorial mo es un vector
propinmente dicho, sino un semi-tensor; la figura que se se conserva invariante
es el par de vectores opuestos, en uno y otro semtido; pues 8i s6lo se adopta
uno de ellos, al tomar como nueve triedro coord do uno de tido opuesto
n! anterior, dicho vector convencionalmente adoptado para representar el pro-
ducto, se convierte en su opuesto.
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Por ¢l contrario, el producto csealar es invariante respecto de todo cambio
d¢ coordenadas ortogonales y aparces como suma de clementos principales del
tonsor AB, es deeir, es ¢ tensor (de rango 0) deducido de dste por ln opera-
c¢itn que hemos llamado contraceidn,

Se llama valur, intensidad o componente del tensor F(X) en
la direceién definida por el versor X a la componente del vector
F = F(X) en esa direeeion, o sea al producto esealar F . X.

Como las componentes de F respecto de los ejes vienen dadas
por las formas lineales [4] al multiplicarlas por las eomponentes
Xy, ¥u, 3, de Xy sumar, resulta como valor de dicho producto es-
enlar la suma doble:

o= P X =X a0 (i,i=1,23)

Esta forma cuadritica (es decir polinomio homogéneo de se-

gundo grado) tiene importancia eapital en el estudio del tensor.

Nora. — La eomponente del vector F(x) en la direecion dada por el ver
gor ¥ es anfilogamente el producto esealar:
F.Y¥ = Za, x4, (i,i=1,23)

Lsta expresion justificn otro método de exposicion de la teoria, que data
de Hamilton y Gibbs, seguidn por muchos autores modernos, basada en esta
definicidn.

TENSOR DE INERCIA. Se llama tensor de inercia de un sistema
de masas respecto del origen O, al que tiene por eomponentes prin-
cipales los momentos de inercia respecto de los ejes ¥y como compo-
nentes secundarias los momentos mixtos o centrifugos, con signo
opuesto,

SBuponiende una sola masa unitaria en el punto x, ¥, &; ¥2 4 w2 22 =r3
el tensor de inercia tiene la expresidn:

y2 |- a2 —xy — e ¥ 0 0 rx wy T
I=[—w o2 4= x2 —yz ]-[ 4 rz 0 ]—[ yE Yy yz]
—_— —zy 2 <y no0 oy e zy Rz
Que esta matriz define, en efecto, un tensor, Ita inmediat te de la
descomposicidn anterior, puesto que la matriz sustraendo representa el produc:
to temsorial del vector P(x,y,z) por si mi ientras el mi do es el ten-

sor unitario com el coeficiente numérico v2; luego I es un temsor doble dife
roncin de dos tensores: I=r2 U7 — PP.
Btl\ 3 ey + 1 I

P o el significado geométrico de I, pues
llamande g al segmento de proyeccién de P sobre el eje ¢ arbitrariamente
trazado por O, ¥ d a la distancia de P husta el eje, el valor de I en esa diree-
cién @, en virtud de [6] es:
a=rt—qg:=da

Por tanto, la intensidad o valor del tensor I en cada direccidn @ es preci-
samente el momento de inercia de la masa unitaria respecto de ese oje.

Congideremos ahora en lugar de una masa Guica todo un sistema de ma-
sas m, en los puntos (i, yi, #i) respectivamente (#=1,2,....n) el tensor
de inereia es la suma de los # tensores correspondientes a las diversas masas
¥ su valor,en ¢ada direccién es, por tanto, el momento de inercia respecto de ella.
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180. — Superficies cilindricas y conicas.

Las superficics més sencillas, no planas, son las definidas por
eenaciones de segundo grado en eoordenadas eariesianas y se lla-
man superlicies de segunde grado, o de segundo orden, o bien cud-
dricas.

La cenacion gencral de la superficie eilindrica de segundo gra-
do que tiene las generatriecs paralelas al cje z es la eeuncidn gene-
ral de segundo grado con las variables x, y, o sea:

Ax? - By* | 2y - 26Ge - 2Py + € —0

Su estudio se reduce al de las ednicas.

Segiin (167) todos los grupos de coordenadas Az, Ay, AZ,
forman una recta que pasa por 0, luego la ecuacion general de las
superficies ednicas de segundo grado eon vértiee en el origen es
la ecuncién homogénea

Ax? 4--By* 4 Cz* + 2Fyz + 2Gzx 4+ 2Hxy — 0

cuyo estudio se reduce también al de las curvas de segundo or-
den, cortando por un plano que no pasa por el origen.

BUPERFICIES CILINDRIOAS ¥ CONICAS DE REVOLUCION. — Sabemos que la
¢cuacién de un cilindro, cuando se adopta el eje # paralelo a las gencratrices,
es de forma f{x,y) =0 ¥ reciprocamente, toda ecuacién que earece de una
variable representn una superficie cilindrica de generatrices paralelas al eje
correspondiente. 8i fsta es eircular, 'a ecuncién debe representur en ol plano
xy una circunferencia, y si adoptamos su centro coms origen, la ecuacién de la
superficie cilindrica circular de generatrices paralelas al eje z, es en eoordena-
das rectangulares: x2 -} y? = r2.

La ecuacién z? 4 y? = r2g? por ser homogénen representa una superficie
cbnica de vértice 0. Cortando por el plano £=1 resulta la circunferencia
&2+ y? = r2; luego la superficic cénica es circular.
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Reciproeamente, dado un cone eireular cualquicrn de vértiee 0, cuya di-
rectriz sen la civeunferencin de radio r, a distanein £, o sen:

e=h

Ll
In-erpscvion Jo la superficie canien proyectunte es:
zt oyt =g —

puesto gue haciends 2 = & resultn la circunferencin propuesta.
181. — Superficie esférica.

Todos los puntes (@, 4,2) que distan r del punto 0 (a, b, ¢) sa-
tisfacen a la cenaciin

(z—a)? 4 (y—b) |- (z—c)m=p" (11

¥y reeiprocamente; luego ésta es la ecuaeién de la superlicie esférica

de eentro Oy radio r.
Desarrollando [1] se obtiene esta otra:

¥ -yt 2 — 2ax — 2by — 20z - (a® - VF - ) —1r*=10

Dada una eenacion de segundo grado que ecareee de Lérminos
en xy, Yz, :x y que liene iguales los cocficientes de 22, y*, 2%, cs de-
eir (dividiendo por ese cocficienle)

Pyt A By 0z D=0 12])

represenla una superficie esférica euyo centro esti determinado por
las ecoordenadas:

A bi C
0o s b—— -——— i Cmem— ——
2 2 2

y el radio por la igualdad (a* -+ b* 4 ¢?) —r*=2D
la eual exige que sca D << a® - b* - ¢*

NoTa. — No es menester recordar en la préetica esta condicién; basta
eseribir la ecuacién [2] en la forma [1] ¥ en el segundo miembro, aparece r2
Bi vate sogundo miembro resulta nulo, suele decirse que la effera es de rudio
nulo; y 8i resulta negativo, que la esfera es imaginaria.

EJeurLo 1. — Bi la ecuaci6n es: z2 + y2 | 22 - dz — 8y — iz =

Las coordonadas del centro son: o6 =—2; b=1; c=3.

Para formar los cuadrados: (z 4+ 232+ (y—1)2 4 (+—3)=
es preciso sumar 4+ 1--9 =14 a los dos miembros y por lo tante el radio
es V14,



¢ROTPIEDADES GENERALES DF LAF OUADHICAS 237

FJEMPIO 2° — 8i la eeuncidn os: r*-by? b2 bar -y -—6c 14 =0
resulta r == 0; es decir, la superficic so roduce al dnico punto real: © = -—2j
p—=1; £ =23,

Si en ver de -1 14 ¢! Lérmine constoute es eualquier otro nimero mnyor

que 14, en el zegunde miembro quedarf un términe negative y no coxiste su-
prrfm(- caférien. Suecle decirse gue In ecuacion representu unn superficio es-
firiea imaginaria para indicar que todas las soluciones de la ceuncibn son ima-
ginarins,
182. — Elinsoide.

Generalicemos la ceuacién de la superficie esférica con centro
en ¢l origen de ecordenadas, adoptande ¢n vez del radio tres seg-
mentos cualesquicra: a, b, ¢, y estudiemos la nueva esuaeién:

xl g! zl g F3]

La superficie que represenla se llama elipsoide, de semicjes
a, b, ¢. Estos son, en cfecio, los segmentos que li superficie inter-
cepta en los semicjes coordenados, pues anulando y, 2, ¢ bien 2, z,
o bien x, y, resulta respectivamente: (®)

s—ja , y=+4b , zem-|c
Forma del elipsoide. — 8i fija-

moa un valor de z, la sceecidén de la
superfieic por el plane £ =2, es Ia

elipse
z1 y2
_ —--=1 , #£=
a? Lt } bt ket ol
lNamando:
[
B=1— —— <1 ; B<c
ez = =

Los semicjes do esta elipse son: ak<a; bk <b y van diaminuyendo al crecer
#, lasty nnularse para £, = 5, conscrvndose constante la razén ak: bk =a: b.
Todas las elipses gon, pues, semejanies; y parn £, >> ¢ no hay intersceeidn,

Casos especiales. — En particular, tiene interés ol cnso a =25, pucs Ilns
elipses secciones por planos paralelos al xy son circunferencias. Fl elipzoide se
llama ent de revolucién, porque se puede engendrar haciendo girar la
elipse meridiana de semiejea ¢ ¥ ¢ alrededor del eje o. 8i ca ¢ > a se lama clip-
sovde alargado; 8i es ¢ < 6 se llama elipsoid, hatado, o simpl to esferoide.

(") No se confundan loa semiejes coordenados, que son semirrecins, com
los semicjes de las cuddricas, que son scgmeutos, o bien las medidas de eslos
segmentos,
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183. — Hiperboloides.

Ast como la ccuacién de la hipérbola difiere de la ecuacién de
la clipse en el signo de un término, cambiemos signos de todos los
modos posibles en la ecuacién [3],
comenzando por considerar ésta:

xi yl zl
@ b +‘c;*ﬂl ol

Las sceciones por los planos z ==z,
son las clipses:

ik

xl yz
23 + -1 z== 2
akr bk
siendo :
2" . .
e ——— —130 paraz,=c¢
CJ

Aqui, al revés que en el elipsoide debe ser z, = ¢, para que
haya interseceién; y ésta es una elipse, de forma invariable cuyos
semicjes ak y Dk van ereciendo infinitamente al erecer |z|.

Esta superficie tiene, en consecuencia, una hoja encima del pla-
no g==¢, y otra debajo del z==—c; se llama, por esto, hiperboloi-
de de dos hojas.

Si @ == b, la superficie es de
revolueién respecto del eje z.

Cambiando un solo signo en
la ecuacion [3] resulta:

z* v 2t
+
a? b =

-1 [5]

Al cortar por el plano z — 2,
resulta la elipse:

xz y:
BT e ki
siendo:
Zt
k=14 ’ =1

[+
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Iin este caso existe elipse sceeién para todo valor de z,; ¥ con-
servindose semejante, al aumentar z,, va erceiendo a uno y otro la-
do del plano zy, ¢l cual determina la elipse minima, de semicjes
a, b, lamada clipse de gargania.

Come no hay interrupeién en la superficie, ésta se llama hiper-
bolvide de una hoja.

Si es @ = b, cl hiperboloide es de revolueién, respecto del eje &

184. — Parakoloides. .

Parasoroipi ELfiTico. — De igual modo que la eeunacién redu-
cida de la paribola tiene un término cuadrado y uno de primer
grado, consideremos las cenaciones eon un sélo término de primer
grado, comenzando por el easo en que los cocficientes de términos
cuadrados sean positivoes:

et 17*
EAY N WY, [G]
2p 2q
Lseribimos de este mo-
do lus coclicientes, porque
asi  aparceen las scecioncs
por los planos coordenados,
Hamados principates, en cs-
ta forma:
ze=0 |, gy =2qz.
y=0 , 2*=2pz

que representan dos pardbo-
las de pardmetros p y q, di-
rigidos ambas hacias las =
positivas,

Farma de la superficie. — Las sccciones por planos #=e¢, son clipses Jde
semicjes a y b tales que:
a2=2ps, , br=2qe,

8 es £, > 0; ¥ estos semicjes van creciendo infinitamente con g, ea decir, Ia
superficie se extiende infinitamente en el sentido de las 2 positivas, sicndo las
Becciones horizontales elipses semcjantes. En cambio, para £, << 0 no resulta in-
terseceidn real.

Esta superficie tiens, por tante, una eoln hoja, situnda en la regién de
las = positivas, la eual cs tanto mAs obierta (‘unuto mayores eean poy q; Bi
es p=gq ¢ parnboloide es de revolucidn y sus normales al cje # son
circunferencins; si p y g gon desigunles, la superficie no es redonda (cs decir,
no es e revolucidn) y tendrd forma tanto mis aplastada v ovalada cunnte mis
difierun entro si p y g.
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ParanoLobE 1IPERBOLICO. — Se llama asi la superlicie defini-
da por la ceuaeidn:
z? y?
———— =g [71]
2p  2q
Las dos pardbolas secciones
prineipales:

y=0 , z*=2pz;
=10, y*=—2qz;

estin dirigidas en sentidos con-
Lrarios,

Las sceciones por los planos 2 =z, son todas hipérbolas y por
eso se llama hiperbealice este paraboloide,

Esta es la Gniea de las euddrvicas propiamente tales (esto cs,
no ednica) que nunca cs redonda; por ser todas sus secciones planas
hipérbolas o paribolas,

185. — Simetrias de las cuadricas,

Las superficies [3], [4], [D] se llaman cuddricas con centro,
porque sus ceuaciones no se alteran al cambiar los signos de z, v, 2
simultineamente, es deeir: si un punto (z, ¥, 2) cstia en la superfi-
cie, también lo estd ¢l simétrico (— =z, -y, —- 2) rvespoeto del origen.

Tampoco se altera lu eeuacién al cambisr el signo de una sola
coordenada, es deeir: si el punto (z, ¥, z) esti en la superficie,
también lo csid el (z, y, —2), simétrica respecto del plano zy; y
andlogamente los simétricos rcspecto de los otros dos planos coor-
denados,

Tampoeo se altera la eenacién al eambiar los signos de dos
coordenadas, cs decir: si ¢l punto (z, y, 2) esti en la superficie, tam-
bién lo estd el (— =z, —y, 2), simétrieo respeelo del cje 2; y and-
logumente respceto de los otros ejes.

. Resumen : las tres cuddricas con cenlro son siméiricas respeclo
de ese punto, respecto de los tres planos ceordenados 1 respecio de
los tres cjes coordenados,

Los paraboloides son simétricos respecto de dos planos coorde-
nados y del eje comiin a ellos, pero carecen de cenlro de simetria.
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186. — Cuadricas dereneradas.

Toda ceuacidn que sélo tiene términos euadrades y término

cunstante:

Az By* 0= D
represenla una de las eu:’uh'icus con cenira estudiadas en esta lee-
cion, pues puede eseribirse en la forma [3], (4], [5], si bien pue-
den aparceer permutados los cjes.

Discosiin, — Na para que se aprendan las Férmalas genera-
les, sino para que se vea ¢l método que deba seguirse en eada easo
numdérien, veamos lo que representa la cenacion, enando se anuia
alguno de los cocficientes, distingniendo tres easus esencinles:

1. — Térming econstante nule. Tis decir: DD =10,

Lo ceuncidn homogéuea:
Az By Loz —0 51

ropresentn, eomn hemos visto en (180, un coma, enyo vertiee os el origen (L
Dentro de este tipn de cone, enbe gue algin téoming evadedo se anole y ol
cono legenera redueitndose a un par de planes; sen por cjemple € —=190; la
Ceuneidn

B — 2 ; ll-'i_ Sty 0|

representn dos planos que pasan por el eje =5 si A ¥ I tienen igual signe, no
existen tnles planes, pues solumente loa puntos = =y = 0 el eje & sati-facen
o In couneion; pere como hay selueiones eomphejng, se dice gue representa dog
planing tmdginaros,

Bean C:=0, B =0, La ccuacidn
A2 =0 ; rr= {101
representa el plane x =0, considerado como deble. Anfilogamente s z2—=U.
(Fig. 3).
1. — E ién o homogdnea. Suponicndo I} 2 0, sea, por ejemplo, € = 0;
In ecuncién:

[RR %)
representa en el pluno {2, ¥), una ednica (real o imaginaria) y tedos los pun-
tos que se proyectan cn ella en direccidn del eje s, también satisfacen a la
evuneidn, cualquicrn que sen su ecoordenada z, luego: la ceuncidn [11] represeuta
un eilindro de generatrices paralelns al eje 2.

Bies C=0y B=40, la ecuncidin:

Art=D ; 121
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represcuta dos planos paralelos, si D y A tienen ol mismo signo; en ecaso con-
trarioc se die¢ que represcotn dos plamos paralelos imaginarics, por la misma
razén antes dada.

IIT. — [Parabolsides degenerados. — Dentro del tips de los paraboloides
Az? |- Byr =z, 8i se antla un términe cuadrado, la ecuacién se reduee al tipo:
Axr == [13]

que yepresents un eilindro parabélico de gencratrices paralelas ol ede .

81 ze anulan los dea términes condrades, la ccuacidén se reduce a s =0
que representa el plane xy; para conservar el carficter de cufidrica se dice que
representn adembs ol plane del infinite.

Resumen: La ccuneién incompleta, dentro de los tipes estudindos en lus
einco cufidricns representa unn superficie odnica (que se puede reducir a dos
pluncs seenntes) Bi es homogéuen; ¥ una superficie cilindrica (gque se pusde
reducir a dos planocs paralelos) si no s homogénea,

WOTAS

EoUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO.

Despudés de haber cetwdiado las ceunciones mas sencillas de segundo grade,
eonsideremos la eecuacién mis genernl posible:

Az 4 Byz |- Ce2 + 2fzy + 2Fys + 2Cre -+ 2Lx -+ 8My 4 2Nz 4 D=0

La razén de elegir esta notacién parn los coeficientes, que parece mo seguir
el orden alfabético, s8 ve inmedintamente pasando & coordenadas ecartesianas
homogéneas (*), ea deeir, poniendo z/t, ¥/t, /1, en vez de =, ¥, £, ¥ asi re-
sulta la cenncién humogénen:
Ax2 4 Byt | Cs2 - DU? - 2Fys - 2Gex |- 2Hry - 2Lat 4 2Myt 4 2Nzt =0

DETERMINACION PE LA cUADRICA. — Coma la ecuacidn ticne diez coefi-
eientes, dividiendo por uno de cllos no nulo guedan nueve; son, pues, necesa-
rias nufve condiciones para determinar una cofidrica.

Dar wn punto (T, Ve, 274 1e) de la superficie ea dar una ceuncidm:

Azo? + Byg? + Cz? - DU +
2FYomg - 2623y + 2HxgYy - PTrat, + 2My,t, + 2Nzt = 0

entre los coeficientes, luego son necesarios nueve punlos para determinar wuno
ouddrica.

(*) El leetor puede suponer coordenndas cartesianas homogéneas, pern todo
lo que sigue vale igualmente para coordenadas proyectivas homogéneas.
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Cale, gin embargo, que por nueve puntos dudos pasen dos cufidriens. Basta,
en efecto, imaginar dos eufdricas sceantes ¥ clegir nuive puntos de su inter-
seeridn, +

Pero si par nueve puntos pasan dos coddriens f =10, ¢ =0, tawbifn pa-
san las infinitas cudulriens del haz f— g = 0, cualquiern gue sea el wiime-
ro h, pues se satisfaeen para las soluciones comunes a anbas, luego resulta:

Por nucve puntos pusa una sola cnddrica o bien énfinitas,

Otros modos de determinar una ewuldrien son las siguientes:

Por un punto y fdos cénicas gue tiencn dos puntos eomunes y exbdn en dis-
tintos planos. En cfecto, los dos puntes comunes, mis otros tres elegidos en
enda una, son ocho puntos. Sin embargo, ¢l método mis ripido para determinar
eufidriens, cuando se dan ednicas, es ¢l de la combinacidn lineal, que lamars-
mos ‘‘método de las L7,

EJempro 1.° — Consideremos la eufidrion :

f=z2-p2y2 42— 2y =20 11
y sus dos seceiones por los planos y =0 , =10,

Para determinar una cufidrien que pase por estas dos cénieas y ademds

por el punto (1, 1, 2) consideremos ln ecuncidn:

= 2]
que representa un haz de cuddricas, endn unu de Jas cuales pasa por los pun-
tos comuncs n agquelln eufulrica y eada uno de los dos planes, Para determinar
ln que pasa por el punto (1, 1, %} hasta sustituir estas coordenadas [2], ¥
de la ecumcién en L que nsi resulta, s¢ despeja el valor numérico de este pard-

metro, (ue es:
r(1,1,2) &

———— == 4

1.2 2

Luego, la ecuncidn de la cuddriea que cample In condicidn impuesta es:

w24 2y 2z —a Uy =0
FaenmpLo 2.2 — Cufidriea que pasa por ¢l punto (1,—1,1) y por las sec-
ciones determinadas en la misma [1] por los planos 2y 4 & = , o—2y=10.
El valor de ) es alorn:
f(1,—1,1) 1
3
-zl Gy =0

o— Un punto {u Ma Te o) g0 Nama singular, enando

PUNTOS BINGU
anula o Ias cnatro derivadas
Para que exista. punte singular deben ser compatibles las ecuaciones:

Yo flpg = Az L Hy 4Gz Lt =0
M e =zt By 4+ Pz LMt =0 l
Wty =Ge+ Fy+ C2-- Nt =0 l
Yo f'te =Lz + My + No+Dt =0

es decir, deben aditir solucién distinta de la (0,0,0,0) y la eondicién nece-
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saria ¥ sufieiente para cllo es gue ge anule el determinante du los eoeficien-
tes, que lnnrcnos deerpmitanie de la cuddren.

HE: | i [ I

¥ B F M :

A= [4]
. ry ¢ XN
L M N D

8i ¢l diseriminante es nulo, lag ecuaciones ron compatibles ¥ existe un pun-

to singular, ol « en la superficie co virtud de da identidad de Euler, que
e cOmLpIe wenlintanente con el eundro [

f' + ufly +iffs = 2f (3]

Supongamos que ¢l punte singular sen ¢l origen;  entonecs  debe  ser
= N =10 — 0 y la ccuacion se golduce

Byt SHry -i- 2F,

e represenln un cone con vertice enoel orig

Avdlogamente, coalguicra gue sea el punto singular, I cofddricn es un cono

¥ oste es o osuoovertwee, Adoptade como ovigen de coordenadns, ln cetnnedn s

Bavee Gomogines enox, oy, s (180) » s wilio e reduce al de su conren seesion.

- 26z =10

At

PROYECTIVAS, — Aungub su estwdio se hnee moejor usando

provectiviag, prede estidiarse en cartesianas Ia polaridad, de In
cual  s6lo posllmm‘ dar ligern Wlen. Se Hama plaae pelar  de un panto
(T Yo T o} ol plang en gue catin situndos 508 conjugados arménicos respee-
to Je los pares de intergeccion con lo cuidiiea de seeantes quo pasan por
¢l Qe tal g te se demuestrn facilmente resultando como eenncidn del
misno en liomogdness,

£f2e 1 Wl A lre b =0 0 bien Eofe -l gy 5l A b =0

¥ paon pasar ooeorsdenndas absolutns, hasta aber £ = 1,
o prartle unto e8 imprapio, su plans polir o el pluce lamade dia-
el ral, L -u:nu LT IL:& puntos meedios de tudos las cuerdag paraleins oo asgue-
o aliveg
He demuestra facilmente nusdioste estn ecuneidn, que los planes polares
de lus puniog de wna recia posan por ofra reeta, e eanl se Howma recta polar
deowonelln respeete de la cofudrieas Baste, en efecto, utilizar lo expresion (167)
de las coordenndas de los puntos de uoa recta, o enad adopta esta {fonna mis
simétrica vn courdenndas homogénens:

"

E2s@g— AL, ¥ S=We— AWy E=ig— A5, b=t A,
FJERCICIOS
1. — Clasificar diversas cufidricas. 8i tiene alzin centro, se adopta como

origen, e:tudinndo las scecioves por los plaros covrdenados.
2. insifiear cufidricas por ¢ métado de formac.én de euadrades, como
en este ejemplo:
Tt By gr—day — Ty L 2w —dy -3 =10

sacando & factor comin y ecompletando ¢l cuadrado, fe t ansforma asi:

z?—20(Sy—1) 4 3y*— 2wz —dy 3=
(z—fy 1) —yr—fys 2=
¥ formando euadrado con los términes en y,2, dan: — (¥ |- 2

La cufidrica es, un hiperboluide Jde dos hojas, pies su ecus
7 ¥ + &<+ 2 =0, referida al triedro no ortogonal:

2—22y+4+1=0 , ¥y+4+2=0 , #2=0

-2 2,
roducida e3
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187. — Generatrices rectilineas del hiperboloide de una hoja.
La ccuacion del hiperboloide de una hoja puede eseribirse asi:
9:'! ;'J :”‘.'

B LR B [1]
a: o L2

O hien:
x x T Y T y
) (E ) (2 oI (Pt
i a c b c b
Eserita en esa forma aparcee como produeto de las cenaciones:

+—ima( 1))

. : 2]
z "
h(u_l‘.1)7 ¢ _}-“.‘;. \

cualquiera que sea el parimetro A, Al variar A cada una de estas
ceuaciones representa un haz de planos y sus intersceciones son

recizs situndas en Ia superficie, puesto que la ceuneion [1] se satls-
face para lus soluciones eomunes a éstas, ya que s el producto de
ambas.
Ttesulta, pucs, un sis'ema de infinitas reetas situadas en la end-
drica y ¢! econjunto de todas se lama ha: elabeado de sezundo orden.
Andlogamente, como [1] vx et producw de las cenaciones

z = i
£ T Y ]
a e b

Jentt Shas A

resulta otro haz alabeado sobre la superificie.
Para A=0 resulta la gineratriz £ =a, bz -4 cy=0.
" F_O " I " =1, bz_cy“"o-

¥ cl plano tangente x = a da como seccitn cste par de rectas.
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Fijado un punto (r,, ¥, 2,) en la superficie, las ecuaciones [R}

determinan un valor de A:

Ty Zo Ya
L1 . 0,
@ [~ i b
R e e e e U
Za Yo Zo
— +1
¢ b a

el cnal determina una generatriz del primer sistema que pasa por
&1, ¥ anilogamente resulta una genervatriz del segundo sistema. En
eonsecuencia ;

EL hiperboloide de una hoja conticne dos haces de generalrices
rectilineas y por cada punto de la superficie pasa ung de ceda sis-
tema, las cuules determinan el plane tangente en dicho punto.

188. — Generatrices rectilineas del paraboloide hiperbélico.
Andlogamente, la ecuacion “del pavaboloide hiperbdlico:

ml y?

a2 bz

e

pucde eseribirse asi:

()G

y es por tanto el producto de cstas dos:

¥
v Y.
g & ( (5]
@ y 1
Ty
a b A

que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superficie y
asimismo ¢s el producio de estas otras dos:

x k/
v
a b ' 5
L d
a ' b _-p

que definen otro haz alabeado, por Ja misma razén ya explicada en
el caso del hiperboloide,
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Lo mismo que en el caso anterior, por eada punto del parabo-
loide pasa una generatriz de ecada sistema; pero hay una diferencia
notable y cs que todas las reetas [5] son paralelas al plano:

z y

S T (71

¥ todas las rectas [G] son paralelas al plano:

€T y
—— =0 8
- = [s]

Estos dos planos se llaman directores del paraboloide.

Para pm — oo resulta en el haz [6] la recta impropia del plane [7]; ¥ para
X —» oo, la del plano [8]. ks, pues, natural, dezir que esas rectas imp opas
son peneratrices del paraboloide y que forman su interseceién con el plano

impropio,

189. — Cuadricas alabeadas.

Se Haman alabeados ¢l hiperboloide de una hoja y el paraboloi-
de hiperbilico por contener generatrices reetilineas y no ser desarro-
Hables sobre un plano, como se verd mis adelante.

Ll elipsoide carece de gencratrices reetilineas por ser finito, y
también carece de ellas el hiperboloide de dos hojas y el parabo-
loide cliptico, por existir planos gue no eontienen puntos de la su-
perlicie ni propios ni impropios (por ejemplo todos los planos z =k
siendo & < 0 para el paraboloide, o bien —¢ << k << ¢ para el hi-
perboloide.

Las aristas de los haces de planos [2] son las rectas de ecua-
ciones:

z/a=1 , z/fe=y/b i zla=-—1 , z/e=uy/b
¥ como estas cuatro ecuaciones son claramente incompatibles, di-
chas aristas se eruzan, Cada par de planos homdlogos se cortan en
una receta, secante de ambas aristas; luego cada dos secantes
BN, M'N* se cruzan. Andlogamente para los haces [3], [5], [6].

Por eonsiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se cortan,

En cambio, como las ecuaciones [2] v [2] no son independientes,
pues el producto de las dos primeras es idéntico al producto de las
dos segundas (o sea la eeuacidn [1]), una de cllas es consceuencia
de las otras dos y por tanto las coordenadas del punto que saiisfaga
a ires de ellas satisface también a la cuarta. Es deeir: Dos genera-
trices de distinto haz tienen un punto comin.
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Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan de-
terminadas por la condieion de cortar a cstas (res.

Sea un punto de la generatriz ¢, los planos Pa y Pb determi-
nan una reela que pasa por £y corlan a las ¢ y b en puntos pro-
pios o impropios.

Por eada punto de eada una de las rectas a, b, ¢ pasa, pucs,
una sola gencratriz del otro sistema.

Reeiprocamente, dadas tres reelas eualesquicra que se eruzan
dos a dos se obtiene fideilmente la ecuseion de la euddrica que se
determina como indiea el sivuiente ejemplo,

EJgrMrLo. — Fean Ins generatrices dadas:
r=10 =1 T-y=2
y=20 Yy ==z =10
Para que la recta
y="bs+q
T =az-}p

[}

corte a la primera, es precizo que las ecuaciones as 4 p =0, ba -} p = 0 tengan
vna solucién eomin, o sca:
aq = bp (&3]
Pura que corte a ln segunda es preeiso que Sean compatibles las ecuncionese
az+p—1=0 ; (b—1)z4g=0
O sea ag = (b—1) (p—1)

Y teniendo en euonta la [2]:

bt+p=1 33
Para que corte a In tercera es preciso que sean compatibles las ecoaciones:
(e+b)etp+g=2 e=0 .. pt+qg=23 [41

Eliminando a, b, p, q entre las cinco ecunciones [1], [21, [3] resulta una
ecuacién en z, ¥, # que se satisface para las coordenadas de todos los puntos
de todas las rectas [1] secantes de las tres dadas, y es por tanto la ecuacién
del Jugar geométrico formado por todns esns sceantes.

Dicha eliminacién se hace ,c6modamente despejando a, b, p, q de las
cuatro ecuaciones linenles y sustituyendo en la [2], que es de megundo grado.
Asi resulta la ecuacién de la ecufidriea:

Y2 4oy bz —ys—2y =20

Otro método mis ripido pero que no pone de manificsto su estructura re-
glada es el de coeficientes indeterminados, particndo de la ecuacién gemeral
(190) e imponiéndole las condiviones de contener a lns tres rectas directrices
dadas.
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190. — Seccicnes planas de las cuadricas,
Lia seceion plana de nna cwddriea ¢s una eédniea propia o dege-
neradi, En efecto, adoptando ese planoe como coordenado, es decir

z==10, In cenacion general de la ewddrien:

Ax® 4+ By* - Oz -2 ry -4 28Pyz + 26Gaz +
-+ 2Ly -+ 2My - 2Nz 4 D=0 [11

da, como ceuacién de la scecion por el plano xy ln siguiente:
Az® - By* - 2Hxy - 2FLe 4 2My |- D =0 (2]

que representa una edniea.

Ll plano se lama secante si eorta a la cuddricn en una ednica
propia.

Se lama plano fangeniec si sélo {iene un punto eomin con la
cudadrica o bicn un par de reelas, Se lama erterior si no tiene nin-
giin punto comin con la euddrica.

Las sceciones paralelas de wna cuddrice por planes secanies pa-
ralelos son curvas scmcfuntes,

Iin efeeto, cortemos la misma cuddrica [1] por otro plano z =&
paralelo al plano z — 0, vesultando una eémica definida por éste y
Ia eenneidn:

Ax? - By? -+ 2Hzy - 2Fyk -+ 2Gok - 2L + 2My + 2NE-— D = G

que: tiene los mismos férminas de segundo grade en xy, y por con-
siguiente es semejante a aquélla.

Nora. — FEn partienlar, si el plano paralelo es tangente, Ja seeeién se Te-
duce a un sdlo punto o a dos rectas ¥ la semejanza dejs de subsistir

191. — Determinacién analitica de las secciones circulares.

Un método gue se presenta de modo natural para determinax
las seeciones planas que son eireunferencias es el signiente:

Si de la ecuacién de la euddriea (7, gy, 2) == 0, restamos la ecua-
cién de una superficie esfériea elegida de tal manera que la dife-
rencia represente dos planos, la linea de interseceidn de la cuadrica
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con la superficie es la misma que la interseccién de ésta con los
dos planos, es decir, dos circunferencias,
Bea el elipsoide esealeno:
x: y! z!

—_— i —
a® b? c?

v a>b>c

¥ la superficie esfériea de radio b:
z! y! zl
—— + +
b’ 'b! b!
La diferencia de ambas ccuaciones:

1 1 1 1
z? ———--——}-—z’{ ,___}
b? a® ¢t b

¥ como ambos cocficientes son positivos por ser 1/b* > 1/a*
1/c¢? > 1/b%, esta ecuacién se desecompone en dos ecuaciones de pri-
mer grado que representan dos planos: z — == kz. Por tanto:

Ifay dos secciones circulares cuyos planos pasan por el eje in-
termedio b.

Si clegimos la superficie esférica de radio a o ¢ resulta un coefi-
eienie positivo y otro negativo, es decir, dos planos imaginarios.

EJEMPLO. — 8ea el elipsoide:

4x2 -} 3y 4 622 =

Como el coeficiente intermedio es el 4, elegiremos la esfera:

dr2 4 4y2 4422 =2

Y restando resulta:

yr—252 =0
y==%=Virs

Las dos secciones circulares que pasan por el eje x cstn perfectamente de-
terminadas por estos dos planos y la superficie esférica.

METono crAFICO. — Bi trazamos secciones por el eje mayor o resultan elip-
ses con este semicje a y el otro es el radio vector que el plano determina en la
elipse de semicjes b, o, el cual, por estar eomprendido entre b y ¢, es menor
que b y en consecuencia menor que 4.

Resulta, pues, una clipse de semieje mayor a.

Andl te, =i t un plano por o determina con la elipse de semi-

ejes a, b un mdia vector mayor que b y por tanto mayor_que o, Resulta, pues,
una elipse de semieje minimo o.

En cambio, 8i la seccién se traza por el ejo intermedio b, como el Tadio
vector de la elipse de semiejes a, o, esti comprendido entre a ¥ ¢ y por
eontinuidad toma todos los valores intermedios, existe un radio igusl a b.
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Trazando con centro @ la circunfercncia de radio b, ésta eorta n la elipse
en cuatro punlos simétricos dos a dos, que determinan los plancs buseados.

Obtenidos los diimetros MN, PQ), sus conjugados se construven tomando el
punto medio de una cuerda paralela o cada uno; y cortan a la clipse en los
puntos ciclicos.

LEJERCICION. ~— Determinense analiticnmente los diimetros conjugudos de
los dos didimotros obtenidos en el ecjemplo anterior.

La tangente a la elipse 3y3 4622 =2 en ¢l punto (¥, 2} ticne coeficientes
Gy, 1Zz, Istabieeida proporcionalidad eon los coeficientes I, == v = resultan fos
ditmetros conjugados, y €éstos determinan en ln elipse los puntos ciclicos.

P M

NTT—7Q

192. — Doble sistema de secciones circulares, Puntos ciclicos.
Obtenidas las dos seceiones eireulares por los planos = y = que
pasan por ¢l cje intermedio del elipsoide, determinadas analitica o
grificamente, todas las secciones produeidas por planos paralelos
son tambitén eirennferencias (190) puesto gque las seeciones paralelas
son semejantes, Resulta, pues, un doble sistema de seceiones circu-
lares, dos a dos simdtricas, respecto de los planos prineipales que pa-
san por el cje intermedio; los eentros de las seeciones paralelas en-
tre si forman el didmetro conjugado con el didmetro MN de la elipse.

Punros cicticos. — Los dos extremos () €, de cada didmetro
conjugado con un sistema de seeciones ecireulares, o sea los puntos
en que corta a la cuddrica se Haman wmbilicos o ciclivos.

Los punios ciclicos de la cuédriea cstin, pues, definidos por la
eondieién de que los planos secantes paralelos al plano tangente en
cada uno de ellos, dan seceeiones circulares.

En el elipsoide, hay por consiguienie ecuatro puntos ciclicos si-
tuados en la seceién principal de semiejes mixime y minime y si-
métricos dos a dos respecto de dstos.

193. — Secciones circulares del hiperboloide de una hoja,
El método es igual al segnide en cl clipsoide. S8i de la eeuaeién :

rd z

& Y £
—_—
a® h? c?

-1 a>b ; ¢ es cualquicra.
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restamos la ecuacidon de la superficie esfériea:

z? o pe
—— 4 —_— e =1
a? a* a?
resulta;
1 1 1 1
y‘)—— -——-"-—z.’lIi — + —!—-0
I b® a* | (s a: |\

que represenia un par de planes: z = = k y que pasan por el eje x
¥ que son simétricos respecto de los dos planos ecordenados xy, 2.

Nora, — Fn cambio, por el eje mener b no pasa ningin plano que dé
seeciones circulares, pucs todas lns seecioned resultan eon el semicje minimo b,
Coma el plano tangente corta en dos rectas, ¥ sus paralelos cortan en hipérbolas
que tienen los mismos puntos impropios que estas rectas: resulta «l hiperboloide
alabeado cnrece de puntos cielicos,

Fjemplo: 7
Como el mayor de los semicjes tranaversos es el b, clegiremos ln esfera:
724yt 2= 4

¥ restando resulta la ecnacidn:

2xr — > V2 =2z
que representa dos planos; fstes, con la superfieie esfériea, determinan dos

secelones circulares,

FJEROICIOS

1. — Deterininar lasa secciones circulares y los puntes ciclicos del hiper-
boloide de doa hojas, demostrando que existen dos sistemas de secciones circu-
lares, paralelas al mayor de los dos ejos no transversos y euatro puntos eiclicos.

2. — Determinar laa secciones cireulures del parabeloide eliptico, demos-
trando que hay dos sistemas paralelos a la tapgents n In pardboln prineipal
de mayor parimetro y deos puntos ciclicos en ln pardbola principal de menor
parimoetro. &

G, =— pCudles son los puntos cielicos y las secciones circolares en la cud-
driean de revolueidn?

4. —~ Enumerar las cuddricas que earecen de seccionesx cireulares ¥ las que
w o eireulares.

ecarecen dn puntos ciclicos, pero tienen seceio
necesarin ¥ suficiente para que las seccionea cireulares
de contengan los puntos cielicos, es que el cocliciente inter-

ventrales dol eliy
modio sea medio arménico de los otros dos.

Ohadérvese que esto se verifica en el ejemplo del texto,
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DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE LAS FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES

Leccion 48

DERIVADAS PARCIALES Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO

194. — Continuidad de las funciones de dos variables.

La definieién de continuidad de una funcion z = f(z,y) de
dos variables, es anfiloga a la de las funciones de una sola variable,
¥ vale para cualquier niimero de variables.

Se dice que f(x, y) es conlinua en el punto (a, b) eunando se
verifica la condicién:

lim. f(z,y) == f(a,b), para (x,y) — (a,b)
es decir: cualquiera que sea el niimero positivo e, se verifica
| f(z,9) —f(a,b) | <e
para todos los puntos (z,y), que cumplen la condicién:
jlz—a| <8, |y—b|<bd ., obien (z—a)*+ (y—b)* <

siendo & un niimero conveniente.

Estos puntos (z,y) forman un cuadrado de semilado 3 o un
eirculo de radio §; uno y otro se llaman enfornos del punto (a,b).

Una funeién se dice continua en toda una regién del plano,
euando es continua en cada uno de los puntos de dicha regién. Si
en el punto (a,b) la funcién es positiva, como f(x,y) llega a di-
ferir de f(a,b) menos de su valor, también es f(z,y) > 0-en un
cierto entorno del punto (@, b). Es decir: 8i una funcidn es condi-
nua én un punto, y no se anula on él, tiene signo constanle en un
enlorno de ese punto.

La representacién grifica de una funcién: z — f(z,y), se hace
llevando el valor de z correspondiente a eada par (z,y) como ter-
eera coordenada perpendicular al plano xy, ¥y se tiene un conjunto
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de puntos cuyas alturas dificren tan poco eomo se quiera (como sue-
le deeirse imprecisamente, varian por grados insensibles), y esta fi-
gura se llama superficie. Tjemplos de estas representaciones grifi-
ecas se conocen desde la Geometria Analitiea.

Notacidon general: Be dice que un punte variable P — @ i las coorde-
nadas de £ ticnden o las de @; o sea: la distancia I’Q — 0, La continuidad en
el punto ¢ =e expresarh asi: f(P) - f(Q@) pars P Q.

195. — Derivadas parciales primeras.

Si consideramos los valores de z para les distintos de , se ob-
tiene, eonsiderando a ¥ eonstante, una curva seceién situada en un
plano paralelo al z z. La pendiente de esa eurva se obticne derivan-
do z=— f(x,y), eomo si la Onica variable fuese la z, mientras que
In ¥ se comserva constante. Fsta derivada parcial se representa asi:
2’y == [".{x, ¥}, 0 mis escuctamente: 2. = f=(x, ¥).

Andlogamente, si se eonserva x constante, haeiendo variar y,
1a derivada se representa asi: 2’y — [ (x, u), ¥ su valor es la pen-
diente de las curvas sceciones de la superfieie, por los planos
x = constante.

Se suelen usar también las notaciones: DLf(x, ) , DJSf(=z, v) ;
y también estas olras:

GL oz

oz oy
debiendo tenerse en cuenta fque no son cocientes de diferenciales,
pues los incrementos de z son distintos segiin que se incremente
z o y. Esta notacién puede inducir a error, y es menos conveniente.

196. — Teorema del incremento finito.

Vamos a demostrar el teorema andlogo al del valor medio de
las funciones de una variable, comenzando por caleular el incre-
mento de la funeién cuando inerementamos las dos variables.

Si tenemos ¢l valor de la funcién en un punto zx=—ga, ¥ =1,
o inerementamos la x en k, la funcién se habrd incrementado en
hf-(E,b); vy si después se incrementa b en k, sufre un nuevo in-
cremento kf’y(@ -+ h,m); lucgo resulta el teorema del valor medio:

Az w= hf'2 (B, b) - kf'y(a 4R, m)
NoTa, — He aqui todo el edleulo, més amplinmente desarrollado. Sea:
Ar=f(a+t kb4 k)—f(ab) [11

donde h y k pueden ser nfimeros cualesquiera, Sumando y restando el ndme-
ro f(a -+ h, ) o la expresién [1]- se ticoe:

As=[f(a+Mhb+k) —f(a452)]+[f{a+hd)—T(ab)]
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Los dos primeros términes forman el incremento do la funcidén f(a A, B)
en que b sufre un incremento %; y los dos dltimes términos son el ineremen-
to de Ia f{a,b) en quo a csti inecrementada en A

Aplicando €l teorcma del valor medio a los dos primeros términos, resulta:

fa+ub+k)—fla+t+hby==k/[yla-+hb-| 0k) 0<Co<C1
Anfilogamente, aplieando ¢l teorema del valor medio o los dos Gitimos:
f(a +hb) —[f(a,b) =hf'z(a 4 @'h, b) 0¥ <1

Luego sumando resulta el teorema del valor medio.

Obsdérvese que de la simple existencia de derivadas pnrciales em un punto
ha resultado el teorema del valor medio; y que éste implica la continuidad
de f(x,¥) si tales derivadas estfin acotedas en un entorno del punto, pues As

_pucde hacerse arbitrarinmente pequeiio tomando sufiei pequeiios & ¥ k-

Si las variables son =z, y, £, ¢ incrementamos la z en h, después
la v en k, después la z en I, el ineremento que sufre la funecidn
== f(x,1,2) al incrementar eada wvariable, es igual al incremento
de ésta por la derivada pareial respeetiva en un punto del intervalo
de inerementacién, luego el ineremento total es:

Au=f(ath, b-+k e+ 1) —f(ab,c) =
h.f'=(E, b, c) 4 kfy(e 4Rk, ¢) +Uf(a+h, b4k, {)

Anilogamente se procede para eualquier nimero de variables.
Coronario, Si las derivadas son nulas en un entorno del punto
Q@ es f(P) conslante en fal enlorno, Pucs siendo Au =20, resulta:
f(P) = f(Q) para todo P del entorno.

197. — Errores en las funciones de varias variables.

El teorema del valor medio tiene aplicaciones anilogas a las ya
vistas en el caso de una variable,

Caleulada una magnitud en . funecién de otras, los errores en las
medidas de éstas producen un error de aquélla, el cual es igual a
la suma de estos errores multiplicados por las respeetivas derivadas.

En la medicién de los datos habrd, pues, que extremar la exacti-
tud en aquellas variables cuya derivada respeectiva es grande; y pue
de descunidarse la de aquellas que corresponden a derivada pequeiia.

El desconocimiento de los purtos intermedios que figuran en el
teorema no es obsticulo, puesto que se trata, no de obtener el va-
lor exacto del error, sino una cota del mismo, conocidas las cotas
de los errores de los datos.
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LYTOT @€ UTW. — UOMO 1a (erivada respecto de cada variaoie
€§ el proauecty ae 1as OLras, resuita:

A(uvw) == vw.Au -} uw. Av + uv. Au

y el error relativo se deduce dividiendo por uwvw, y resulta eproxi-
madamente la suma de los errores de los factores.

Para acotar rigurosamente el error de uwvw debe tenerse en
cuenta que vw, ww, wr deben tomarse en puntos intermedios de los
intervalos respeetivos.

Andlogamente se deducen las olras reglas de cileulo de erro-
res en las operaciones aritmétieas.

EJEMPLO. — Dade *_ Luse a y los finguloa rontiguos B y €, el lado b e
ealeula por Ta férmula:
a.sen M a.sen B
e T S A 3 LU SO i
sen A sen (B - C)
Bus derivadas respecto de a, B y € son:
sen M a.pen ¢ a.scn B.cos (B - )
sen (B 4C) ' seni(B L€)  senx(B+C)

Bi los datos son:
@~ 10 m, B~ 2o- ( ~ 61*
los valorea aproximados de las durivadas son:
05 ; 8 5 0
esto indiea que debe extremarse la exactitud en Ja medida de 8, aonque se
descuide ln de €, que apenaa inflnye. Supongamos que los errores absolutos scan:
Aa < 0,05; AB <10 < 0003; AC < 10’ <.0,003.

Aunque no se conocen loa valores intcrmedios B, €, puede asegurarse gue-
estdn comprendidos entre

29° = 10 G1° == 10"
luego: B |- ¢ > 89°, por tanto, las derivadas son seguramente menorcs que
0,56 H 10 H 0,05

¥ el error total imenor que

0,025 + 0,03 +} 0,0002 ~ 0,05
donde se observa que el error do € no ha influido, pudiendo hab apreciad
ese fingulo casi a simple vista.

EJERCICIOS
1. — Deducir las férmulas de error en el cfleulo de un trifngulo deter-
minado por dos lades y el fingulo que forman.
2, — jCufiles son los fingulos més favorables para la determinacién de un
trifngulo por un lado y los Angulos adyacentes?

8. — Deducir las reglas que dan el error relativo de un cociente y de una
raiz.
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198. — Derivada de una funcion compuesta.

Una funeién flu. ») da Ace variables w, v depen lientes de una
misina variable {, se llama compuesta de w y v. Tal es por ejemplo,
Ia funeién w® cuande w ¥ v son funciones de ¢ Méas general,
fu,v,w....) siendo w,v,w.... fanciones de ¢, es una funeion
compuesta de estas variables dependientes de f.

Para ecaleular la derivada de una funeién eompuesta, #(f) =
= f{u, v), pasemos del valor { al ¢ + Af; =i son u, v los valores co-
rrespondientes a ¢, y u -} Au, v - Av los correspondientes a { -1 Af,
tendremos por el teorema del valor medio:

AF () == f"y(u,, v,) . M- oy, v,) . Av
o bien, Namando 8§, = f"u(%,, v,) — fu(w, v), difereneia que es in-
finitésima, por la supuesta continuidad de [, (¥ andlogamente pa-
ra B,) es:
[1] AF(t) — fruae, v) Au - ffolu, v)Av 1 (5,An 4 §,Av)

¥ formando el cociente de inercmentos:

AF(t) "Auw Av .
SRR R T s — - ol IR 8,
A7 Fulu,v) AL - ol v) : -+

siendo & infinitésimo, pues los eocientes de inercmentos de uw y v
por At estin acotados, por tener limites finitos: o, . Para At =0
resulta:
Fr{t) = ffu{u, v) . w4 [ (nrv) .17
En general, si la fun:ién se compone de varias funciones
%, v, w.... (por cjemplo tres {uneciones), resulta, como antes:

F(t) = fru(w, v, w) 0 - fo(w, v, w) v+ o v, w) w'’
que también podemos eseribir asi:
dF(t) of du Bf dv of dw

dt Du E_Fau Ef+aw‘F
La derivada de una funcign compuesia respecto de la varia-
ble t independiente, es la suma de los productos oblenidos multi-
plicando cada derivada paggial respeclo de una de las variables de-
pendientes por la derivada de ésta respecto de t.
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Si en la férmula anterior multiplicamos por df resulta:

dF(t) = f'u.du -+ ffu.dv 4 fo.dw
formula que vale cualguiera que sea la variable independiente ¢ »
de la cual se pasa a la derivada dividiendo por la diferencial dt.
Supongamos ahora que #, v ¥ @ scan funeciones de z y de y nl
mismo tiempo. Kntonees, tendremos: F(z, 1) = f{u, v, w).
1ista funeidn tendrid dos derivadas parciales, ya sea que se con-
siderc a > 0o a ¥ como constante. s decir, aplicando la regla anterior -

I v fly W - flo ¥'s A [0’

Fy e fry 'y - [y

Sioen ver de ser dos las variables independientes fuesen mas, las
derivadas pareiales serian tantas como variables independientes.

vy w0y

SIEMFLO, — Sea ¥ = uv, siendo %, v funciones de x; la derivada de ¥ vs:
f = v.ur-lu' - ur. v
Si es 3= xr rvesulta:
Y =z.xr-1 pxelr —ar(l | Lx)
que ya s¢ obtuve mediante logaritmos.
TEoiEMA DE EULER. — Una funei6n se llama fomogénea de grado m si nl

multiplicar sus variables por ¢ gueda multiplicnda por @9 cs deeir, si ticoe
por cjemplo dos varinbles @, y, se verifiea In identidad:

fltz, ty) =1tm [(z,u)
Derivando respecte do ¢ rvesultu:

zfe (12, 1y) - yf 'y (tx, ty) = men-1 [z, 4)

y parn t = 1, obtenemos la identidad de Fuler, que earacteriza las founciones
homogenens de cualquier ndmero de variables
e+ 3y + .+ wWfw=mf(z, ¥ ..... y W)

Ia cunl babinmos obtenide para las funciones algebraicas de segundo grado.
La demostracién usual del teorema reciproco que omitimos, es inadmisible.

199. — Concepto g 1 de difer ial
Dada una funcién z = f(z,y) con derivadas continuas, si las
variables son funciones de ¢, acabamos de ver que la diferencial de 2
viene dada por la férmula:
[2] dz = f's.dx + f'y.dy
donde dx — &7 . di, dy = y" . dt. Supongamos ahora que z e y sean
variables independientes y adoptemos la misma definicién [2], o sea:
Diferencial de wna funcidon con todas sus derivadas parciales
continuas es la suma de los productos de estas derivadas parciales
por los incrementos arbitrarios de las forrespondientes variables.
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La expresion [2] es, pues, una definicidn si e y son variables
independientes; es un fcorema si son funciones de ¢

Supongamos ¢l caso general de una funeiin de varias varia-
bles, las ecuales son funciones de olras varias. Sea, por ejemplo,
fl, v,w) siendo w, v,w funciones de x, y; luego flu, v, w) =
= F'(x,y): su difereneial, segin la definieidon que acabamos de
dar, ¢s:

dF = I, . du -|- By dy

pucsto que estas derivadas 7., F’,, son continuas si lo son las de-
rivadas respecto de w, v, w, y las de stas respeelo de «, y; ya que
entonees vienen dadas ., FY, por las expresioneés obtenidas en
(198), las cuales, sustituidas en dF, dan:
dF — o (W de - w'y. dy) |- fro v de vy dy) 4
Frol{w . dx - w'y diy)
y como los pa

[3] AP — [y di |- fodi b [t

fntesis son du, dv, dw, resulta:

Conelusion importante: Mientras la derivacidn exige saber la
dependencia o independencia de las variables y en eada easo resulta
regla distinta, para la diferencizeién hay una regla lniea:

La diferencial de una funcidn de varies variables (dependien-
tes o independientes) es la suma de los produclos de sus derivadas
respecto de cllas, por las respectivas diferencinles e dstus.

MNota. — Si ose repasa la demostracion (195) se verft gyue lo rsencial o8
que ¢l paréntesis de [1] fen infinitésimo de orden superior o les incrementos;
¥ esto induce a dar esta nocién mas general, debida o Thomne:

Sean independientes o no las variables, si ¢l inevemento admile la erpresidn:

flz-p-h v+ —fiz,y)=4 . h4-B.EL8.r
siendo A, B independientes de &, y 0 cuando la distancia 7= v hz {10,
es [ derivable w sus derivadas pareiales son A, B. La parte principal
'z -h+[y-k se designa por df. Las funci-nes gue cumpbon tal cind.o dn se
Uaman diferenciables.

Todas lns reglas demostradas eon la hipitesis demasindo exigente de In
continuidad de las derivadas, valen pora las fuueiones diferenciubles en ge-
neral. (V. Eilementos de la T, de funciones).

200. — Significado geométrico de la diferencial.

De igual modo que para las eurvas el tomar la diferencial por
el ineremento equivale a sustituir la curva por su tangente, para las
superficies equivale a tomar un plano, que se llama tangente.

Consideremos la superficie z = [ (=, ¥}, donde la funcién f(zx, y)
tiene derivadas parciales continuas en el punto z, = f(z, ¥,); su
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ineremento, para todo punto (z,y), o sea la ecuacién de la super-
ficie, es:
2 g = {3"_" %)r’r{zn 31) + (y '_'yn)f'v(:';:u Ys)

donde (#,¥,) (&, ¥,) son puntos intermedios; en cambio, si po-
nemos la diferencial, la eenacién:

14] z—2o= (& — T} "2 (%o, %) + (¥ — ¥:) [v(Z0, ¥s)
que tiene coeficientes constantes, representa un plano que pasa por
el punto (g, ¥, 2,). La diferencia de ordenadas entre el plano y
la superficie cs

(2 — @) 0 (Y — Yo) O ==r(d.cos a- §.sen a)
siendo & & infinitésimos, por ser los inerementos de 'z f%, que por
hipétesis, son continuas. Siendo, pues, infinitésima de orden supe-
rior respeeto de la distancia » desde (z,,¥,) a (x,¥), parcce natu-
ral llamar tangente a cse plano, por analogia con las eurvas y por-
que cortado por planos vertieales da las tangentes a las curvas see-
ciones de la superficie.

Para y ==y, resulta una seccién plana paralela al plano xz,
¥ la seecién del plano tangente es la reeta tangente.

Anilogamente, para & == z,, resulta una seecién plana de la su-
perficie y su tangente en el mismo punto A,

Més general: para a= constante, resulta una seceién plana y
su tangente; la pendiente de ésta, o sea el limite de Az/Ar para
Ar — 0, se llama peadiente en la direccién a, o derivada en la di-
reecién a; su valor se representa asi:

(4] 2'r_)":(x{;s Yo) ACUSﬂ-l-f'v(zo: Yo) .Sen o
Para a=0 es r=1x, y resulta 2’ ; para a-=90° resulta 2%.
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EJemrPLo 1. — Paraboloide. Lo ecuacién del paraboleide es & = px? &= qyz;
<ongiderando el signo [+4], el paraboloide es eliptico, con el signo [—] m-
perbalico.

Las derivadas son: &', = 2p2, £y = 2py, luego la ceuacidn del plano tan-
gente nl paraboloide eliptico, en el punto (=z, ¥y, £.) es:

2przy + 2quys — Zpx — 2q¥E + g = o

Los dos términos: —2pr,2— 2qy,° suman: — 2% puesto gquo el punte

(%o, ¥ 2) esth en la superficie, luego o-f 2, = 2PI5, = 2qyy, e3 la ccuacidn
del plano tangente al paraboloide cliptico © hiperbélico en un punto.

BaEMPLO 2. — 3Cuil es la pendiente del paraboloide z = 2z2 -}- = en ol
punto (1, 1, 3) en lu direreidn z —»7

gr=4d.cos45° - 2.sen 15* =2y 2

Baemero 3. - La ecuncion del plano tungente en ol origen es = — 0; pli-
que deju a la superficie en su lado superior si el paraholoide es eliptico, pues
en todos los demfs puntos de Gste ¢s = > 0; pero el plano ¢ =10 corta ¢l pa-
rapbwloide hiperhdlico en dos rectas pr: = gy=.

MNorTa. — Hemoa demostrado gue si las derivadus parciales de f{ry) son
oontinuas, lua tnngentes o las curvas planas, seeciones por los plaves paralelos
al oje £, estin en un plano. Del eap. X resulla ms en general: 8i #(x, y,2)
=0 ca v superficie, ¥ son x, ¥, 5 funeiones Jde { que representan unn eurve
#obre la superficio y por tanio satisFaeen o In ecuncidn, se verifiea:

Made | Fydy-L- ' dz =0
relacién que expresa eome veremos, que ln tongente aoesa eurva esti en el
plane que pasa por el punto y tiene los cocficientes F/o, By, B
Con la definicién de Thomae resulta: Condicidn necesaria ¥ suficicnte para
quiz wna superficic tenga plane tengente, vs que ln funcion sea difercaciable.

201. — Gradiente de una funcion.

Para construir una grifica de las pendientes de las diversas curvas tra-
radra en la superficic 2= f(x,¥) por un punto A(a, b,e) llevemos en cada
rectn trazada por el punto {a,b) del plano zy wn segmento igual o In deri-
wada de 5 en esn dirceeién, on une u otro sentido segdn sea su signo. Por tanto, en
la direceién z, llevaremos #'5 (hacia uno u otro lado, segin =u signo); en la
Mreccidn y el segmento zyp'; en la dirceeion de argumento o Nevaremos

PC=g'y=rz.cong -} 'y.50na
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FPero este binomio representa la proyeceién sobre dicho rayo do la quebra-
da PMG, o sen de su resultante P63 lucgo es menor que PG, cxecpto para la
direccidn PG, en que 27 aleanza el valor miiximo. Este vector PG de componentes
(2'z,2'y) que representn In pendiente miixima, se llama gradiente de la fun-
cién £ en el punto A, o pendiente i o simpl te pendiente de la fun-
cién on A, ¥ suclo representarse con la letra nabla, que cs una A invertida.

Resulta, ademds, que la grifiea lugar de los extremos € es la eircunfp
renein do didmetro PG

También se representa el gradiente de u por eatas notaciones mfis e6modas:

Grad, u = Du = (g, #y)

La funeién escalar » se llama potenciai del campo de vectores pradientes.
No todo eampo de vectores admite un potencial, es deeir, no siempre existe una
funeién n cuyas derivadas parcinles sean Jas componentes de aquellos vectores,
tomo veremos en (274} obteniendo condicionca necesarias y suficientes,

Andllogamente, para las funcioncs = f(z,9,£) In derivada en la direc
eién de coscnos g, B, v, e8

We=Ws.a -+ v'y.p 4 Wa.y
pucs cn esu direecidén es:

z=adra , y=b41B , r=o-ry.

5i a partir del punto (a,b,€) s lleva en la direcién {a, B,y) un veetor
de longitud «'y, éste resultn ser la proyeecidn del vector (uy’,w'y w':) lamado
gradiente de u en ¢l punte {a,b,a) ¥y que representn ln pendiente méxima,

La grifiea de las pendientes, o sea el lugar de los extremos de los veeto
rea que se proyectan sobre PG oes, por tanto, la superficie esférica de diame
tro I'G.

202. — Lineas de nivel y superficies de nivel.

En vez do representar la funcién £ = f(«,%) por una superficic, es mAs
ebmode dibujar en el plano zy las linecas de ecuacidn f(z,y) = constante, ano-
tando cn cada wnn el valor de esa constante. Estas lineas, que se llaman de
nivel, son las proyceciones de las secciones de la superficie por los plunos
& =€, y doz cunlesquiera no se cortan, pucs en ¢l punto comin, f(z,y) deberin
tomar € dos valores distintos.

Mediante esta represontacién, que se llama plano acotado, se calcula apro-
ximadamente el valor de la funcién en cualquier punto, por interpolacién.

Como en cada linea de mivel es Az =0, su pendiente en cada punto os
nule, y recordando la gréfiea del pirrafo anterior, resulta:

El gradiente en un punto es normal a la curva de niyel que pase por eso
punto y dirtgido en el gentido ereciente de la f i

Anflogamente: para representar una funeién %= f(z,y,£) se constru
yen las superficies de nivel w=0C; el gradicnte en cada punto es normal o
Ia superficie de mivel que pasa por 6l y dirigido en el sentido de las € cre-
cientes.

EJERCICIOS

1. — Determinar los planos tangentes a los paraboloides.

2. — Caleular la méxima pendiente del paraboloide s =22 —y2 en @
punto (1,1,0).
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203. — Definiciéon y condicion de existencia.

Una curva en el plano no siempre esti dada por una funeién
explicita: ¥ — f(x), sino que a veces la y es funeién de la z im-
plicitamente, es deeir, nos dan una eenacién: f(x,y) == 0, la cual
¢s preeciso resolver para eneontrar los valores de y gue correspon-
den a cada valor de =

A veees es posible despejar y, es deeir, transformar la funcién
implicita en explicita. Por ej.:

vty tz—1=0

s una ccuacién de tercer grado en y que podria resolverse apli-
cando la formula de Cardano estudiada en Algcebra; es decir, trans-
formariamos la eeuacion dada f(x, ) = 0 en una funcién explicita
irracional: y — @(zx).

I’ero si en lugar de tener una cecuacioén de tercer grado, tuvié-
ramos una de quinto grado, no seria posible, en general ,esta trans-
formacidn, y menos si la ecuacion es trascendente.

Ademis, ni aiin en los casos ¢n gue es posible despejar ¥, ofre-
ce ventaja la transformaeion,

Bin embargo, no por eso renunciarcemos a construir la eurva
#0lo que para eada punto de la curva serd necesario resolver la ccua-
l6n numérica por los métodos de aproximacion que se estudian en
Algebra.

EJEMPLOS. — Bea la ecoacién: g5z y?2 fx-—1=0. Para =1 se
ticne: ¥5-Fy2=0 .. y2(¥2 4 1) = 0. Los valores de ¥ serén v =0, ¥ =0,
g=—1, ¥y los otros dos valores scrin lns dos raices cibicas imaginarias de

—1. Es decir que para £ = 1, tenemos tres valores reales de y, dos de ellos
¢onfundidos. Si damos a x valores muy préximos a 1, los valores de y son
muy préximos a los hallados, y tendremos tres ramas de ln curva, que nos re
presentan la funcién dada. Ha quedado descompuesta la funcién no uniforme,
ep tres funciones uniformes.

Dada una ecuacién f(x,y) =0, no siempre habri valores de ¥y que eco-
rrespondan a Ios de x; en este caso no hay funcién, como sucede en el ejemplo:

sen (x4 y) —a22=0_5.
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No habria ningiin par de valores de = e ¥ que enmplan la condieién nnterior,
puesto fgue un seno a lo sumo vale 1, que punea cs igual a 5 4 xa.

Sra la ccuacidn: 2 - y2 — 0.

¢8e puede decir en este easo que ¥ es fuucidon de x9; los dnicos valores
posibles son =0 e y = 0] por consiguiente no hay curva.

Estos ejemplos nos indiean que en cada caso, antes de caleular
las derivadas serd neeesario ver si hay curva, es deeir, si y es fun-
ciin de & Se demuestra (véase cualquier tratado moderno de
Andlisis, p. ej.. nuestros Elementos) gue si las derivadas parcia-
les de la funeién: f*;, f’,, son continuas y se verifiea que: f’y == 0
para un cierto punto, hay por lo menos un areo de eurva que pasa
por cse punto, y entonces es posible caleular la derivada en &l

FirumpLos. —- Para la eeoncidn 22 4 y» = 0 las derivadas parciales son:
ffr=2x, fy—2vy

para el punto x =10, y =90 es f'y = 0, luego no debe extrafinrnos que po haya
eurva.
Bi tenemos: 2 4 y2=—=1 para £ =0, es ¥ = *= 1; Ias derivadas parcia-
les son:
Fe=2z; fy=2v

entonees para of punto (0, +1) o (0,—1), es 'y =2, o bien 'y = — 2, ne
go por cl eriterio enunciado, podemes asegurar que por cada uno de esos puntos
pasa un arco de eurva, los cuales se expresan inmedintamente en forms expH-
eita, como s bien sabido.

204. — Derivadas de funciones implicitas de una variable.

Sea una funeién derivable y(z), definida por la eecuacibn
f(z,y) == 0. En un punto (a,b) tendremos: f(a, b) =0.

La funecién dada es una funcién de dos variables, de las cua-
les la = es la independiente, puesto que la y depende del valor de
la z. La derivada, gque se calcula por la regla de la funcién com-
puesta, es nula para todo valor de x por ser f(x, y) = 0; luego:

fel 4 Fyy =0
de donde se despeja:
(1] Y =/
suponiendo que existe derivada [, continua, no nula en el punto
considerado. Bsta hip6tesis basta para asegurar la existencia de la
funcién y su derivada. (V. Elementos de T. Funciones).
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Sustituyendo las eoordenadas (z, %) de cada punto de la curva,
se obtienc la pendiente de la tangente en ¢l

NoTa, —— Claramente se ve que las expresiones 'z ¥ ['y 0 sea:
of of
or au

po son coeicntes; pues, silo fueran, la expresion [1] se reduciria a — 2¥%/0%,
lo que es absurdo. Las fracciomes figuradas mo eon miis que simbolos para
indicar [’z o bien f'y, como hemos explicade en otro lugar.

EaemeLo. — Hea la ecuacién de una elipse:
Sz yr—=1
dy f'z fix 3z
dz T v
205. — Funcién implicita de varias variables independientes.

Sea la ecuacién: F(z,y,z) = 0; por ejemplo:
(z -1)" 4+ (y—2)°+2"=0,

En este caso, z no es funeién de x e y porgue los Gnicos valores que
satisfacen a la ecuacion dada son: x—1, y =2, 2 =0, y no existe
la superficie porque la suma de 3 cuadrados seri siempre positiva,
cualquiera que sea el valor que se dé a = ¥y a .

En ecuaciones mis complicadas que la del ejemplo, serd mis
dificil darse cuenta si z es funeién de z y de y. Se demuestra de
modo anilogo al easo de dos variables (v. Elementos de T. F.}, que
una vez obtenido un punto (=g, ¥, 2,), la condicién suficiente para
la existencia de superficie en un ecierto entorno de este punto, es que
las tres derivadas existan y sean continuas y ademis que f'.==0
en dicho punto.

2j en lugar de la couac:ﬁn anterior tenemos:

(z—1)*+ (y—2)*+ 282 =1

que representa un elipsoide de revolueidn, resulla para z= 1, ¢
Y2

=t 1o V2 flommdz = 2V/2 40
luego por cada uno de esos puntos pasa un trozo de superficie:
gz==f(z,y). Vamos a calcular las dos derivadas parciales de esta
foneién. La derivada parecial con respecto a x resulta tomando
y — eonstante en la ccuacién F(z,y,z) — 0; cstamos en el caso de
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funciones implicitas de una variable y suponiendo F’, == 0, resulta:
o2 gy oz 7y

o% F, oy P,

Por tanto: la ecuacién del plano tangente a la superficie de
ecuacién F(x,y,z) == 0 resulta sustituyendo estas expresiones en
la ceuacidn:

[2] g—zymm (z—my)2 s - (Y —¥o) 2"y

sale asi la ccuacién siguiente, que es vilida aun en el caso F7, =0,
si no son nulas las tres derivadas, pues basta elegir conveniente-
mente las variables independientes:

{31 (ﬁ gzO)F’W(xn» yoy 20) _I_ ('y e yﬁ) F’v(xm ytu zo) +
4 (2 — 20) F'2 (T, gy 20) =0
Ejeumrro. — El plano tangente al elipsoide anterior en el punto

(1%, 2, 1 V 6) ticne la ecuncisn
{(z—1%) 4 VO(e—1 VG)=0
En el punto (2, 2, 0) se anula F';, pero tomando %,z ¢ bien ¥, como va-
riables independientes, subsiste la ecuacidn [3] que en este caso es:

2(z—=e) +0.(y—e)4-0.06=0
ea deecir: # = £, como sc debin esperar.

206. — Planos tangentes a las cuadricas con centro.
Sea el hiperboloide de una hoja:
z2 y2 £
-+ o =1,
a2 bz a2

Las derivadas parciales en cl punto (=, ¥, &) son:
2z, 29 2a,

a2 ba o2

El plano tangente tieme, pucs, ln ecuacidn:
(% — %a) To ” (v — %)% (5 —=20)5

a2 bz cz

¥ como el punto (z, ¥. %) satisfoce a la ccuacién de la superficie, la eccua-
cién del plano so reduce a ésta:
T.2, Y.Y £.8,
+ —
a2 bz oz
Si en Jugar del hiperboloide de una hoja tememos el de dos hojas, o bien
un elipsoide, basta cambiar signos.
Bi )o cufidrica es un paraboloide &= pz2 -} gy? reslta la ecuacién del
plano tangente:

=1

€ -2 = 2p .22y - 2¢.YYs
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207. — Funciones definidas por sistemas de ecuaciones.

Con frecueneia vienen definidas las funciones implicitas, no
por una ecuacién, sino por un sistema de ecuaciones. Asf, por ejem-
plo, una eurva del espacio de tres dimensiones viene definida come
interseccién de dos superficics:

)((xl Y, z) "='01 ‘P(x; Y, ) =0

Sélo una de las variables es independiente, pucs las otras dos que-
dan determinadas por el par de ceuaciones,

Sea (x,, Y,, 2,) un punto de la eurva, es deeir, un punto co-
min a las dos superficies. § Existe la eurva? es decir, jhay un cierto
entorno del valor z,, tal que a cada valor de z corresponden valo-
res de 3,217

Suponiendo gue existen las derivadas pareiales continuas de las
funciones f(zx, ¥, 2). ¢(x, ¥, 2), se demuestra (V. Elementos de T. #.).
que cs condicidn suficienle para la existencia de un arco de eurva
que pase por ¢l punto (@, ¥, 7,) que sea:

Todo determinante de este tipo, formado con las n derivadas par-
ciales de eada una de las n funciones respecto de n variables, se lla-
ma determinante funcional o jocobiano de las Tunciones respecto de
las n variables, y se suele representar por la misma notacién de las
derivadas parciales. Asi por ejumplo, el determinante anterior se re-
presentaria brevemente asfi:

a(f, »)
o(y,2)

Para caleular las derivadas de las funciones y, z de Ia variable
indepepdiente z, definidas por el anterior sistema de ecuaciones, .de-
rivaremos ambas respecto de x y tenemos:

Pad-Fo-tf + fro2 =0
Vo + &y Y+ .2 =0

de donde podemos despejar #’. =/, ya que el determinante de sus coe-
ficientes no es sino el jacobiano, el cual, por hipétesis, no es 0.
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Tenemos, por consigniente:

y,=. '_l”: JP:: f’v f'.'lv
| — s L | Ty o, |

ot f’u = f’n | ! f’v f’:

z Z

: o
.q‘fv —_— : | gy ¢,

a sed, eon la notacidn simbdliea de los jaeobianos:

D) B %)

2izx) i)
UL, 0y DU %)

clz.y}  Oly, =z}
resultados que podemos eseribin asi:

dr dy dz

ok e - 2t

2y, 2) Bz 2) _a(x,y)

es deeir, las diferenciales de Ins varinbles &, y, =, licadas por el par
de ccunciones dadas, son proporeionales a los tres determinantes fun-
ciominles respeeto de los tres pares de variables =, ¥, z en orden
cireular. ;

Este resultade lo hemos de aplienr muy pronto para la deter-
minacion de la tangente a la eurva dada.

EaestrLo.—F] paraboloide 8 = 22 — ? ¥ la esfera o2 -f y2 - g2 — 2y =0
tienen comiin el origen de coordenadns y ¢l jacobiano en ¢l respecto de y, £ es:
—2y —1 | 0 —1}

gy—8 2| |2 0]

=—21,

luego existe interseccion de las dos superficies.

EJERCICIOS

1. — Obtener las cenaciones doe los planos tangentes a la evfidrica
£ ——0xy -2 —3xr =0
en los puntos (0, 0, 6) ¥ (1, —1, —1}.
2. — iCorta dicha cofidrica a la csfera de eentro (1, 0, 1) que pasn por
¢l origent
Deducir las expresiones dz, dy, dz parn la curva dn interseccidn en ¢l
origen.
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208. — Derivadas sucesivas.

Puecsto que las derivadas primeras f=(z, v), f{x,¥) de una
funeién f(x, y) son a su vez [unciones de dos variables, pueden
devivarse respeeto de © o respeeto de y, y asi obtenemos cuatro de-
rivadas segundas, que se indiean de dos modos:

feelzyy , Patzy) o Me(my) o Malsy)
o hien, con la notacién de Jacobi:
o (z,y) of(zy)  M(my) (=)
T er | exoy  oyor o

Iistas derivadas segundas pueden derivarse respeeto de r o ¥,
resultando las derivadas terceras, que se representan asi:

W 5 Pow & Tlow o P

o bien eon la notacién de Jacobi, mediante las 2.

Obsérvese que hemos hecho dos abreviaciones de eseritura: po-
niendo indiees a modo de exponentes a la variable respecto de la
cual se deriva dos o mis veces, para evitar poner Iz, yy, cte.;
la otra abreviaeion ha eonsistido en suprimir las variables (x, ¥);
esto puede haeerse cuando no haya pelizgro de eonfusidn, pero cuan-
do haya que eseribir mo las funcioncs derivadas, sine los valores
que toman cn el punto (a, b), entonees no deberan omitirse.

Esemrro, — Lo funcién 2= px2 | gy2 representa un paraboloide elip-
tico; sus derivadas son:

Mee=2p; [y =12q; M2y ="y =10;

209. — Propiedad conmutativa de la derivacion.

Obsérvese en los ejemplos anteriores que resulta ey — [“4s; ¥
puede demostrarse que esto acontece siempre, suponiende continuas
estas derivadas.

LEn virtud de esta propiedad el nmiimero de derivadas terceras
se¢ reduce a cuatro; si la funecién tiene tres variables independien-
tes, hay scis derivadas segundas, diez tereeras, ete.
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La hip6tesis de In continuidad de las dos derivadas mixtas es c6moda parn
Ia demostracion, pero exeesiva, Fn reabid.d, Lusta la existenein de fry en un
entorno de ' ¥ su continuidad en P, para asegurar la existeacia de fys en P,
igual o elln (Tevremn de Schwarz).

También resulta esta igualdad ruponiends la existencin de las cuatro deri-
vadas a8 en Iy Ia difercueinbilidad de las derivadas Los en P, segiin la do
finicion (198} de Thomae (Treorema de Helitor- Young),

La demoestracidn de ambos puede verse en Elementos de T, F., § 41; pero
como drtas comdiciones ron todavin exeelivas, y las demostraciones deliendas,
darcinoy solamente In muy sencills y més que suficiente del teorema arriba
enunvindo de Hounet, que supone eontinnas en P olas dos derivadas mixtas,

Demostraeivn. — Hemos visto quoe in diferencia de valores de f{z,y)
en dos vértices eonsceutives del reetingule formado por lus puntos fijos

(@), (a4 by, (a6 4k), (a-4h b4 k),
e3 una expresion de primer grode respecto de b oy &y vamos o ver ahora quo
la suma do valores on dos vortices opucstus, menos In sumu de valores en loa
oiros dos, es de scguude orden, Esta suma pucde escribirse de dos modos:
LiGa | &y b ky—fla,bAL)] — (a4 by —[f(a,b}] =
=[Sl bop Ry —fla-ph b)) — [f(e, b4 k) —f(a, b))

Eserita del primer modo se ve quo no og sino ol ineremcusto de la funcidn

f{a 4ty y) — fla, ), 2l incrementar 3 — & en K, luego su valor es:

L (a4 Iym) — fyleymyy — BB Sy (8 )
pucsto que el inerenento de fy{e,n) al pazar de a al valor & A, resulta
uplicando de nueve el teorema ol valor medio de las funciones de una va-
rinbte,

Andlogminente, cserita ln expresidn del stgundo modo yse ve que basta
peviular £ ¢ oy, 8 ¥ b, Aoy k; tencmos, pues, dos Tdrmulas para la misma ex-
presion ¥ por taato, suprimicndo el factor coandn &, resulta:

Fyr(E'0') = "2y(Em)

Hasta aguni hemos supuecsto Tijos A oy i ndo tambidn constantes los nd-
mevos B, ons pero s hacemos tender Aoy A hacia Oy suponemos que las derd
vadas fUep(r, v}, f[Mpo(x, ¥} son funciones continuaes, csto os, que sus Qi 4
para (f,K) =0 coinciden econ sus wvalires para A = kK =0, tomando limites
de la jgualdad [1], basta sustituir A =— & — 0 y resulta la igualdad:

IMepla,b) = ["ycla, L)

210. — Férmula de Taylor para dos variables.

8i se conoce ¢l valor de una tuneidn f{z), para un cierto va-
lor @ de x, hemos enseiiado a caleular el valor de la funcién en un
punto e -|- h, mediante la férmula de Taylor.

Considercmos el mismo problema para las funciones de dos va-
riables; sea f(z, y) la funeion euyo valor sec conoee para el punto
(a,b) y se trata de ealeular ¢l valor gque toma en ¢l punto
(a—++h, b+ k).

Para pasar del punto A(a,b) al Qa4 h, b4 k) podriamos
primero inecrementar a a en it ¥y luego a b en k; pero vamos a pa-
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sar directamente de A a @ siguicndo la reeta A€, es decir, ineremen
tando ambos valores al mizmo tiempo. )
Un punto P sobre la reeta AQ osts Yl
fijado por la relacidn:
AP/AQ =1 siendo 0 < & <~ 1;
huego los valores de x ¢ y dependen de
una variable f:

T=ua-|-hf; y=0>0-ki -

(Para t = 0 se tiene el punto A, y para { = 1 el punto @).
Resulta, pues, f{x, y) = f(a-+ht, b |- kt) =q(l)

y aplicando la férmula de Mae-Laurin a la funcién ¢(1), se tiene:

[2] @(i) =@(0) + g (0} +
2. @”{0) 1 @n1(0) i pr(E)
o e A ———— e et
21 ; (n—1)! nl

Vamos a calcular los valores de las derivadas: ¢(0); @ (0) ;...
aplieando la regla de derivacién de las funeiones ecompuestas, pues-
to que [ es funcion de z, ¥, las cuales son fuwelones de f, resulta:

@ (1) = =, u) b4 [ulx, ud K
de dondz:

@0} =f2(a, D) .o -|- fy(a, b) . k.

Andlogamente:

@) = [Tea(z, y) B 2770y (2, y) BE [0 (2, y) K2
P (0) == ["sz(a, b) . B 4 2", (a, b) Rk f:(a, b) K2
@7 (0) == f"a(a, bYR? 4 3fay{a, DIR2 .k - B[ a(a, b) Rk 4-
- "y (a, D) R
La formaeci6n de estas derivadas sucesivas tiene analogia con

el desarrollo del binomio de Newton; los coeficientes son los mis-

mos y los exponentes estin representados por los indiees de dife-
renciacién. Se eseriben abreviadamente asi:

@7 (0) = [f'z(a,b) .k A ['y(a, b) . k]
@ (0) = [/'=(a, b) .k + [y (a, 1) .E]™,
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Sustituyendo estos valores de las derivadas en la formula 21
gc Lticne:

@(6) = fla-}ht, b Kt) — f(z,y) — [(a,b) |
+tf(a, b) b4 [y (@, 0) &) -
[0 (a, b)) B e, by B2

[ (Bon) B+ £ (5, B i m)

Si gueremos el valor de la funeidn f(x, 1) en ¢l punto Q, cs
t=1, lucgo:

flad-h, b4F) = f(a,b) |- f*(a,b) .+ f*,(a,b) .k |
Ve [fela, b)Y R (DY R - L -
+ [ (B - (E ) K] s !

que ¢s el desarrcllo de Taylor para dos variables.

Nora. — La loy que se ha observado en la formacién de las derivadas
sucesivas o8 gencial paa todo valor de n.

Fu efecto, para Jderivir una expresion respeeto de la variable independien-
te f hay que hacer estas operaciones: derivar respeeto de £ y multipliear  por b
(es deeir, sopin In notae bLalicn de las potencins, multiplicar la expre-
siom por k.53 despuds dor respecto de y y muoltiplicar pir & (es deeir,
multiplienr simbalicamente por Lf'p) ¥ sumar estos dos vesulindos. Msto eoui-
vale en definitiva, o multipliear la expresion dada por el binomio Bf. ~+ &Sy
lurgo las expresiones que se obtiencn son sicmpre potencias sucesivas de cste
Linvmio,

Chsérvese que estan multiplica-ién simbdliea, o #en, la suma de l's deri-
vadas fes por los rospectives inerementos, es precisamentz Ila diforen-
emeidn, v designando por of, dif, ...., las difercnciales su. esivas, la for
mula de Taylor se eseribe asi:

a:f af (@r
ot s ——
21 3! nl

indicando el paréntesis que la diferencinl re toma cn un punto intermedio.

211. — Férmula de Taylor para mas variables.

El mismo razonamiento vale para eualguier nimero de varia-
bles. Si, por ejemplo, son tres, la férmula es:

fladh, bk c+ 1) =f(a,be) 4 (fa-h [y 1) +

Yo [ffa-h At [yl 4o frg ] o b [ffaid gk 4 [72 0] imt
entendiendo que las derivadas deben tomarse en ¢l punto (a, b),
execplo las del Gltimo término, donde se toman en un punto in-
termedio.

Unn vez mis se ve la veataja de la notacidn difereccial, al exp-esar la f6--
mula de Ta lor, cualquiein ¢ue tea el nimero de variables, pu.s la férmula
materior ticne validez gencral,
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212. — Aplicaciones en Geometria Analitica.

Cambio de coordenadas. — La férmula de Taylor tiene multitud de apli-
caciones on Geomotiin Aunalitica. Tul cs, por cjemplo, el cambio de coordenas
das. Duda la councidn: f{z,y) = 0 si se cambinn lus cjes por otros parvalelos,
las covrdenadas antiguas 3 nuevas estan Lgadas por la relacidn:

& =a-|z'; y=1U 4y
La ecuacién se transforma en esta ot
FlabY —xpia,b) e, b) e =0

Anflogamente Jn ccuncidn: Sz, ¢, 2) referida a 1o nueves ejes 2, 97,2
relacionados por las férmulus: £ =—a 42, ¥ =14y, r=e¢-} 2z es:

flabey 2. fexa, be) -y o, be) 42 aa,be) +....=0.

Centro de los enddriens. — FEn particular, si se tratn de una cudidriea ¥
clegimos ¢l punto (a, b, ¢) de mods que ecumpla las condiciones:

Falabe) =0; fyla,be)=0; f:labe)=0 [31

m enrece de términsg de primer grdo.

Ta eruncidn referida o este nuevo o
Por tamlo, sioon puste (2,2, 7)) csth oen o superficie, Lambifn ol simdtrico
{—azx', v, —z"); o5 dee el punte (a, B¢} es ceniro de simeiria de la
S superficie

Rlegle prictica: parn determinar ¢l contro de una enfidrica, se resuelve
<l sistema que resulta de anolor Ins tres derivaslas primerns,
Obséryvese que les térmives de gepunlo grads wo s alesan e n 'nosus it
wego para referie la endidrien o su eentro (a, b, e} basta saprimir loa
os de primer grade ¥y poner eomo términe constante f(a, b, ).

Esrarne, — Sca la supecficie:
2xr —Jay byr—zr 42— 2y =4
Parn determinar ¢l contvo pondromos:
dr—3y—=e=0; ——3zx42y—2=0; —&-425=0
de donde so despeja:
FT=—3 , ¥=—7/2 , g=-—23/2,
La ccuacién referida a cste contro cs=:
2z —Bry-f-yr—azz ot —1/2=40.

EJERCICIOS

1. — Referir In eudidrica del ejemplo anterior a los ejes trazndos paralela-
mente por el nueve origen (—1, 2, 3).

2. — Acotar ¢l evror produrids en la funeién f{z, ) por los errurcs
Az, Ay cuamdo fr = [y =1

3., — Escribase la férmula de Taylor para el origen y un punto (z,¥);
on tal caso re llama fdirmula ce Aac Laurin.
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CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE.
MAXIMOS ¥ MINIMOS RELATIVOS.

213. — Relacién entre la superficie y el plano tangente.

Para estudiar la forma de una superficie: z = f{z,y) en ol
entorno de un punto (a, b, ¢) conviene desarrollar la funeién por
Ia fé6rmula de Taylor, limitando ¢l desarrollo en un iérmino mis o
menos avanzado, segin el grado de aproximacion que se desee cn

dicho estudio.
Limitindola en Jos términos de segundo grado, se tiene:

(o, y) = [(a 4-R, b &) = f(@. D) - Rf7c(a, b) + kf7y(a, b) +-
+ Vo U 2e (B, m) - 2oy (5 0) + K" (B )]
La ceuncién del plano tangenie en el punto (a, b,c) es:
t—e— (z—a)f'e(a,b) + (y —b)f"(a,b)
0 sea, puesto que: ¢ = f(a,b), z—a=nh, y—b=k:
2= f(a,b) -} bffa(a, by - Lff(a, ).

Restando ambas eeunciones tencmos como expresion del inere-
mento de la ordenada de la superficie respecto de la ordenada del
plano tangente:

1] 2 —z. =5 [R*f"ax(E, M) 4 20ES"2y(E, m) + B0 (E, M) ]
=14 r? [eos*w. .. (E, M) - 2sen w.cosw. " (E, n) L
L sen?w. [, {5, n)] = 14 =T
introduciendo eoordenadas polares: h = r cos w, k ==7r sen .

Segun sea la variacién de signo de este trinomio, asi serd la po-

sicion de la superficie en el entorno del punto (a, b, c) respecto do

su plano langente en &, Bl signo del trinomio entre paréntesis es
*n un entorno del punto (a, ) el mismo del trinomio:

(21 Tyem A cos®w +- 2B .sen w.cosw 4 C sen® w
llamando 4, B, C a las derivadas segnndas en ol puute {2,b):
A=f"(a,b) Be=["4(a,b) C=["a(ad).
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¥y excluyendo un enlorno angular arbitrariamenle prqucito de cada
direccidn w en que se anula T ; ¢l cual, con el artificio usado en
; o
Algebra elemental de multiplicar por A (si no es nulo) para formar
g
un cuadrado, puede eseribirse asi:

[31] Ty — | (A econw - Bsenw)? 4 (AC — B*) sen*w): A

utilizando el misino artificio estudiade en Alechra para vesolver las
ceuaciones de segundo grade, esto es, multiplicar por <, para for-
mar ¢l cuadrado de un hinomio.

Demostracidn, — T, o5 funcion continun Jde w, ro nula per Tabier exelride
el valor o los dos valores en que se anule, con sendos enturnos; lusgo su valor
absoluto Liene un minimo m = (0,

Suponiendo rortinuns las derivadsg, en oen eirenlo de radio r difecen e
los nimeros o, B, €, menos de W om; ¥ eomo los sonos ¥ oeo enos no Supern
a 1. el trinomdo T difiere del Ty en menes de m; luego tiene el mismo sizon
de T, .

214. — Discusion.

Considercmos  todos los easos posibles respeeto del binomio
I = AC — B® que se Nama hessicng de la funeionm,

Primner caso: H = AC . B* = 0, Entonees es neeesariamente:

A>=>0, C>0 o bien A <0, € <0 y la expresion [3] no
se anula para ningin valor de w, pues si se anula ¢l stno no se
anula ¢l eoseno y vieeversa, siendo sicmpre positiva.

Es decir: z, — z, tiene siempre ¢l mismo signo, Ilay una region
de In superficie alrededor del punto (e, b) In enal queda situada a
un mismo lado del plane tangente, v Gste no atraviesa o Ia superficie.

Il punto de la superficie se llama entonees eliptico.

Sequndo caso: I — AC — B> < 0. Si es A =0 vale la trans
formaeién [3] y rvesnlta: para w == 0 la cxpresion queda redneida
a un cuadrado, par tanto, tiene un valor positivo. Bn cambio parn

(4] tgwe==— A/B, es deeir, A cosw |- Bsen w=1,

resulta un namero negativo (AC — B*) sen® w, es deeir; al girar
la recta AQ en torno del punto A, hay direeciones en que z, — 2,
es posilive y otras en que es negalive. lia superficie queda, pues,
atravesuda por el plano tangente.

El punto (a,b,c) se llama hiperbolico, exprisando este ealifi-
cativo, no silo que el plano tangente afraviesa a la superf'eie, sino
que nay Gos seciores teg de ella a distinto lado del pluno. V.
Nota).
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Si dentro de coste caso fuese A — 0, procederiamos uﬁ&loga-
mente multiplicando y dividiendo por C.

Si fuese A =0, C =0 la expresion se reduciria al término:
20 sen w.eos w, que también eambia de signo al recorrer w los cua-
tro cuadranfes,

La conclusion anterior subsiste, es deeir: el punto es hiperbélico.

Tereer caso: I = AC — B2 — (. La expresién se reduee a un
cuadrado que es pesitivo para todo valor w, exeepto para ¢l rayo [4].
donde se anula, luego la superiicie estd de un lado del plane tan-
genle, excepto en un dngulo arbitrariamenie pequefio entorno e
dicho rayo, donde nada puede asegurarse, Hi A =0 y por cons:-
guicnte B =0 cl irinomio se veduer o € sen® w v la conclusion sub-
siste; pero siod == == C == 0, hay gue reenrrir a las derivadas su-
periores. (V. Notas), '

El punto se llama parabilico si i = 0, pero A, B, € no son
todas nulas: ¢! tipo mds sencillo se presenta en lag superficies ed-
nicas ¥ eilindricas,

215. — Maximos y mirimos relativos.

Se diee que una luneion de cualquier nfimero de variables tie-
ne en un punto un maximo (minimo) relativo enando ¢l valor que
toma en dichio punto es mayor {menor} gue todos los que toma en
uin entorno del mismo punto.

Bi es una funcién: f{x, y) deeimos que en el punto (a, b)
toma valor miximo si se verifiea f(e LN, b4 k) < f(a, D)

» » minimo, ,, ,,  fla-}h b--k) > [(a,b)
para todos los puntos que distan del (a, b) menos de un eierto ni-
mero r, es decir, para todes los puntos que cumplen la condicion:
PR O L

Andlogamente para las funciones de tres variables, el valor
fla, b,e) ha de superar a tcdos los que toma en una cierta esfera
de eentro (a, b, ¢) y radio r.

Desde luego, es condieion necesaria, para que en un punto ha-
¥a miximo o un minimo relative, que se anulen todas las deriva-
das primeras. Asf, para dos varinbles, debe ser:

fre(a,b) =0, f',(a,b) =0 (5]

En efecto, fijado: ¥y =235 tenemos una funeion de una varia-
ble z; y para que el valor f(a, &) sea maximo o minime ha de anu-
larse f’:; andlogamente, fijado = = constante, resulta que debe anu-
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larse f',. Ll plano tangente a la suporiicie en el punto {u, b)Y so re-
duce a z == ¢, es decir, paralelo al plano o,
La tuncion tendrd mdximo o muiams seetin que la superficie

quede por debajo o por eneima del plano tangeate; no habrd ma-

ximo vi minimo si la supeeticie atraviesa el plaso tangente.

1= Caso eliptico: I = AC — B* == 0. La superficie queda, co-
mo hemos visto, a un mismo lado i plano fangente y queda por
deligo o por eneima sepfin que sen A < 0 o bhlea A4 = 0; es dee.
hay muiximo si cs >0, A <0, ¥y minimo si ex 7 >0 v A < 0,
20 Caso hiperbilico: I - AC — B* < 2. La superficie que-
da atravesada por ¢l plano tangenie v en el punto {a, b)Y no tiene
i méiximo ni minimo. 151 punto se 1
A0 Caso prrabdlico: I A€ ——
consideracidn de las derivadas segnn:

do s Hel -

i

Te=0. No s suliciente I
dilueidar si hay ma-
os definido, (V. Nodas;,

ximo o minimo, en el sentido estiiclo, que he:

Neswmren: Danda Ta funeidn f(e, vy, ealenlaremos todes  los
puntos (o, h), que satisfacen o la ceuneiones [ (o, b)) =0,

Qon
Fola ) — 9 es deeir: resolveremos este sistema de des cenaeiones

con dos inedgnitas y analizaremos cada paats por s parado susti-
tuyendo (u, b) en ¢l hes

no

I e 72 7 — o0
Resulia asi este enadro =indntion:

P i g .
s, 6 = O mimmes,
Caso eliptico: [IF >=.0 { o ’ 1’n.n
700 ) <2 0 maxime,
Caso hiperbdlico: I < 0 No hay maximo ni minimo.
p

Caso parabilico: I =0 Caso dudoso.

La diseusion en el easo de mas variskles o cabe en este cnr

del earaster de exte lilro, domde oo eshe penilatar todas

NoTy, — A pras

I cuestiones, conviene puntoadizar Ioe eonclagiones (2100 v (2153, aclaeando
su alnnee recpeto e lng primerns edicienes deoesia b,
Bi fijumos w v prescind v de s reecooes enoe se auntn el trino-

min [2] en eoalwwier atra direceidn el trinomin | ne oes oniele v opor tanto
el [1] tiene signa constante en un troco de pullo 0= p a0 Tiaoel 1 er ensn
It > 0, resulta, pnes, ene la superficie vt dde an solo dnsde del plane tangente
en cnda una de Ins direeciones, parn un viertn scgiento de sed o veetor; en
el 20 ease NI <2 0 surclde esto pa eriores nooendy e de
los d-s dngulos complelos que forman s (dos R LTI a2l oy
en el der cage tambidn estd la suparficie da un solo lado en wd o fan dives

o s lireecio

(£
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viones, ex

pto un, Sin embargo, de estas conclusiones (v, edicidn de 1920}
que seorefioren o un medo especinl de aproximacién al punto (e, L) ral
mente, no podrin concluirse nada vespeeto de L aproximeceién por caminos curvos

He aqui wi o jemplo sencillo:

Y
sy iy L)
v bien desarrollaado:
= y? —3xy |- Dz +
Las pardibols dibujadas en In fig N e +
+ O +

¥ = g =2 Qa2

dividen al plano en tres regiones ¥ dentro de enda una tieue £ signe econstanteo,
gue et indiewdo en o misma figura, A o largo de cuda pardbola, 5 se noula.
Cualguiera goe sen la Wdir Gnelegida, hay un segmenia de origen 0 solie el
euil tonm z aalores pesifives, es derir, on eada direceidn esta In suporficie «a-
cima el plino tangente 5 == 0, ¥ sin einbaigo ne existe ningon entorno circular
del punto @, en el eunl esté la superficie encima Je dicho pluno; pues csoa in-
finttos racdios, tslos inupores gque G, no forman pingin enoorne superficinl,
amine andlogamente el leetor ln funcidn g == y2 — 27y, ¥ vea que so
rifica o propiedsd de estar encima del plano tangeute en Lodas las reetus
truzodas por O, excepto el oje ;¥ o propiedad (214) se verifica en todo 4
lo e oo contergn esta reeta singular,

Todo lo dicho vale asimismo paa los miximox y minimos, En el ecaso 3.7
pueds decivse que #i no se wnulan las tres derivadas hay mixime o minimo en
senutido emplio, entembicedo gque en tsdo entoine angular de ln roetr singu’ar la
funvidn puede tomar valores menores ¥y mayores que en el punte (a, b). Sa
trata, pues, de un mdximo o minimo relativo en dicho punto respecto de lug
valores aleanzados en una regidn angular que se pucde aproximar al anpulo do
una vueltn tanto romoe se quicra.

[t

Nditese e pasa, que la conelusidn puramente negativa o que Tegan los oo
tores mds acreditiudos (tales De ln Vallée - Poussing, Pmclierle, ete.) de que nada
pucde asegurarse on cste enso dwdoss, la hemos sustituido por una conclusitn
afiymativa, tan elara como en los dos anteriores, aunque menes scocilla, 151
Gnico cnso dudoso es aguel en que Ina tres derivadas segundas se anulun,

El vaco de tres vaiables s: reduee amilogam.ont: a la diseus 6n de los
sigros: de unn Torma cuadritiocn ecn tres watinbles, tal como re hoeo en In
teorin de las cdoieas; y la teorin de las cufidricns es apl’e.ble al caso dz cua
tro vieriables,

En cambio, sunndo se anulan todas Ins derivadas gegundae de la fune én, o3
cl ponte copsiderado, se proc 1 Te urEos mfs supelivres.

(") Este cjemplo aclarm ¢l diverso sign'ficado de las cor diciones obt2a'd s
en i 2 edie’dn, cue so oreferian a Iy aproxima idn radio ] y las aqui domos
tradns (eon razenamicrlo easi tan simple eomo aquél) gue se refieren a entor
nes superficinles, Por este mayor aleance resulta menes simple ol unciula
del easzo 3.2 Obsdrvese el cjemplo que acabamos de estudinr ¥ se verd que oo
rresponde a este caso, por ser las derivadns sopundns 4 =0, B
por tanto {1 =0, cicrto que la superfici i cuecima del plane tangente cn
eada dircecidn, como ulli se enuneinbn, ¥ hasta en este enro espeeinl se verificn
esta propiedad por afzdiduen en la diveeeidn singular ¥ = 0, pero respecio e
eetarpog sunerficinles adlo puede nsepurarse que la seperficic estd situada cn-

cima del plane en eoawuics 257" oue no contenga el cje x.
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216. — Caso de variables ligadas - Método de Lagrange.

‘Case de una sol: couacidn de ligadura.
Bea una funcién de varinbles ligadas, es decir:
[ u=f(=z,u,z)
2] o{z, y,2) =0.
La funcidén » no tiene trea varinbles independientes, sino s6lo dos: por ej. =z, v
La condicién de miximo o minimo cs que se anulen las derivadas parciales
respecto de o, ¥, o sea que se anule la diferencial total du. Para caleular ésta,
difercncinremos lo [1] y la [2] y se ticne:
(2] [eez | fyedy 4 edz =0
{43 ¢'z-02 - @'y-dy -} @'z dz =0
Multiplicandn la [4] por A, que ¢3 un coeficiente indeterminado, ¥ sumin-
dole la [3], guedn:
(f' - Mpmeddze 4 (Fy 4 Mp'dedy -+ (e -4 Mp'z}dz = 0.
Podemos dar o A un valor tal que se anule el tercer término:
A= f‘r!’({*":
quedando In expresién redueida o los dos primeros términos, que deben anu-
larse, cualquiera sen ¢! valor de dz, dy por ln condicidn de miximo o minimo.
Lucgo so ticnen lus siguientes ceuaciones:
e dp'e=0; fytig's=0; Metlp'a=0 [a]
¥ como cuarta ceuncién se tieme: (%, y,2) =0 que lign entre =i las variables.

Con vstas euatro ceuanciones se pueden caleular los wvalores de: }, 2, ¥, 2.

Parn distinguir s resulta miximo o minimoe scrd necesarian unn discusidn
especial en cadn enszo.

Las tres ceunciones anteriores [a] equivalen a igualar a cero las derivo-
das pareiales de unn funecidn: Wz, y,2) = v obtenida sumando a la funcidn
dada f(z,¥,£) ln otra funcién gz, v, ), multiplieada por un coeficiente in-
determinado 2. .

EJEMrPLo. — Entre todos los paralelepipedos de vol dado t
<1 de dren minimn,
Sea € ==y o volumen del paralelepipedo.
Sca w = 2ry + “ys + 22z cl frea del mismo,
Aplicando 1o (d.cno nnteriormente:
Wiz, y,z) = 2zy + 2yz + 2zz + A(zye — C),
Las condiciones gue deben cumplirse son:
2y - 22 iy =0; 2r4 2z hxr=0; Zz+2y+tisy=0
La cuarta ecune on es: € = xys,
Despejando A e las tres primeras, resultan los valores que deben ser igualea:
v+z z s 4y
ys E=] xy
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De Ias dos primeras: (g 4 o)x = (x -}-2)y .. 2y -} 2z = 2y + y=, luego:
=y Anfilogamente de la primera y tereera: (¥ z)e = {z 4 ylz.. ry +
4 zz -y De donde z =2 ¥ o0 resamen: z =¥ =z, lo que quiere deeir, quo
el paralelepipedo que cumple la condicidn enuneiada en ¢l problema es el eubao.

Come es @ >0, ¥ en ¢l eontormo, o eea en los ejes x, ¢ €8 oo, ¢l minimo
absoluto es intedur y por tante relativo; luego la soluzién dniea obtenida di,
en efecto, cze minimg,

Caso de dos ceuaciones de liggdura.

Bi en vez de ser dos las funciones que ligan las variables, fucran tres,

s deeir:

[1] w=/[(zy7); [2] ez, u,5) =0; [31 wizp,2) =0
en realidad lo que se tiene es una funeién @ = F(z) con una soln variable
independiente, Lo condicién para que haya miximd o mioimo es: IM{z) =0,
o sca: odu =,

wido las tres ecuncionns, los puites buseades delen satisfacer o

dy — fledr L fydy - [2dz=0 [+
@iz + @'y Y+ gladz =0 (st
gl dr | @ycy + g'zdz =0 Lot

pudiewlo despejaree dy, dz de lag des Gltimas paca sustituirlas en la 1% o
bien se climican escribiendo el determinante (fue es ¢l jacobiano de lna tres
funciones} igualat’o a ceroj ciuseicn cue con [£] ¥y [2] dot.rmina los jo-
sibles puntos, Unmaidos cxtremantes.

s obvio que la climinaeidn puede haretre por cual-uier método; y st
so adopta ¢l de coeficientes indeierminados, cl sistema anterior queda susti-
tuido pur eite olro:

fzt+dp's +pp's=10
v+ dp's +pg'y =10
fedhg's s =0
Entre estas tres ecunciones miis laus dos ccuaciones ¢ =0, Y =20 sa eli-
minan L, p, ¥, £ despejindose la solucidn o,
A esto go reduce ¢l mitodo 'nmado de Lagrange, Gue puede enuncinrse nsi:
Multiplicando ln [2] por L y la [2] por p, dos cocficientes indeterminn-
dos, y sumindolns con la [1] se tiene:
Y =f-t+ie +pyp

y tratando esta Tuneidn como ¢n el caso de variables libres, &l anular sus tres:
derivadas se obticne ¢l sislema anterior.

EJeupre, — Distancin de O a la curva: g(z,%,8) =0, w(z, ¥, 2) =0,
Lu funeidn f es en este easo 22 4 y2 | o2
la ecuncién [1] es: v = axz } y* | 52

» " 41 » z.defy.dyd-e.de=0
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La reeta cuyos eoeficientes directeres vienen dadoa por [5] ¥ [6] csta
en los planos tangentes a laa superficics g =1, yp =0 en el punto ba eado 7,
¥ es por tanto la tangente a la curva iutersescién; re ta que es perpen iculor
& la OF, en virtud de [1], lucgo resulta: los segmentos minimos y md.imos
entre un punto y upa curvd son normaoles o ésta.
En el care de la recta: z=as 4 p, y =0br -} ¢ los coeficicntes de las
ecuaciones |5] y [6] son
0 1 — b
1 1} —a
Bolucion:  a b 1

¥ sust’tuide en la [4], rerulta: ax | by 2 =20, planc normal a
euyn interseccion con ella da el punto bLascado.

Con el método de Lagrange, el efilculo seria éste:

224 =0 , 2y 4 p=0 , 2c—ha—pb=0

¥ al eliminar A, p, resulta la misma ecuncién del plano normal,
Mdtodo generval. R

Corl uiern que sea el niimero n de variables de la furecién propuesta ¥y
el namero m de ecunciones de ligndura (menor que n) condicién necesaria,
pero ne suficicnte, a que deben satisfacer los punios extremantes, es la anu-
lar a la diferencial total. lista viene expresada mediante las diferenciales de
las n varinbles aparentes, pero en verdad sélo hay #—m ind:pendientcs;
tales diferen iales estin vineculadas por las m ecuaciones que se forman dife-
rencinndo las de ligondura.

La eliminacién puede hacerse por cualgquier método, y el de Lagrange
puede no tener ventaja sobre otros artificics.

La digcusién de los puntos obtenidos se hace formando la diferenciad
2+ 34 ...., ¥ puede conducir a dificiles problemas algcbraicos. En cada
easo, Ja indole del problema puede evitar ese cdleulo, como se vih en el ejemplo.

217. — Interseccién de la superficie con el plano tangente.
En los puntos de int i6n debe ser e, — &, luego la ecuacién, sobre
el plano xy, de dicha interseceién es:

h2f"gz (8 m) + 2hkf 2y (8 m) -+ B2 "yw(E,m) =0

donde interviene el punto desconocido (E,n). Dividiendo por A2 resulta una
ecuacién en k/h cuyos cocficientes dependen también de & y k; pero al teo-
der h ¥ k o 0 estos cocficientes son 4, B y ©C; por lo tanto, los valores k/h,
es decir, los cocficientes nngu]ares de los rayos que proyectan desde O los pun-
tos de inter ién b tienden lhacia los valores limites, dados por la
ecuacién limite

h2d |- 2hkB - k2C =0
que representa, por tanto, las tangentes en ¢l punio o lo ourva de interseccidn
del plano tangente con la superficie,
Las bisectrices del fingulo de estas dos rectas se llaman direcoiones pﬂn—
cipales de la superficie en el punto (a, b, o).
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En particular, s la superficic cs unn euddrica, la interscecién se compo-
no de dos rectas reales si la superficie ea un hiperboloide de una hojn o un
paraboloide hiperbilico. Para este dllimo caso se ve inmedintamente, pucs
giendo la ecuncién del paraboloide: == prz — qy=, ¢l desarrello de Taylor ter-
mina en los términos de segundo grade, y ne habiende término complemen-
tario, In interseecién del planoe tangente en (a, ) eon la superficic viene dada
por la ecuacidn:

2hzp — Skrg =0 hep — kg = 0
que represcnts dos rectas.

Aplieando la discusitn, resulta: Il elipsoide, cl hiperboloide de dos hojas
¥ cl paraboloide oliptivo tiencn lodos sus puntos elipticos; el hiperboloide de
una hoja y el pereboloide hiperbdlico tienen sus punies hperbilicos.

Finalmente, si se considera un cilindro y colocamos, por ejemplo, sus ge-
neratrices paralelumente al ejo = su cevacion es: £ = f(y) por tanto: [z =0,
frea =0, /gy =10 y siendo nulos 4 y 6 es If =0 es decir: Todes los pun-
tos de un cilindro cunlyuiera son parabdlicos.

La interseccion con el plano tangente se reduce a la generatriz, conside
rada como doble.

Lo mismo acontece con los conos ¥ con todas las superficies desarrollables.

En los puntos parabélicos, las dos reetas tangentes dadas por la ecuacidén:
hrd L 2LhEB | k2C = 0, so reducen o una sola doble; la dircecidn de esta tan-
gente tnica ¥y la perpendicular a elia son las dos direcciones principales de
la superficie.

En el caso del cilindro, o en gencral en las superficics desarrollables, co-
mo la interscecidn se reduce a una recta, la tangente es elln misina.

EJERCICIGS

1. — Calenlar los extremos de la funeidén y2 — 2e2y -|- 24 —x0,
{Corresponde nl enso dudeoso ¥ no hay méximo ni minimo, a pesar de que en
eada direcciém por el punto (0,0) la funcién tieme valor-minimo en él).

2. — Determinar los triingulos tales que el producto de los senos de sus
fingulos sea méximo.

{Anulando las derivadas respecto de los dos fingulrs que se tomem como
variables independientes, resulta que el trifingule debe ser equilitero. Como la
funcién es continua y positiva, admite un miximo nbsoluto y ¢ste corresponde,
por tanto, a los fingulos de GO=}.

3. — Determinar en el plano do un trifingnlo dado el punto tal que la suma
de cuadrados de distancias a los tres vértices sea minima,

(Como coordenadas parn el punto buscado resultan los promedios de las
coordenadas de los vértices. Demuéstrese que tal punto es el baricentro y que
éate es la solucidn buscada).

4. — Determinar en el plano de un trifingulo dndo ¢l punto cuya suma de
distancias a los tres vértices sea minima.

Al anular los dos derivadas resulta la condicidn de que sean igunles los
fingulos bajo los cunlea se ven los tres fndos, Constriyase, probando que es la
golucién pedida, si los tres fingulvs del trifingule son mencres que 120°, Estd-
diese el caso en que un dngulo es igual o mayor que 120° |

5. — Caleunlar la distancia minima deade el origen de coordenadas al plano
de ecuacién Adx | By + Cz - D =0,
6. — Caleular la distancia minima entre dos rectus que se cruzan.
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TANGENTE Y PLANO OSCULADOR DE LAS CURVAS ALABEADAS

218. — Concepto de curva.

Suele definirse intuitivamente una curva como ‘‘eamino des-
c¢rito por un punto que se mueve segln cierta ley’’. Esta defini-
cion carcee de la eclaridad y precision necesarias a todo coneepto
mutemétieo. Ahora bien: definir un movimicnto es dar en eada mo-
mento ¢ la posicién del punto (x,y,z), es deeir: x, ¥, z, son funeio-
nes de {, definidas en un cierto intervalo (£,,¢,) entre el momento
inicial y final; pero, ademads, cstas funciones han de ser continuas,
para que a momentos muy préximos entre si, correspondan posicio-
nes del punto tan préximas como se desce. En definitiva, obtenemos
la definicién siguiente rigurosa:

Curva’en el espacio de tres dimensiones es el lugar de los pun-
tos (x,vy,2) definidos por tres funciones:

Te=x(t); y=y(l); z==2(1) 1]

continuas en un intervale (f,, ¢,) finito o infinito.
Las curvas que no son planas, se llaman alabeadas.

219. — Tangentes a las curvas alabeadas.

Las curvas que se presentan cn las aplicaciones tienen tan-
gente en cada punto; es deeir: la reeta AA’ que une el punto
A(xa12,) de la eurva eon otro 4’(z’,y’,2') que tiende hacia A
(es decir que sus coordenadas tienen como limites las coordenadas
de A) tiene cosenos directores variables que tienden hacia los de
una recta que pasa por A4, la cual se llama tangenie a la curva en el
punto 4.
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Lios coscnos directores de la recta (447 son proporcionales a los
incremenios de coovdenadas Az, Ay, Az y también proporcionales a
los nimeros

Ax Ay Az

At Az Ai

y como al tender Af a cero, estos
cocientes tienen como limites las
derivadas x°, ¥, 2", 0 sea:

dx dy dz
at ' dt dt

resulta que la direceién de la reeta A4’ tiene como limite la diree-
cion definida por estos tres mimeros, que son sus coeflicientes di-
rectores.
La reeta que pasa por 4 y tiene esta direceién limite, tiene pu-
ecuaciones ;
& — Ty Y-—¥a Z—2

2l vty Z(f)

que representan la reeta tangente en el punto (7, ¥, 2,).

Si una de estas derivadas ¢s nula en ¢l punto A, por ejemplo:
Z(l,) =0, es nulo el 3.°7 coeficiente direcior; la tangente es para-
lela al plano coordenado zy; una ecuacién de la recta es: z==z,; ¥
la otra es la igualdad del 1.° y 2.° miembro.

Si son nulas dos derivadas. por ej.: ¥ (f) =0; 2/({) =0 !las
ecuaciones de la tangente son: y ==y,; ¢ =2, ¥y por lo tanto es pa-
ralela a un eje, que en este easo es el z.

Con el eonvenio de anular el numerador cuando se anula el de-
nominador, pueden adoptarse las ecuaciones anteriores como vAli-
das en estos casos.

NoTa. — Bi para f, gon nulas las tres derivadas &, ¥', 2/, pero no ", y", =",
es Ax = 14 =" (E)(At)2, ¥ anfilogamente Ay Ar; luego los coeficientes direc
tores de la secante son les valores de =¥, ¥", ¢" para ciertos velores interme
dios de ¢; y supuestas continuas, tienden hacin z”(1,), ¥"(%), £"(%), que sen,
por tanto, los coeficientes directores de la tangente.

En general, £i es n el orden minimo para el cual no se anulan lus tros
derivadas, las ecunciones de la tangente son:

z—=, ¥— E—1z,

zn(t,) yn(te) on(t,)
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Las ecuaciones de la langente suclen eseribirse de modos va-
rios; si ponemos en vez de las derivadas los coclentes diferenciales
y maltiplicamos por df, resulta:

L — &,

yfyn E—2,
dy dz

Si la curva viene dada eomo interseccién de dos cinmdros:

Y= O(z) z==W(z),

es deeir, si nos dan las proyeceiones de la eurva sobre dos planos
coordenados, diferenciando resulta:

dy — ' (z)dr; dz= Y (r)dz
¥ las ceuaciones se transforman asi:

z—z, ¥ —1 2—2,

1 C@r(x) Wr(x)

Sila eurva viene dada como interseceién de dos superficies en
forma implicita:
F(x,y,2) =0 G(x,4,2) =0

difereneiaremos asmbas ccuaciones y se despejan valores proporeio-
nales a dr, dy, dz.

Iise efleulo ha sido ya efectuado en (207), resultando que dwx, dy, dz son
proporcionales o los trea jacobiancs. Por tanto, si los tres no fon nu'os en el

punto {#, ¥, £) las ceuaciones de la tange.te, con el convinio ya dicho para
el caso de anulacién de alguno de cllos, son:

T — T, "—C,
Fy Fs | - Fo Fy |
Gy G5 | Gz Gy |

220. — Hélice cilindrica.

La héliece puede engendrarse por ¢l movimiento de un puniv
de una cireunferencin que gira alvededor de su ecentro, al mismo
tiempo que éste recorre una perpendicular al plano de la circunte-
reneia, siendo los dos movimientos uniformes.

131 movimiento de iraslaeiéon uniforme se expresa z— ki -+ h.

Si la héliee comienza cn un punto A, situado en el plano zy
(eunando £==0, z==0), la ceuacién anlerior se reduce a:z ==ki.

El movimiento de rotacion es uniforme también y podemos
suponer su veleeidad 1; si llamamos ¢ al dngulo ae giro en un
cierto tiempo ¢, se tiene: @ == ¢, sin término independiente, porque
el movimiento empieza en A, situado sobre el eje =
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Llamando r al radio del eilindro sostén de la hélice, oblenemos
las ecuaciones de la hélice:

r=vrcosl, y=rsent. ==K {2]

Sobre un mismo eilindro podremos obtener infinitas hélices, se-
ghn cl valor de k. Il paso de eada una es Sk

8i el tricdrn es d'recto o povitive (162),
los tormillos usuales, llamados dircctos o posi-
tivos, tenen & 2> 0; en eamblo, v foridos a
tricdro cogativo, eomo son los dibuj:do: en
este texto, tienen & <0 0. Asi, p. oej, la hilice
e In adjunta figura tiene & > 0, y es negwv

tiva.
Tmporta advertir qoe todas las demosten-

ciones ron independiontza del :igno del trie-
dro; y en los dibujos convipne usar unos y
otros indi:tintament .

Las ecuaciones de la tangente en el punlo (£, ¥y 2,) son:

T —x, Y1 22

—_rsent reos i . k

¥ sus cosenos direetores son, por tanto:

—rsent

Ve

El 4ngulo que forma la fangenie a la hilice en el punio
(2, ¥y, £¢) con la direceitn del eje de las z tiene coseno cousianta;
quicre deeir que la-tangente a la hélice en un punto eualgquicra for-
ma un ingulo eonstante con la generatriz del cilindro que pasa por
ese punto. De aqui que sn desarrollada sobre un plano sea una
recta,

221. — Planos osculadores a las curvas alabeadas.

Si se considera un -punto Az, ¥, 2,) 1ijo de una eurva y el
plano tangente en A que pasa por un punto A, préximo a &, que
tiende al A, la posiei6n limiie de este plano tangente es un plano
que se llama osenlador en el punto A a la enrva.

De otro modo: 8i se considera ¢! plano ARC siendo B, € pun-
tos de la eurva a distinto lade de A y que tienden hacia A, el Ii-
mite del plano ABC es también ¢l mismo plano osculador.
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De otro modo: =i por In tangente en A se traza ¢l plano para-
lelo a la tangente en &2, también tiene como limiie el plano osculader.

En efeeto, particndo de cualquiera de las tres definiciones
(véanse las notas) se llegn a esta ceuacion del plano osculador:

=T, Y—Us F—32]
fr (8,) ¥ () 2 () (=0
[ =7 (L) w"(ty  2(E,) |

O bien, omitiendo indicaciér del pardametro:
[ 2" = yef | (r— ) b 27— 22 (Y — ¥, +
+ |y — " (2 —z,) = 0.
Aplicacidn a la hiélice eilindriea:

oe==rcost; ¥ o=t sen g=Fi
z' ({) =—rsent; ¥ (f)= reost 2 ()=Fk
z?(t) ——reost; w{l) = —rseni; 27(t)=0.

Ll plano esceuladar tiene, por tanto, la eeuacién:

o, Wiy B2
| —rsent, reosdt, k& 1=0
| —reost, —rsent, LU

que pucde eseribirse asi:

(e —x )k sent, — (v — keosty, 4 (z2—z,)r =0

222, — Triedro principal o intrinseco.

Consideremos e] plano oseulador en un punto de una curva;
la tangenie a la eurva en ese punto esti contenida en dicho plano
osculador. Todas las normales a la curva en el punto considerado
son perpendieulares a la taneente y estén situadas en un plano
que es ¢l plano normal a la curva en ese punio. La normal conie-
nida en el plano oseulador se llama normal principal; la normal
perpendicular al plano oseultdor se llama binermeal,

Kl triedro que tiene por arislas la tangenie, normal y binor-
mal se llama tricdro prine’pal o intrinscco.

Los eoscnos directores (o, A, v) de la tangenie son proporcio-
nales a las derivadas: x'(1,), ' (4,), 2'({,) o bien a las diferencia-
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les: dz, dy, dz. Adoptaremos eomo sentido positive en la tangente ¢l
de la ¢ ereciente, es deeir, o, 8, v licnen los signos de o/, ¥, 2.

Los coeficientes del plano normal son proporeionales a estos
mismos nmeros, segin se ha visto en Geometria Analitiea, lucgo
la ecuaeidn de dicho plano normal es:

(x—z)a"(£) - (v — ) v (1,) -+ (2—24)2(L5) =0
o bien:
(x —=z)de + (¥ — y,)dy -]- (2 —2,)dz =0

bien entendido que las derivadas y diferenciales han de tomarse en
el pnuto A (&, 1, 2,).

Los eosenos direetores de In binormal son proporeionales a los
coeficientes del plano osculador, puesto que le es perpendicular;
lzego los cosenos direetores (A, i, v) de la binormal son:

et —yrd=0uk, e’ 2" =pk, zy'—a"y =vk

donde k es un coeficiente de proporcionalidad. .

Los cosenos directores de la normal, que llamaremos I, m, =, se
determinan teniendo en euenta que la normal es perpendicular a
Ja tangente de cosenos a, i, ¥ ¥ a la binormal: &, n, v, pero cs pre-
ferible utilizar las {érmulas de Frenet, que veremoes en la proxima
leeeidn.

NOTAS

L ecuncibn del plano que contiene la tangente en ol punto t, ¥ e para-
Ielo a Ja tungente en cl ¢, cs:

%% Y —1s £—g,
(1) ¥ (L) £ (1) =0
z'(h) ¥{h) & (1)

pucs €l vector de componentcs ¥ —x, Y -— ¥, £-—2, proporcicnales a Ins de-
rivadas ¢n 2, estf en ¢l plano, por anularse el determinante; y también el vee-
tor paralels a la segunda tangente. Restando de la tererra fila ln segonda
¥ sacndo el factor t, — ¢, quedan, por €] teorema del valor medio, las derivadas
segundng en puntos intermedios entre 1, y t,; en el limite resultan las deri-
vadus z"(6), v (te), £(t).

EJERCICIOS

1. — Determinar ¢l tricdro intrinsceo en Ia hélice.

2. — Demostrar que la normal principal a la hilice en un puoto c3 ¢l radio
del cilindro, que corrcsponde a ese punto,
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223. — Rectificacién de curvas alabeadas.

Para las eurvas alabeadas la formula que se obtiene es comple-
tamente andloga a la dedueida en (137).

Sea una curva alabeada ,dada en forma paramétriea:

s=ux(t) ; Yy=y{) ; z2==z()

demosiraremos en nofa al final de la leceidn, que la longitud s del
areo de curva viene expresada por la integral:

s = S VE () Y (O + 2 () At = f/do? - dy® - de?
Apareee ahora elaro por qué se Hama diferencial de arco al
infinitésimo:
ds e=~/dx® -|- dy* |- dz®

pues, en cfecto, la diferencial de s es esta expresién que figura bajo
¢l signo integral.

Si se divide por la longitud de la euerda Vv As - Ay® - AsF
v so pasa al limite (dividiendo numerador y denominador pov Af)
resulta el limite 1. Bs deeir: La diferencial del arco es infinitésino
equivalenie a la cuerda correspondicnie,

Esemrro. — Caleular la longitud de una espirn de hélice cilindriea de
ecunciones: z==reosl, y=rsent, y =kt

Bo tieno ds? = (r2 cos? # -} r?sen? # 4 k?) (di)? = (r2 -} k2) (dt)2
o integrando entre 0 y 2, resulta:

8=12r Vri 4 k*
En general: la longitnd del arco de amplitud a e3 a V72 - &%, es decir,

proporcional a dieha amplitud, resultado acorde con el desarrollo rectilinco de
la hélice.

224. — Curvatura de flexion,

Se llama curvatura media de un arco AA’ al cociente del dnglo
de conlingencia formado por las tangentes en sus extremos, por la
iongitud del arco. Se llama curvalura de flexidn o primera curvalura
en el punto A al limite de la curvatura media del arco AA’ cuan-
do A’ tiende hacia A. El reciproco de ecste cociente se llama radio
de fleridn en ¢l punto A.
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S opor un origen O trazamos veetoves Jde moduale 1, paraleles
a las tangentrs a la curva, vs deely, de componentes o, §, v, 0 sea:

dix dy dz
ds  d s ©ods

se obtiene sobre la esfera una eurva lNamada indieatriz de flexion.
Llamaremos de o Ly diferewcial de su ares que viene dada por le
expresion ;

do” = du diy - dy?

B sven Jde eiveunforenein mi.
ximae 287 mide ol dngulo At de s
fansenies en Loy LY v es o n-

nitdsimo equivalente o la oenerda
PEr W enal es equivalente aoda

diferencial Jdel arveo doode imdica-

. . . s 1
triz (2299 lneco, sesin la defin- a
eidn e curvatury vesultac: - B
s Viebot | dyt|odet
{11 Ry W Sk = e
de oot - dfpE b dyR

225, — Curvatura de torsion.

Seestudin, andlogamentie, mediante o tudicalriz de torsion,
obtenida levando a partic de € veetores e modulo 1 paralelos a
lus Bivoemales, o sea perpesdivalires o dos planos osenladores, Bas
compoenentes, o sca Ins coordenadas de los puntos de Ja indieatriz,
som tos cosenus A, @1, v de I binotmal, y Namande do, al clomento de

arco de indicatriz se verifiea:

d g = dN | W v

Se llama radio de cuwrvature e torsion, o simplemente radio
de forsion al limite del cociente del areo AA7 por el angalo de los
planos osculadores A, La magnitin] reeiproea se llama curvatura de
lorsidu, o scyginda cwrvalura,

Como Ar, viene medido por el areo B8 (e cirennfereneia, quo

es equivilente a la enervda BB ¥y &sta a de, tesulta:

s A

-d.'s, . VR -t - dv?
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226. — Curvatura de la hélice.
-Lag ceuaciones paramdétrieas de la hélice eilindricn son z =7r cos {,
y=r sen I, =L Los coscnos!: o, §, ¥ de la tangente son:

—rsmt k
Ve 4 k2 VI- o o

Las diferenciales de cstos cosenos sen: da, 90, oy

—reos b dtl —rsent.df
e St i XY —_— rf-v =0
vz kT VI i

El radio do curvatura de flexién R es, por tanto:

Vdzz |- dy* |- dz2 Ve 4 K ¥2 o k2
vdat | dft + dy? T2 T

Ty = = =
Wkt b dpz o dv?

en donde X, p, v son nimeres proporeionales a los coeficicntes del plane oseula-
dor, que parn la hélice es: (x—z)ksent — (¥ —w)keost + (s —r)r=0.

k sen f —keost ¥
X e — T JRASEEE H = e
Ve - ke Ve - ke Vrd 4 ke
P - ke
VLT b dp? - dy? — dt.
vore - ke
e . rz - k2
= U
ic

Ambos radios de curvatura son constantes.

227. — Férmulas directas para los radios de curvatura.

Las férmulas dadas para el edleulo de los radios de curvatura tienen el
inconvenicnte de cxigir Ia derivacién de los cosenos directores, que por contener
rafces cuadradas suclen dar origen a largos edlenlos. Veamos cdmo se simplifi-
can lag férmulas utilizando los conficientes A, ¥, € del plano osculador, Desig-
nando por letras acentundas Ins derivadas respeeto de t, se tiene

E R A -t

@z f e tye

dzx z* ¥ & —x s

a=—-=—; @ =m——; ...

ds & &2
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¥ anfilogamente se calewlan B y ", Teniendo en cuenta que
stz pyrfer , S =gz 40y e
Sumando los cuadrados de las fracclones que ¢xpresan a’, 6, ¥ 1ezulla con
ficil simplificacion:

(@2 + B2y (@2 4 2 4 5'7) =
= (@3 ¥ 48 (S Y ) — (B2 Y Y )2
y uvtilizando la identidad de Lagrange (173) o bien por direztn comprobaeién,
pueide egeribirse asi:z
= (e —y* )2 (& 2T —r )} (2 oyt —" )R
¥ Namnando A, B, € a los eoeficicntes del plano osculador, resulta esta sencilla
expresion:
(z'2 - yefsre)e

2=

A2 o B2 O

Con transformaciones anfilogas se llegn nsimismo a In #férmuln cémoda ¥y
muy scncilla
= (A2 Br-C2): D

donde D= dAz™ - By " -} Cz™

que también puede escribirse en forma deé determinnnted

| & ¥ 2 |
=] = ¥ =¥ |
|z oy oow |

228. — Férmulas de Frenet o Serret.
I8l edleulo de los ecosenios A, p, v de la binormal se puede ha-
cer como se indied en (222), y difterenciando se obtiene riapidamen-
¢ te r,, pero es preferible utilizar las férmulas siguicentcs, de Frenet:
Para dedueirlas estudiemos mis detenidamente las indieatri-
ees. Como ¢l plano osculador puede determinarse eomo limite del

plano trazado por AT paralelo a A’T”, si se traza por O el plano
paralelo resulta el T707"; v su limite es el plano tangente en O7" al
cono de la indieatriz; por tanto, la recta ¢ tangente en 7' a esta in-
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dieatriz, es paralela n la normal AN lnego Jos cosenos I, m, n de
€sta son:
da df v

efix da da

0 bien, reeordando [1] para eliminar do, 1esulta esle primer grupo:
Grupo 1.
diz

elf Mmoo dy n

14

ds T s ry s T,

Los cosenos I, m, n son, pues, proporeionales a las derivadas
a’ ' y* respeeto de s; propicdad que tradiee la relacion geomdétriea
que hemos visto; ¥ que permite ealenlar I, m, a dividiendo dichas
derivadas por ¢l factor de proporcionalidad, que es, justamente, la
curvatura de flexion.

Puesto que las generatrices 08 el 2.0 conn ron prrpendicnla-
res a los planos tangentes al 197 cono {paralelos a los osruladore ), ro-
ciprocamente, ¢l plano tangente en OF8 al conn 2.9 os porpendieular
a la genceratriz OF del 1.7; Inewo es paralelo al plano BN, normal
en A ala enrva, Por tants, La taneonte en 22 a la 2.7 ind ea’ riz, por
estar en ese plano timgente ¥ ser perpendicular a OR, es paralida
a AN, y sus coscnos son:
dh du v

da, do, da,
¥y climinando do, mediante [2] resulta el seoundo ompa:
Grupo 11

di 14 dp m dv n

ds r, ds Ty ds T,

Como a, &, I son los cosenos direciores del cje x respeeto del
tricdro intrinseeo, se verifica:
at - A —1
a@ - T — 0

¥ sustituyendo o, & por sus valoves 1 y IT, y suprimiendo el fae-
tor I, queda la primers [6rmula siguiente, y andlogamente las otras:

Grupo 1,
dl a i dm B 0 dn ¥ v
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Cuadrando y sumando, resulta esta relacidn entre las deriva-

das respecto de s, que permite caleular r,, ya conocido Py
Faormula 1V,
1: 1 §
U2 - m’? e 0 e —

’E T

que permite caleular 7', ya conocido IR

229, — Circulo osculador y esfera osculatriz.

Iintre las circunferencias tangentcs a una earva en un punto A
¥ situadas en el pluno eseulador, la que tiene por radio el de
curvatura de flexién, se llama circulo escidador de la curva en el
punto 1 ¥ su eentro sz llama centro de curvalura.

Lsta eirecunlerencia, igual que en las curvas planas, resulta
asimisino como limite de la ecircunferencia determinada por tres
puntos de la curva que tienden a confundirse en A, y ticne con-
tacto al menos de segundo orden, es deeir, eortando por planes no
paralelos a la tangente, la distancia entre los puntos de ambas eur-
vas es infinitésimo de tercer orden por lo menos. La demostracién
pucde verse en cualquier Geometria diferencial.

Se lama esfera osculalriz, al limite de la superficic esfériea
determinada por euatro puntos de la curva, que tienden a con-
fundirse en A. Por tanto, contiene al circulo osenlador, que es su
seeeidm por el plano osculador.

La reeta perpendieular al plane osculador en el eentro de eur-
vatura de A, se lama recta polur o eje e curvaiura o eje del pla-
no oseulador ,correspoundiente al punto .4 ¥ en ella esti asimismo el
centro de la esiera osculatriz.

Sity, t,, t,, t, son los valores de { qu¢ determinan euatro pun-
tos de una curva, veamos la posicion !imite de la esfera que pasa
por ellos, enando tienden a rconfundirse en uno. Para ello forme-
mos la polencia de un punto variable de la eurva, o sea la funeién:

Fl)y =(e—a)* + (y—b)"+ (z2—0¢)*—7*
siendo {a, b, c) las coordenadas del centro y r el radio. Como se
verifica :
F(t) = F(i,) = F(t,) = F(t,) =0
la derivada F'(f) se anula en tres puntos intermedios, la F” (1)

se anula en dos; la 7 ({) en uno.
Si los cuatro puntos tienden a confundirse en uno, queda de-
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terminada una eslera, que se llama osculalriz en éste, cuyo centro
y radio estin dados por las ceuaciones:

F(t)y =0 , F'({) =0 , ") =0 , F7({)w=0
que, desarrolladas, son:

(z—a)* +(y—b)* '+ (z—c)* =7
(e —a)" + (y— )y’ + (2—c)z' =10
Py 2 o (e — ) - (= DY - (2 =) e 0
B(&a"+ Y+ ) + (2 — @)k (4 — D)y (2 — €)= 0

De las tres ecuaciones lineales se despejun o —a, y — b, z2—¢,
¥ sustituidas en la primera, se obtiene r.

Hi se adopla 8 ecomo parimetro para expresar ln eurva, las de-
rivadas =, %', 2z’ son preeisamente los cosenos o, {3, v; sus derivadas

T, w”, 27 vienen dadas por el gvupo T de Frenet.

Nota., — Rectificacidn de enrvas alobeadas. Lo difereneia de mdadoloa (e
dos vectores de origen 0 puede neotarse asi:

111 Vvai |-br | ef— vaz 3 0- | & tea—a' | 4 1 b—2 -} |e—¢ |

en efreto: la diferencin ne supern al tereer hulo del trifingulo, y este lada, co-
mo resultante de la polizonal formada por las diferencins de eoordenndas, oa
menor que la suma de déstas ) al acotacidn nos permitirh demostrar mny elemoen-
talmente la férmula (223) enleulando la diferencia entre la cuerdn ¢ y la di-
Terencial s

2] Somo-—dy = v Ari L Ayz |-
es decir, la diferencin de mddulos de dos vectores, euyas diferencins de coorde-
nadas son cn eate caso, por el teorema del incrememto finito:

Az —dz = F(Eyedt — 2’ (L)l = |a’{£) —="(t}] dt

Ty dx? | odyT - de

¥ anfilugamente las otras dos. Pero siendo continun In derivada 2°(0) (¥ anfilo-
gamente lus atras) este incremento entre paréntesis os menor que g parn todoa
log intervalos dt suficientemente pequefios, luego aplicando la neotacidn [1] a
Ia diferencia [2] enda uno de los tres sumandos es menor gque g ¥ por tanto

resulta

[8]<3ea@l , Se=Sds+2§ , |ES|<I(l—t)

¥ como este nimera es arbitrariamente pequefio, lns sumns e, Bds tienen igual
limite, es decir, In longitud del aren viene expresada por la integenl (2237,

Obsérvese que ee ha utilizade ¢l teorema de Ileine, «de Ia continuidad ani-
forme.

EJERCICIOS

1.— Aplicar las férmulas de Frenet a la hélice.
2. — Determinar la esfera osculatriz en cualquier punto de la hélice.
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230. — La indicatriz en un punto. Indicatriz de los paraboloides.

Lstudiar Ia eurvatura de una superiicie en un punto es cono-
cor la enrvatura de sus diversas curvas, que pasan por él, Presein-
diendo de las alabeadas (euya curvatura se demuestra ser igual a
la de Ia seeeion plana produeida por su plano oseulador) el estudio
de las seceiones oblicuas se reduee muy sencillamente, como veremos
en (233) al de las sceciones normales, Para eomparar la curvatura
de las producidas por el haz de planos normales en O, ideé Dupin
la grilica siguiente.

DeEriNicioN. — Dada una superficie eualquiera, si considera-
mos todas las seeciones normales en un punto O de la misma, es de-
eir, las eurvas determinadas por los planos que pasan por la nor-
mal en O, y para eada curva llevamos sobre la tangente, a uno y
otro lado, un segmento r — == \/p igual a la raiz cuadrada de! ra-
dio de curvatura de dicha eurva en el punto ©, tenemos infinitos
veetores cuyos extremos forman una curva llamada indicatriz de la
superficie en el punto O.

Recordemos una sencilla propiedad
de la pardbola 2% e= 2pz.

N VE laciendo 2 = L4 vesulta z == /p y

como p=p es ¢l radio de curvatura cn
¢l vértice, tenemos un medio grafico may
sencillo para construir v/p.

Sila cenaecidn es 2z = Azx?, el coeli-
ciente A = !/, es la eurvatura en el vér-
tice.

£

B

(9] X

Parabolotde eliplico. — Consideremos el paraboloide eliptico:

o hien 22 — Ax® 1 Cy* ¥ vamos a estudiar la curvatura de las di-
versas sceciones produeidas por los planos que pasan por el eje 2.
Cada seceién es una pardbola que tiene O como vértice; el
segmento == \/p sc¢ obtiene cortando dicha pardbola por la secante
trazada paralelamente a la tangente a distancia 14 de ésta.
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La indieatriz se obtiene, por tanto, cortando ¢! paraboloide por
el plane que dista 14 del tangente, ¥ trasladando dicha clipse sobre
el plano xy; luego su eceuacion cs:

Az?-}- Cy* =1 o hien:

Laos radios principales son:

rl T ?) 1 ;.2 . f} ‘:"’(i-

Paraboloide hiperbélica: A = 0, (0 < 0. — Considerando todas
las seceiones normales que pasan por el cje 2z, cada una eorta en una
pardbola euyo radio de eurvatura se obliene como antes se indicd.

Sobre la tangente en 0 a eada parvibola llevamos en ambos sen-
tidos el segmento \/p. El lugar geométrico de los extremos de tales
segmentos ¢s la indicatriz de la superficie en el punto O.

Puesto que el ntmero \/p correspondienle a eada pardbola no
es sino la ordenada de la pardbola que dista 14 del origen, si corta-
mos la superficie por el plane horizontal z = 14, 6ste determinara
sobre las puribolas dirigidas hacia arriba una hipérbola; y anilo-
gamente cl plano z == — 14 corta a las pardbolas de eurvatura ne-
gativa seean otra hipérbola.

Trasladando paralelamente hasta el plano xy dichas dos sceciones
tenemos la indieatriz de la superficie. Esta indieatriz se compone,
pues, de des hipérbolas que tienen como asintotas las dos genera-
trices de la superficic y situadas una en eada uno de los dos dngules
completos que dichas rectas forman.

Los semi-ejes de dichas hipérbolas corresponden a los radios
do las dos seccciones prineipales de la superficie. Istos radios se
Haman radios principales de curvatura y sus valores son: r, — p,
ry == q, si la ecuacién del paraboloide cs

x* y
2o s
2 20
Las ecuaciones de estas hipérbolas resnltan haciendo z = 14,
¥y 2=——14 en la ceuacién del paraboloide ¥ son:

Z z 3 x’
E__'_.._I; _y R e

14 q q P
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sus asintotas son las rectas:
v
=

g
T ove

EJEMPLOB. — Secan los paraboloidea
g=4dzt{ y* ; g=gzgz—3Jy2
Las indicatrices en el origen se obtienen inmediatamente haciendo s =14
en la primera ecuacidn, y resulta la clipse
Bx2 - 2yr=1
o bien £ = %1 _en la segunda y resulta el par de hipfrbolas conjugadas:
g?—3yz=1 , 3y —xr*=1
Recordando que lns curvaturas principales son las derivadas segundas, éstas
son para ¢l paraboloide cliptico 4 =8, € =2; paran el hiperbélico, 4 =2,
¢ =a.
Los radios principales son los reciprocos de estos nimeros.

231. — Paraboloide osculador.

El plano tangente a una superficie ¢n un punto es una primera
aproximaciéon de esta superfieie en el entorno de ese punto.

Pascmos alora a obtener una segunda aproximacién, tomando
an términoe mds avanzado en el desarrollo de Taylor.

Limitando &ste en los términos de segundo grado, prescindiendo
del término complementario, resulta una superficie:

z=—f(a,b) -+ hf-(ab) kf,(ab)+
F VRt fe(a, b) + Rk [y (8,0) 15 k2. [ (a, B)

que representa una euddrica, puesto que es de segundo grado en las
coordenadas h, k. La diferencia entre las coordenadas z de la su-
perficie y de esta cuiidriea es del tercer orden, y por eso se llama
paraboloide osculador en el punto A.
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Cortando por cualquier plano vertical resultan dos eunrvas euya
diferencia de ordenadas «s de tereer orden, es deeir: las eurvas tie-
nen un contaeto de segundo orden, y, por tanto, la misma eurva-
tura, PPor esto, para estudiar la curvatura de la superficie en un
punto, basta considerar su pareboloide oseulador.

Para mayor comodidad en el cstudio de la superficie en un
punto suele temarse como plano oy el tangente en ese punto; en-
tonces las derivadas en (0, 0) son: (0,0} =0, f7,(0,0) =0. La
eenacion de la cuddrica osculatriz, Hamando A, B, € a las deriva-
das, os:

21 = Ax® 4 2Bry -+ Uy
que representa un paraboloide. Sus dos generatrices reetilineas en el
punto () vienen dadas por la cenuaeion :

Ax? 4 2Hoy - Oyt =10

Faws biscetrices del dngulo de estas generatrives son las direeeio-
nes prineipales del paraboloide, es de

ir, las seeciones «del plano
tangenie con los dos planos prineipales, que también se Haman di-
reccines principoles de la superficie.

Silas adoptamos como cjes e gy, debe redueirse B a 0, para
que los valores de y vorrespondientes o cada valor de @ sean iguales |
¥ de signo contrario, ¥ la eeuncion de la superficie adopta la forma:

2rem Az - Oy* 4 D | Bt 4, ...

¥ el paraboloide osculador: 2z = Aur® . Oy

232. — Indlcatriz d= una superficie cualquiera.

Priner casv; punto eliptico: H = AC = 0. Entonces tienen
A y C el mismo signo; el paraboloide es o iptico, Todus las sceeio-
nes normales de la superficie tienen la earvatura en el mismo sen-
tido. La evuacion de la indieatriz sesin Lomos demostrado en 234)
resulta haciendo 7 e L4 ¥ es: As? o Cy* =1, siendo A — [",.,
C = "y, Sus reciproeos son los  radios prineipales: »r, =1/4,
e VL

£ un punto eliptico todns las sccciones principales tienen la
curvatura dirigida en ¢l mismo sentido; y comprendida entre los
valores [7.-(0,0) ¥ [7,,(0,0). La indicalriz s una clipse.

En partieular, ewindo es r, .. r, lodos los radios son ignales;
Ia indicatriz es una cireunferencia. 11 punto se liama wmbilico o
también cielico.

Segundo caso; punto hiperbolico: [T — AC < 0. Puesto que
A y C tienen signos opuestos, el parabo'oide es hiperbdlico; las dos
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generatrices son simétrieas. Para todas las secceiones trazadas en
uno de los dngulos de dichas reetas la eurvatura esti dirigida en
un sentido y para cl otro dngulo en sentido opuesto.

La indicatriz se eompone de dos hipérbolas con las mismas
asintotas, Las dirceciones de éstas se llaman direcciones asintdticus
de P,

Los radios oseilan en los intervalos (r,, w) (ry, o) siendo r, y 7,
1% reciproeos de las earvaturas prineipales A v (. )

Ecuaciin de la indicatriz, -
Punto eliptico

Formulo de Euler. — Para o direccidn o €8 g =7, c08w, ¥ =71 .fNw,
luega resulta:
1 2082 w Aen? g
I— =
r T, ry

Tercer caso; punto parabélico: Il = AC — 0. Entonees debe ser
Ae=0 0 hien € =0, Suponicnde por ejemplo A =0, la cuddrica
se reduce o 2z == Cy* que representa un cilindro parabdlico tangente
al plano zy a lo large del eje @. '

La indicatriz se reduce entonces a dos reetas paralelas simétri-
cas respecto de la generatriz.

Como el pardmetro de la pardbola Cy*— 2z, seccién principal
por ¢l plano zy, es 1/C. el radio de curvatura principal es #, = 1/C,
luego las dos rectas que forman la indicatriz distan 1/vC del eje 2.

233. — Teorema de Meusnier.

Asi como cn cada punto de una superficie hay un paraboloide
osculador que tiene la misma eurvatura en eada seecidn normal,
asi hay para cada recta tangente a la superficie una cafera oscu-
latriz tal que las secciones producidas en clla por los planos que
pasan por dicha tangente son los cirenlos osculadores de las seccio-
nes producidas en la superlicie.

Para estudiar la curvatura de las seeciones irazadas por una
tangente, se puede sustituir la superficie por su esfera osculatriz.
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En ésta se verifica que el centro de cualguier seccidn oblicua es la
proycecién sobre su plano del centro de la seceién normal; aplicado
esto a la superficie dada, resulta el siguiente tcorema, cuya demos-
tracion puede verse en las Notas,

Bl centro de curvatura en el punto P de una seccidn oblicua es
la proycceidn sobre su plano, del centro de curvatura de la seccidn
normul que tiene la misma langente.

Asi, por ejemplo, en una superficie de revolueién, eomo el cen-
tro de curvatura de eada paraldlo es la interseceién de su plano
con ¢l eje, en este eje estid el centro de eurvatura de la seecién nor-
mal trazada por una tangente eualquiera de dicho paralelo.

|

Las figuraa indican el doblo use del teurema. En ln 1.4, que ticne secrio-
nes normales eireulares, se ha determinado el centro €' do una seccién oblicua
perpendiculor al plano de simetria; cn In 2.4, que es un cono oblicuo, de base
circular, se ha determinado ¢l eentro € de aquella scecidon normal en el punto 4,
que ndemés es perpendieular al plano de simetria; en ln 3.5, que es una super-
ficie de revolucibn, se ha determinade ¢l centre €' de una seceién oblicua cunl
quicra en el punto A de interseccién eon el meridisno euyo plano es per-
pendicular a ella.

234. — Lineas de curvatura, geodésicas y asintSticas.
Las ecuaciones de la normal a la superficie z == f(x,y) en el
punto A (x,, Yo, 2y} son: '
T — 2y == — po(z—2,)
Y—Yp==—q,(2-—2,)
siendo , ¥ g, las derivadas de z respceto de x y de y en el punto A;
si el punto A deseribe una curva sobre la superficie, es deeir,
y =a(z), son funciones de z las coordenadas =z, ¥, z, ¥ también
Do, Go; ambas ecuaciones definen la superficie reglada (llamada nor-
malia) que forman las normales a la superficie en log puntos de esa
curva ¢ == a(z). Cuando las normales en los puntos de una curva
forman superficie desarrollable, dicha curva se llama linea de cur-
vatura de la superficie dada. Pronto se verd la ecuacién que carac-
teriza a las superficies desarrollubles.
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EagpLoS. — Todas las lincas trazadas en un plane son de corvatura,
puesto gue las normales forman un c¢tlindro. También son de curvatura todas
las lincas trazadus sobre una esfera, pucsto que lus normapl.s forman un cone,
En las superficics de revolueién son lineas de curvaturan los merid.angs, pucs
las normales forman un planc; y también los paralclos, pucsto que las norma-
les forman un cuno.

Problema andlogo al de las lincas de eurvatura, pero muy dis-
tinto, s ¢l de encontrar sobre una superfieie curvas tales gue las
normales a la superlicie sean normales principales de la curva;
estas eurvas son las de longitud minima entre odas las que se
pueden trazar sobre Jla superlicie y se laman geodésicus; su de-
terminacion es objeto del Cileulo de variaciones.

In la superficie estérica las lincas gooddésicas son los arcos de
circunferencia maxima; en los cilindros y en geacral en las super-
ficies desurrollubles, son las que tienen como lraastormadas linwas
rectas.

Se llaman curvas esintélicas de una superlicie aquella: en que
la direccién de la tangente en todo punto cs es.ntética, Toda recta
de una superficie es, pues, linea asintética,

NOTAS

Demostracién del teorema de Mceusnier

Parn cstudiar lo curvatura de las curvas trazadas sabre una superficie
£= [f{zy) por uno de sus puntos, adoptemos éste como wrigen ¥y su plano
tangente como zy, sustituyendo Ja superficie por eu parabuloide osculador:

21
.L 2z == Ax2 |- 2Bxy -} Cy?

e

¥l plana que pasa por ¢l cje z, ¥
forma el fingulo a con el £z, tiene la
ecuncién g = Ay, siendo A =ctga; cor-
ta a la superficic en unn curva cuya
proyeceidn sobre el plane zy

2y = Az? - 2Bxy + Cy?;

Ia curvatura do ésta en O es " (por ser ' =0} y como para £ =0 ea cvi-
dente y* = A: A, ésta es la curvatura de dicha proyeceidn; y la curvatura de
la curva proyectada se deduce dividiendo por sen @, ¥ vesulta: A: cosa. Bl
redio de curvatura de dicha eurva sccei6n es, por tanto, cosa: 4 = R.cosa,
llamande R=1: 4 al radio de la scccidn rormal, que corresponde al valor
a=20.

El teoremn do Meusnier queda asi demostrado.
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Otira definicién de 1o iu&u‘nlal'riz. — 8i en 1a ecuacién de la superficie
23 = Azx2 |- Cy2 - Dxs - Fr2y 4 ....
hacemos ¢ =k, chiencmos como seccién de la superficie lo curva
Zh—=Adx2 - Cy2 4 .... o aproximadamente: 2h = Azrz 4 Cy?

desprecianda los términos siguiontes, que son infinitésimos superiores en ¢l en-
torne del orvigen. Comparada esta curva con I indicatriz 1 = 4dzx? - Cy? son
curvas semejantes; por tanto:

Las seco'ones de la superficie por plonos paralelos al tangentc en un pun-
to son curves sensiblemente semejanies a la indicatriz en ese pumto.

Curvatura total en un punto de una superficic. — Se llama asi al pro-
durte de las dos curvaluras principnlsa. Fste ndmero tiene un  signifieado
anfiloge al de la curvatura plana; en cfecto, dada una regién o de superficie,
enterne de un punio P, si por wn punto 0 se trazan rayos paraleloa a Ins nor-
miules en el conthrno de g, forman un cono enya amplitud (medida sobre la
csfera do radio 1) ea unn cierta frea ¢; el limito del cocicnte t/g, ol tender
o 4 core, 03 precisament? la earvatura total en ¢l punto P

Como se ve ,esta amplitud ¢ del fingulo rénico de lns normales viens a sus-
tituir al fingulo de contingencin v de las curvag planas, formado por las tan
gentes normnles cn los extremos del mismo,

Fis econdicidm neccsaria para que dos superficies sean aplicables una sobre
otra sin distcnsién, que tengan la misma curvatura total en ¢ada punto,

8i Ia superficie ea desarrollable, e¢s decir, aplicable sobre un plane, su
curvatura total cs la misma del plano, esto cg, nula; resaltado que se ve di-
rectamente porque para cllas el Area t es nula, porgue la indieatriz de curva-
tura total 87 redure & una curva, cuslquiera que sea la porcién elegida o.

Curvatura media de una superficie /n un punto. — Es ¢l promedio de las
curvaturns principales en dicho punto, es decir:

e=%(6 )
Son intercsantes Ins superficies que tienen nula su curvatura media en ea-
da pnnto, es decir: r,=—r,; son Ins superficies de drea minima, esto es, lns

de menor firea que cualquicer otrn superficie limitada por ¢l mismo contorno.
Bo construyen sumergioend Gste, construido do alambre, en un liyuido gelati-
noso, que forma ung pelicula de firen minima en el contorno dado.

8i sc desen oltener supcrficies de revolucién que tengan esta propiedad,
el radio de curvatura de la meridinna en cada punts debe sor igual y opuocsto
al otro radin prineipal que es el scgmento de normal limitada por el eje; Ia
curva cue tieno csta propicdad es la eatenaria; ol girar alrededor de su recta
pase cengendrn una superficie de drea minima, que es la Goica de revolueidén
que tiene esta propicdad.

EJERCICICS

1. — Deomostrar que ¢l eentro de curvatura de la seccidn de una superfi-
eie de revolucién en los puntos de contacto con los paralclos que le son tan-
genll:cs, es Ja interszecién del plano secante con ¢l ejo de la superficie.

2, — Cunstruir la indicatriz en un punto cualquiera del toro. Obsérvese para
ello que en todu supunfw:e de re una ién principal es la meridia-
o, por ruxbn de simetrin y In otra le o8 prrpendicular.

4. — Democt.ar que ln suma de curvct:oras de czda dos secciones normal s
a la Eupﬂrf cie cn 0, parpe.ud culaies entre &f, s const.n.e, igu.l por tunto, a
la suna de curvatoras priucipul.s,
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235. — Representacién paramétrica de superficies,

De iguzl modo que una curva se cxpresa paramétricamente
como Liansiormada de un segmento, cada saperficie se define como
imagen de una region de plano.

Siouna superficie se da en forma paramdtrica:

= x(u,v) o =ny{u, v} zg=—=z(u,1)

el elemento de areo ds da una linea trazada sobre la superlicie,
viene expresado por la férmula:

ds® == da® | dy? 4 di?
y sustituyendo las diferenciales:
dr =z",.du 4 &' dv
dy = 3. du - yy.de
da = z'y .l |- 2’ dy
resu'ta una expresion del tipo:
ds = I du® | 28 du . de + Gode?

cuyos cocficientes (que suclen llamarse de Gauss) son funciones
de u, v:
] p— :c’,‘ _|_ L""u“ 'i‘ zruz
Foe=g'y.a's 4 'y ' 2.2
G =ty 4 2

A lo largo de una curva v == const la tangente en cada punto
tiene como coclicientes directores las tres dervivadas de x, ¥, 2, res-
pecto de u; y In tangente en cualgquier punto a una eurva i = const.
ticne eomo coeficientus directoves las derivadas rvespeeto de .

Si en un punto de la superficie se anula la funeidn P, como
ésta cs la suma de productos de los coclicientes directores de las
dos curvas u == consl.,, v ==const. que pusan por cse punto, ambas
son ortogonales. Si ¢s F =0 idénticamente, las familias de eurvas
u = const, v = const, son oriogonales, cs deeir, las de cada sistema
cortan a las del otro perpendicularmente,
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FapMrro. — La cenaei6n de una superficie de revolucién de eje ¢ esth
determinmule por la meridiana 2= f{z); » como al girar en torno del eje,
la x se convicrte en 7, las coordenadas de un punto cunlquicra son:

z=r.co8 @ , ¥ =r.seng , £=f(r)

Los dos parfimetros son aqui r y a; Ins curvas r = e son los paralelos;
las o == ¢ son los me anosd,
Los cocticientes de Guauss son:

E=1+4f2; F=0; G=r12

La anulacién idéntica de F indica la ortogonalidad de meridianos y pa-
raloloy,

Faesrto. — DPara la esfern son miis convenicotes las coordenadas esfé-
ricas: longitud L y latitud g

Las ceunciones paramdétricas de la esfera de radio & son:

w == Bocos g cos i ¥ = R.cosp.scn } 7= Nl.senq.
¥ los cocficicntes de Gauss son:
r=F: ; ¥F=0 ;7 G =Ricostg
NoTA. — Por el signifieado graviticional gque en la teorin de la ftelativilad

adguicren lo: coclieirntes « a fivma d ferencinl cue expre a ds?, se ueo tum-
Lrne o doesignar o coeficientes de Gauss: B, F' y G por &y, & Ha-

236. — Plano tangente.
11 plauo tangente a la superficie en el punto (2. ¥,, 2,) deter-
minado por los valores w ==, ¥ == 1, tiene por ccuacion

I T— Ty ¥ —Ma z =y 1
[ g i wn z'g | =0
| e ¥'ro 2 |

En cfecto, cste plane pasa por el punta A(x,, ¥, z,) presto
que ¢] determinante se anula al sustituir © =g, ¥ =, 2==2,
Ademis, todos los puntes de la tangente en 4 a la earva v=1,
estiin cn ese plano, puesto que las diferencias de coordenadas x — .,
Y — Yo, 2 — 2o, SON proporeionales a las derivadas: #'u, ¥u,

También se anula ol defcrminante en todoes los puntos de la tan-
gente a la curva u = u,; luego ese plano cs el tangente en A,

237. — Representacién plana e superficies.
Una correspondencia o represenifacién entre una superfieie:
ez, v) , ¥=pn(t,v) , z=2z(u,v)

y un plano (X, Y), viene definida por una eorrespondencia biunivoea
entre los pares (X, ¥) ¥ (n, v); cada ley de correspondencia da
un sistema de representaeién.
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EJrmrio. — Establezeamos entre Ins coordenadas geogrificas ¢, A, de
In superficio esférica y las coordenadas X, ¥ dzl plano la correspundencia

X = aj - Y=aseng
Tstn proyeeeidn se Ylamn cilindrics y cogoivale a proyeeinr sobre el ei-
lindro cireunscrito al Eecuador, mediante los planos de los meridiancs y de los
puralelos.
Si la correspondencia entre las puntos (u, v) de la superficie
¥ los (X, Y¥) del plano eumple la condieidn:

E.dwt 4} 2F. du.dv 1 6. .de* =p(dX? - dY?)

siendo p una funecion de las coordenadas, resulta que los elementos
de areo que pasan por un punlo son proporcionales a sus hamdlo-
gos; csa razon es la dilalacidn lineal que cs constante en cada pun-
to, pere varia con éste.

~Un tridngulo ABC y su homilogo A'B'C’ tienen, pues, lades
que tienden a ser propercionales al tender a confundirse los tres
vértices, en un solo punto; y sus dangulos homdlogos tienden, por
tanto a ser iguales. Es deeir: el dngulo de dos curvas cualisquiera
trazadas sobre la superficie es igual al de sus eurvas homdlogus.
Esto se cxpresa diciendo que la transformacion o la correspondencia
es conforme.

FJemrro. — No es conforme la proyeecidn eilindriea definida en el cjem-

plo anterior, pues s ge forma ol elemento de areo en ol plano ,no es proporeio-
nal al de la esfern euyn exprosidn, syrin se vid, ca:
ds? = L2 (de? + cos? ¢.d)2)

Conservando la funcidn X — i, s dcenr, representando los meridianns por
rectas paralelas equidistantes, godme deben representnrse los paralelos por ree-
tas paralclas d2 mode que la correspondencia sea confrrmef?

Es d-eir, venmos qué fupeién ¥ = a.f(q) convicne elegir para representar
los paralelos, o sca, cémo deben espaciarse parn que en cade punto la dla-
tacién sca la misma cn ambas dirceciones perpendiculares. La dilatacion a lo
Inrgo del paralclo es a: Reos g, o cual resulta de las férmulas anteriorcs, o
bien directamente, por ser Ecosq cl radio del parnlelo; ser, pucs, ncecsario,
que se verifique también a lo lavge del meridianos

a.f'(g): = a: Rcos
o sen () = 1:cosp. *) g

La funeién buscada es, pues, la primitisa de o sec ¢, que se calenln 18-

cilmente como ejorcicio de integraeidén y wale:

) =1ltg(lar+ Y%o)
ITe aqui, en definitiva, Jas ecuaciones que definen la proyececion de Mer-
cator, usada cxclusivamente cn las cartas marinas:
X=a) ; Y=altg{livc4 Yg)
dondo @ es ln anchura del mapa, o sea cl scgmento que representa al ecuador;
en eambio la altura es infinita, como s¢ ve haciendo g > Y.
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238. — Superficies aplicables.

Si el factor p de la representacion conforme se reduee a 1, es
decir, st el clemento de arco en la superficie ¥ en el plano son
iruales, aquélla se diee aplicable sobre el plano; se demuestra en
Geomdtrin diferencial que las superficies aplicables sobre el plano
son las desarrallables,

Mas gevneral: dos superficies que, mediante cleeeién eonvenien-
te de los parimetros (#, v) tienen iguales los coeficientes de (lauss,
I:,‘, Iy €, tienen iguales los elementos eorrespondientes de arco y
se dicen aplicables una sobre otra.

i efceto, en ambas es igual la expresion de ds, o3 deeir, los
arcos homalogos tieren igual longitud: suponcemos las superfieie
formadas de corpisculos iguales, en arcos homdlogos habrd igual

nimero de ellos ¥ dispuestes en el mismo orden, luego de una dis-

posicion se pasa a la otra sin alterar las longitudes; tal transfor-
maciin se llama una deformacidn.

BJEMPLO. — Sea ¢l cilindro de generairices paral-las al eje o:
r=r(t) , y=u(t) , z=uz

Adoptando como parimetros ¢y £, resulta:
E=xzly: | F=0 , =1

8i en ol plune XX introducimos lns coordenndas curvilinens
X=/f(ty , ¥Y=0 , 2=2,
resulta: B=ofilrye o F=0 5 =1
luego ambus son aplicables entre si, a condicidn de gue a° adopte
e =we gy,

Eszto ecquivale a desarrollar ¢l eilindro conservando lns generatrices para-
Irlas a! eje Z, levandy como nhscisas X = f(} las longitudes de los arcos de
las seeciones reetas, @ partiv de una goneratriz inieial.

&i el cilindro es oblicuo:

80 pucde tomar X = f(1), pero Z = (i, 2z} ¥ resulta:

E=f2=ux'2 | 4=

de dond~ se despejan @', s, /', ¥ de cllas se deducen gor integracidn las fun-
cioncs ¢, I

Si p v q son funciones de ¢, es deeir, para una superficic rrglada cuals
quiern, hrbri que tomar X = f(t,2), Z = (t, 2},

Nora. — Gawss demostrd gque la igualidad de eocficientes E, F, & lleva
consigo la ipgualdad de cierts clementos no liweales de las superficivs; por
eicmpla, v oewrva vra fotal (pig. 272 e expreesn mediante B, F, @, luego:
dos superficies aplicables tienen igual curvatura totul en cada par de puntos
homélogos.
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SUPERFICIES REGLADAS

239. — Superficies regladas en general.

La delinieidn (235) de las superticies como transformadas con-
tinnas del plazo es andloga a la dada para las eurvas; pero, la ge-
neracidn por movimiento de un punto no es aplieabl: a las suporti-
cies. Veamos un tipo espeeial en que cabe una gencracion andloga.

Se llama superficie reglada o la encendrada por una reeta qoe
s¢ mueve. Ll eoneepto de movimiento equivale a variaeion en fun-

cidn continua de qn pardmetro £ Sean, pues, las ecuaciones de la
recla generatriz:
X ==zt y=aqz:+b

donde p, g, o, b, son funeciones eontinuns de £, Si se desea la ceua-
cion ordinaria, hay que eliminar ¢ entre ambas; pero cs preferible
In expresion paramétriea, bustando agregar como lereera ceuacion
z==2, ¥y asi se ticnen las eoordenadas (., ¥, 2) del punto de la su-
perficie como funciones de los dos parimetres z, £

La eeuacidon del plano tangente se obticne eomo sc explied en
la leecion anterior

T, — @

P q 1 =u
Pz’ Q7+ b 0 |
donde las letras acentuadas indican derivadas respeeto de f. Ista

ceuacion se simplitiea sumando a la primera fila la segunda mul-
tiplicada por z,

xr-—a y—0b z
P q 1 |=0
Pzt o gz + b 0

o sea, descomponiendo el determinante en suma de dos:

Pz, - Q=0

-
pe
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donde:
€r— T y— 0 z
P= r o 1
124 q° 0
1 r-—a y-——0b z
Q= p q 1
' a’ [ 0

o sea, desarrolladoes:
P=p'(y—b—gz) —qg{z—a—pnz)
Qe—=a{y—b—qgz) —b{x—a— =)

Para eada generatriz es ¢ constante; y al variar 2z, es deeir,
al moverse ¢l punto a lo |

voade o meneratriz, ol plane [1] forma
un haz, euya arista es la reela £2-=0, @ — 0, que no es sine la
misma generatriz.

Solo hay un easo en gque el plane no girn; enando sea idénti-
camente =0, o mis en gencral P oes W} (siends L eonstante) ;
la superficie se Nama deserrollable y ¢l plano tangente en ecada pun-
to de una generatriz es el mismo, que se Hama tangente a lo largo
de la generatriz.

Fagvrio, — Sean a, b, p, g funciones lineales de 5 eliminando ¢ re

sulta nnn ecuacion de segunds gradoe, gue represcnia una cuddrica.
Sea, por ¢jemplo:

s=tz+42-}1 , y=(t--1)z—25¢
¥ la cufidrica quo definen tiene la ecuneidn:

z—1 &

L e——d
o eea, reducida a forma cntern:

(F—1)(e—3) = (¥ 1)+

240. — Superficies desarrollables.

Una superficie reglada se Hama desarrollable, cuando el plano
tangente en cada punto le s en toedos los puntos de la generatriz;
o sea, enando el plano [1] no depende de z,. Fijude ¢, es decir, ele-
gida una generatriz hay tres easos singulares:

1® B} P=0, debe scr ' =0, g =0, o sca: p y g son cons-
tantes; todas las gencratrices son paralelas y la superficie es ci-
lindrica.
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20 8Si =0, dche ser =0, ¥ =0, cs deeir: a y b cons-
tantes; todas las generatrices pasan por el punto (e, b,0) luego la
superlicio es cdnica,

3.2 Bi P=2AQ, cs deecir, si p'd" — q'a’

Este easo comprende a los anteriores come casos partieulares,
¥ &sta es la condicién que caracteriza las superficics desarrollables.

Una curva sobre la supsrficic estd determinada por una eeua-
cion de condicitn z = funcién de {; cntonees son z, ¥,z Tunciones
de ¢ y queda determincda la ecurva. Entre ellas hay una que es
tangente a todas las generatrices; para ello basta que sea:

x’ u 2’

p q 1
0 sea:
Pt pr Rk b 2
p a 1
que, simplificadas, se reducen a:
pzfa =0 G’z - =10
o sea: "
Z—=— '[P = — DS [21

que dan !a misma funeién de {, por la condicidn supuesta:
p!!}l o q'ﬂl
La funeién [2] representa, pues, Ia curva tangente a todas las
generatrices, la cual se llama arisfa de refraceso de la superfieie.
Reeiprocamente : Ias reetas tangentes a una eurva alabeada cual-
quiera cumplen cstas condiciones sucesivas y por tanto la pD’ == g,
luego forman una superficie desarrollable.

241. — Linea de estriccién; plano ceatral; parametro,
Censideremos una generatriz, por ejemplo, la que eorresponde
a 1 =0, y adoptada eomo ejec 2, deben anularse para ¢ — 0 las fun-
ciones a, b, p, q. Si damos a { otro valor, tencmos otra generatriz
¥ la minima distancia se obfendri trazando un plano horizontal
& = 2,, tal que los cocficientes directores de la secante comin, o scan

pm,+a , gz+b , 0

¥ los cocficientes dircetores de la generatriz ,0 scan », q, 1, cumplan
la condicién de perpendicularidad :
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de donde resulta la ordenada z, del pic de la minima distancia, o sea:
ap + bq
P4 q°
Si dividimos por ¢ cada letra y lhacemos ¢ — 0, resulta el va-
lor limite:

a'pt L by

Este punto limite del pie de la minima distancia a otra gene-
ratriz (o dicho brevemente: pie de la minima distaneia a la genera-
triz infinitamente proxima) se llama punte cendral de la generatriz.
El lugar de los puntos eentrales de todas las generatrices, se llama
linea de estriccidn de la superficie.

Obsérvese que si la superficie ¢s desarrollable, este wvalor 2,
coincide con el [2], es deeir: En las superficies desarrollables la
linca de estriccion es lu arista de retreceso. ¥

121 plano tangente en el punto central de una generatriz se lla-
ma plane central.

Adoptemos el punto central del eje z eomo origen, y el plano
eentral como zz Como la ordenada del punto central debe ser nula,
so verilica:

a’p' - b'g =0

y como la ceuacion de! plano tangente se reduce a y ==0, debe ser
b =0 pero a’ 4= 0, 5i la s perle’e no es dosarrollable, lucgo también
p’— 0, para { = 0, ¢s dceir, en tolos los puntos de la gencratriz,

La ecuacion del plano tangente en ¢l punte z, se reduce, pues,
a ésta:

G20k == a'y

hicgo: La pendiente y:x del plano tangenle sobre el plano central
es proporcional a la distancia z, del punio de contacto al punlo cen-
tral 0. (Teorema de CHASLES),

El namero k = a’/q" se llama pardmetro de distribucidn de la
gencratriz, y la rclaeién anterior se puede escribir: 2 == k.pend.

Si k es nulo o infinito, es decir, nulos ' o g, la superficie es
desarrollable, ¥ cesa la propiedad, puesto que el plano tangente es
el mismo a lo largo de toda !s generatriz.

EJeroxcto. — Exprewar el Fiperlolo'de alabeado redonds en la forma (239)
y calcular el punto central y el parfimetro de distribucién.
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242. — Envolventes de un haz de curvas planas,
Envolvenie de un haz de curvas plinas es una eurva formada
por los puntos de contasto con todas ellas.
Sea £z, y,¢) =0 la ecuacion del haz; derivando respecto del
pardmetro ¢ resulta:
I"(:GJ u, G) =0 » I'vc(xs ¥, C) =0
¥ climinando ¢ sale W(z,y) —0 [1]
que es la envolvente buseada, como vames a demostrar. En efceto,
la eliminacién puede ponerse de manifiesto expresando ¢ esmo fun-
eion ¢(x, y) sacada de la segunda ecuaeién y sustituyendo en la pri-
mera. Es decir:

Fir,y,e(z,y)] =0 (2]
Sea x,, ¥, un punto de esta curva, es decir:
L' [20) Yor €(Zoy Yo} ] =0y pongumos  ¢g == ¢(Zo, o)
la cur.va I'(x, 4, ¢,) = 0 del haz, pasa, pucs, por dicho punto (z,, ¥,) ;

las pendientes y’ de las tangentes en ese punto a esta curva y a la
envolvente [2], se obtienen derivando en dicho punto y resulta:

Fry+ F'Yy oy =0
Fla 4 Fy ' + 1" (c's - ¢'y.y') =0
¥y como I’y =0, ambas tangentes son la misma; luego en efecto, la
curva [1] o lo que es lo mismo [2] es la envolvente buscada.
EJEMPLO 1. — Bea Ia familia de eurvas, ya consideradar
(z—a)24-y2=1
Derivando respecto del parfimetro a, sale:
—2(z—a) =0 y eliminando a, sale y2—1; y—===1

v
Estas dos reetas componen la envolvento y, por tanto, y === 1 cs la integral
gingular de la ecuacién diferencinl del lins.

Nora. — Cuando son dos los parimetros Jigados por una eccuaci6n, con-
viene diferenciar ambas ecuaciones, como se indica en el siguiente ejemplo,
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CIEMPLO 2. — Para obtener In integral singular de ln ecuacién de Clairaut
egtudindn en (247, o son la envolvente do las reewnsacz
e -y =1 =icndo at -} bz = k=

diferenciando ambas respecto de a, b, e igualando los cocientes db/da, resulta:

brr a @ y r/a u/b 1
Tary b P T =
de donde: ar*=ax.k* , W =gk

y climinando a, &, resulla la ccuncion que representa ung astroide,

z = 2 g
3 Y3 = a3 (astroide)

243. — Envolventes de superficies.

Consideremos una superficie mavil; o mis general, una fami-
lia de superticics eon un solo parimetro ¢, He aqui dos superficies
que tienden a confundirse pari v — 0

flz,y,2t) =0 fle,yzt+ ) =0
para les puntos de interseeeidn se verifiean ambas, y por tanto, se
verifiea fambién, por el tecorema de Rolle

[z, u,2,E) =10 (Eentre & ¥y { 1)

8i h— 0, también & —{, luego la curva limite de la intersee-

cidn satisface a la ceuaeidn

[ale 2,8y =10
¥ ¢l lugar de cstas curvas, llamadas caraeteristicas, se llama en-
volvente de las superficies; su ceunacion se obtiene eliminando el pa-
rdmetro t entre la ccuacidn de la superficie y de su derivada res-
pecto del pardmetro.

Sea el plano movil

Az + By +Cz4+-D=0
donde A, B,C,D son funciones de {; la envolvente se obtiene eli-
minando f entre esta ecuacién y la
Ale + By -} C'z - 1Y e 0
pudiendo demostrarse que esta superficie es desarrollable.
Si ndemés se agrega la ecnaecidn
Az _E__ B"!}‘ + "z + D" =0

las tres definen una curva, que es la arista de retroceso.
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Consideremos ahora una familia de superficies doblemente in-
finita, es deeir, con dos parimetros

flzy,z,u,0) =0

Con razonamicnto anélogo resulta: le ecuacidn de la envolven-
te se deduce eliminando los pardmeiros u, v, enlre ella y sus de-
rivadas 'y, v

Xn este caso no hay eurvas caracteristicas, sino punios carac-
teristicos, es decir, puntos limites de las intersecciones de tres su-
perficies proximas, y la envolvente es el lugar de esos puntos, te-
niendo comiin eon cada superficie generatriz, no una curva, sino
un punto, en general

Eiemrros. — Planos Az |- By - Cr =1
cuyos cocficientes enmplen la condicién

Az B2 C2—=1:92

Los parfmetros independientes son dos, ¥ en vez de derivar, conviene di-
ferencinr:
z.d4d 4 y.dB - 2.dC=10

d.dd ++ B.dB 4 C.dC =0

8i B es ecnstante, resulla: Oz = Az

n 4, ” ” Cy = Bz,
x v F r2
A B c 1

Despejande 4, B, € de las tres eccuaciones lineales ¥ sustituyendo en la
cuadritica, resulta:

£yt g2 =r?

pues los planos dados distan de O la longitud r, ¥ la envolvente debe ser una
superficie esférica, quo séle tiene comiin un punto con cada plano generador,

Vamos a estudiar las superficies envolventes de los tres planos
del triedro intrinscco de uua eurva.

El plano determinado por la tangente y la binormal se llama
plano rectificante, y envuelve una superficie llamada rectificante
de la curva dada, porque al desarrollarla sobre un plano, la curva
dada se convierte en recta. La curva es, por tanto, geodésica de la
superficie rectificante. Esto es consecuencia de ser la normal a esta
superficie la normal prineipal de la eurva (por ser trirrectingulo
el triedra) propiedad que caracteriza a las geodésieas,

El plano normal envuelve una superficie desarrollable que se
llama polay de la curva dada; sus rectas generatriees son preecisa-
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mente las reetas polarves ya definidas, o sea las perpendiculares a
los planos osculadores en sus centros de eurvatura; el centro de la
esfera oseulatriz, asimismo situado en cada generatriz, es precisa-
mente el punto de contacto con la arista de retroceso, Resulta, pues,
que la ariste de vrelroceso de la superficie polur es el lugar de los
cenlros de lus esferas osculatrices,

244. — Evoluta: y evolventes de curvas planas.
Bo llama cvolute de una curva ¥ = f(x) a In envolvente del haz de rectas
normales en todos lor puntos de la curva. La ceuacién de la normal en el pun-
to (a,f}) es
T—aty(y—p)=0

siendo B=/(u) v =7(a) 4
derivande respecto del parfanctro o resolia: f
e yTy — ) —yr=0 .
¥
de donde ) W—f = -T:F;r_;_
& de la eeune primern sale: . —-—O-
X ==y i

o
Fin vez de climinar o, puede dejarse emno pardmetro, v resulta la emvol-
vente (es deeir, la evoluta) en forma paramdétrica dada por estas dos formulas,
Compurando con las férmulas obtenidas en la leecién 21 para el centro de
curvatura, resulta que In envolvente es precisamente ol lngar geométrico de los
eentros de eurvatura,

Una eurva f que tienc por evolutn ¢ se dice evolvente de dsta. S oblen-
drfin, pues, todas las evolveutes de q como trayectorias ortogonales del haz de
tangentes o g todn enrvi tiene, por tanto, infinitas evolventes.

En los tratados de Geometria diferencial se¢ demuestran las propicdades,
siendo ésta la més importante: La longitud de un arco de cvolvente sin puntos
singulares os digual a la diferencia entre los normales de te evolvente CUrrespon.
dientes a los dos cxtremos.

ETEMPLOS, — FEvoluta de ln elipse x2/a2 - y2/06% =1,

Derivando se despeja:

bz o
Y= w e
sustituyendo o2 = a® — b=, vesulta:
b4 -} o2 B2
1tyz= - —ﬁ'—'
az iz
derivando nuevamente se despoja:
be

T — e
az {3
Las eenaciones paramétricas de la evoluta #on, por tanto,

x = ¢ ud/ul == .- o2 R3/B4



G ENVOLVERTES DE CURVAS Y BUPERFICIES

eliminando a, } entre éstng y la eenacién de la elipse resulta ln ecwacion:
EE

2.
(ax/e2) T (by/o2) 3 =1.

245. — Envolventes de curvas alabeadas., Evolutas.

I'na curva se lama envofvente de un haz de eurvas alabeadas.
cuando en cada punto es tangente a una de ellas. Se comprende,
pues, que una familia de eurvas carece, en gencral, de envolvente;
pero si se dispone de dos gradoes de libertad, puede formarse en-
volvente, Estudiemos un ejemplo importante,

Se llama evolifa de una eurva a la envolvente de sus normales.
Veames edmo deben elegirse éstas para que tengan cnvolvente. Sean
7, 1, 2 las evordenadas del punto A de la eurva dada y X, Y, Z las
del punto homdlogo A’ en la evoluta; los coeficientes dirvcetores de
la recta AA" son: X —u», ¥ —y, & —z; expresando gue esta recta
es tangente a una eurva y normal a la otra, se tienen las cenaciones:

X — Y—y Z—z
A i zZr
(N —wide - (Y —w)dy |- (Z —e)dz =10

como al vaviar { varian r, #. 2, X, YV, Z, si derivamos
T o ey
teniendo en enenta la relacion anterior, resulta :-
(X —2) V" L (VY — )Y — 212 == B

v eomo ¢l valor de las tres razones de la primera formula es H/8°,
siendo & la longitnd del areo de envolvente, sustituyendo en esta
Gltima resulta: RS = RE’, de donde: 8" =R’ 8§, — 8, =R, —R,.

La longitud del arco de envolvente de normales a une curva, es
la diferencia de lus longitudes de las normales corvespondientes
Tos extremos. :

e demuestra fdeilmente que o envolvente estd en la superficie
poler de 1y eurva ada.

EJERCICIOS

1. — Obtener Ia evoluta de In pardboia,
2. — Obtener la ecuncién de laz evolventes de la cireunferencin.

3. — Demostrar que la longitud de un arco de evoluta es la diferencia en-
tre los radios de ewrvatuora de la curva dadu, corrcspondicntes a los extremos.
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246. — Derivacién de vectores funciones de una variable.

Si los componentes de un vector A son funciones de f, se diee
que ¢ste s funeién de f, ¥ cseribiremos A (f).

Derivada A’(L) es el limite del coeiente del ineremento
A(t--h) — A1) por ¢l ineremento h— 0. Como las componentes
de este veetor diferencia son las dilereneias o incrementos de las
componentes:

2ty —aity , w4 Ry —utty , a4y —z(f)

al dividir por b y pasar al limite, vesultan las eomponentes del vee-
tor dervivado A7{({) que son:

RO TR Tl N AR

S1oel origen del veetor varia, y las compunentes se dan como
funeiones del origen, el enal cs funcion de ¢, se aplicard la misma
regla de devivacidn de las funeiones eompuestas.

Como las componentes del produeto esealar A6 B () son las
sumas de lox produetos de las componentes de ambos, [a regla de la
derivada del preducto es aplicable:

(A BV =08

omitiendo la variable, por brevedad.
Como la derivada del determinante que define A ) B es suma
de los dos determinantes que resultan derivando la segunda Lila, o
la tercera, resulta: ’
(AXBY =AX B A'XD

s decirtambién para ol producto veetorial os aplicable la regla de
derivaciin.

También 1o es para cl produeto de una fancidn esealar por una
veetorial : m (), A(¢), o brevemente a2 ; pues al multipliear el vee-
tor por wt, las componentes del veetor dervivado son:

’ .

wmfax -ame rt , omtuy byt mtor e,

luego rvesulta RETINPY 19 RAC TR TR R 1T I i
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Velocidad y aceleracion en el movimiento curvilineo.

Una curva alabeada esti determinada por el veetor variable cu-
yo origen ¢s 0 y su extremo P un punto mévil sobre la curva, cu-
vas coordenadas son funeiones del tiempo u otro pardmetro ¢:

z=(t) , y{t) , =2(1)
El veetor de componentes:
x'(ty , yity , 2(t)

esti situado en la tangente, y tiene el sentido del movimiento; se
Hama veclor velocidad, y lo representaremos por V{#) o simple-
mente V. Su modulo es v == ds: dit, es deeir, la veloeidad lineal.

Liamamos veclor tangente: T'(¢) o simplemente T, al vector de
madulo 1 sobre la tangente en ¢l sentido del movimiento, es deeir,
7 ex ¢l versor de Vo por tanto,

i1] Vo T,
Las componentes de 7' son, por consiguiente :

dx dy dz

ds ds ds 2 X
La derivada del veetor velocidad se lama accleraeidn ; sus com-
ponentes o coordenadas son por tanio (L), w” (1), 2" () ¥ su ex-
presion veetorial resulta derivando [1] vespeeto de 1; esto es:

A— v T4 0. T

Alora veremos la diveceion v valor absoluto de T,

247. — Triedro intrinseco y férmulas de Frenet.

Dada una eurva alabeada, llevemos sobre cada uno de los tres
rayos que forman el triedro principal un vector de médulo 1, y ob-
tenemos tres vectores prineipales:

Veetor tangente: T'; vector normal: N; veetor binormal: 8. La
perpendicularidad estd expresada asi:

12 N.B=0 B.T=0 P N=—0
(3] T—NXB NeRBXT BeTXN

Veamos el significado de las derivadas 77, N’, B’ respecto de s.
Por definicién de curvatura de flexién, ésta es ¢, =|7"| y el
reciproco es el radio de flexién »,.
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Por definicién de curvatura de torsion, ésta es c, == | B | v el
reeiproco es ¢l radio de torsion r,.

Como la direecion de I tangente a la indicatriz de flexién es
la de N, y lo mismo la de B’, tangente a la indicatriz de torsién, re-
sultan las dos primeras formulas de FPrenet:

I) Peaee,. ¥ Iy »—=c,.N
Falta ¥’, que se deduee derivando B < 7', y resulta:
N=BXT 4+ B X1T=c.BXNLc, N XT

v utilizando [3] resulta la tereera fdrmuola de Frenet, que t-amplcm
las 1) » I1):
‘ ITI) N e — 0 T 0, B

eomo B y 7' son perpendiculares rvesulta [N/ e e ® 0,2

B ; i
T Loy I P r
o e B b,k v
!H /\ ; N o
N N /-/ i
r_m_”ﬁ/ésy

Aplicacién al cilewlo de la aceleractin,

Puesto que la derivada de T respeeto de s es ¢, N, segun la
férmula primera de Frenet, su derivada respeeto de ¢ sera ¢,. N por
la derivada de s respecto de t, es deeir, por v; y sustituida en la
férmula [1’] obtenida para la aceleracion, resulta esta otra, mucho
més expresiva:

[4] A=v.T 4 v N.¢,

La aceleracién se compone, pues, de dos partes: una dirigida
segiin la tangente tiene el médulo v que es la oceleracicn lineal; la
otra dirigida segtin la normal tiene ¢l médulo v2.c, == 1v2: 0, y se
Nama aceleracion normal.

Si el movimiento es uniforme, »° = 0, y la aceleracion estd di-
rigida segfin la normal. Si el movimiento es reetilineo, ¢s ¢, —0 y
la aceleracién tiene la misma direecion del movimiento.
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NOTA BOBRE LA GEOMETRIA VECTORTAL DE SUPERFICIES

Kirpresion vectorial ¥ veeto norwa!, — Por analogia eon las curvay, ol
punto P de la superficie definida paramétricamente (235) y el vestor OF, que
twmbién designamaos por P vieneo expresados como funcién de w, ©, es devir,
Sfu, vy el vector de origen P ocuyas eomponentes son las derivadas de x, p, 2
respeeto de # lo designames por Pu, ¥ andlogamente 2,

Los cocficientes del planoe tangente (236) son Jus componentes del produe-
e veetorial P, =Py X-P‘. w1 cual es, por tante, normal & la superficie, 8i el
punte es ordinario, s decir, no s anuluo las tres componentes, es I = 0; ¥

este vector es nulo o no esti definido, sioel punto es singular,

Huperficies veglades. — Dada la cuwrva divectriz £ = #(5), si sobre ella
rsor €2 (s), eadn punto X de In ge-
gen O) viene expreside mediante

Feogpoyn Tnor

ta penerntriz paralela al v

neratriz (o el veotor correspondiente e
los pardmetros x, 1. nsei:

X=DP(s) 4 1.Q(z): (1)) =1, | s}l =1}
¥ ol veetor normal en eads punto ordinario:

x"zx'xx‘z VB QY G0

Fle vector I 0L 6 < U, tiene direccidn fija para enda s, inde-
pendiente de , 21 @ XK QL ¥ P Q tiens igual direccidn, es deeir, si P, 0, QF
=on coplanarios, o sen: si eada uno es combinacitn lineal dv log otros, Eata es,
pues, In condieion necesurin ¥ snficients parn gue la superficie sea desarrollable.

Con lus notaciones (239) ai se eligo In directriz en el plane xy las com-
ponentes de ' son (a4, b, 1) ¥ las de @ son (p, 4, 1); luego es P'{a’, b 0),
@i, g, 1) ¥ la condicidn i]i.' liepcndomm Imoal “ dc ey coplunnrma % i U (.'
es la anolneion del detenmnnnh-, que da In misma condieion ys Gbtenida en
(240}, 0 sea: p' V' = q o',

El desarrollo sistemdéitico de ln teorin puede estudiarse en la Geometria di-
ferencial de Bicberbach,

EJERCTCIOS

1. — Demostrar, mediaunte ln férmula [4] e la aceleracion, que los
fnicos movimientos uniformes en sentida estricto, c=to es, sin necleracidn, son
los reetilineos de veloeidad constante.

2. — Kxpresar Ia intensidad y direccion de ln aceleracién del movimiento
circular de weeleracidn nngular constante, y su variacién al tender ésta a 0.

4. — BEseribir lus eeuaciones veetoriales de las superficies elementales:
plune, esfera, ¥ més en general, de todas las superficies de revolueidn.
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CALCULO TENSORIAL

248. — Campos t iales. Velocidad y gradiente.

Luos tensores que hemos estudiado en los capitulos anterioves,
tienen componentes constantes v se presentan al considerar propic-
dades de un solo punto (tension. momento de inereia, ete.); pero
clare ex que al variar ose punto las componentes varian en funeion
e sus courdenadas v vesulta un tensor funeidn del puanto, o breve-
mente an campo fensorial; en particular se lama campo veciorial,
o campn escalar en los dos easos mils sencillos,

FagsMeLos, — Lo temperatura ¥ la, presidn de un flaide en eada punto
Jemplos de campos csenlares,

11 eanpe 'rrum«-mrml de centre £ ex veelorial; en ermbio, los ve tores
fun-ionea de una varinble t, cstudiades en Leceldn 59, no forman eampo vee
torinl.

Ll I

Natacion, — Desde ahora designaremos las coordenadas o2 lo-

.ot v las férmulas de rota-

gonales con indices superiores: a?',
eitm de ejes se eseribivdn asi:

# ey Ul 2% - aly a® V== Bl 27 |- Blaa’® 4 Pl a0

T o e
B - rt =

Proute veremos ta ulilidad de usar indices superivres para lus coordcna-
das; en cuunto a los coclicientes, designamos como hasta agqui por b ol eo
seno del dngulo que forin el nueve eje ¥ con ol #; mientras que desipna-
remos por (3,5 el cogeno el dngulo que forma el primitive eje ok con el nue-
vo @'h, Ambos epzenor son, por consiguiente, ipuales; ¥ Ia matriz (a) se dedu
er de ln (B) por simetria respecto de la dingonal prineipal, es decir, anthas
Bow conptgadas.

Obsérvese que ni la matriz (@) ni o () =on simétrieas, pues ¢l dngulo
que forman, [{oej, 2ooon o es independiente et gee foes
bunse ambas mulrices pa

it oy, con 7. Keerd
el plane, ¥ we verd su asbactria,

Velocidnd y gradieade. — Me agui dos ejemplos imporiantes de
campo vectorial :

1.7 81 un solido se mueve, las coordenadas de eada punic son
funeiones de {; W como los coeflicientes de la formula de rotacion
de ejes son constantes, se pueden derivar éstas, término a (érmino,
¥ por tanto las componentes ¥ v "% de la veloeidad satisfzeen a la
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misma ley lineal [1] adoptada en Leeeién 45 como definicién de
veelor:
I N AP (LR B S TE I S AP B [1]
22y Tl gradiente de un campo escalar w(xh, &*, o*) tiene eo-
mo componentes las derivadas iy, 12, 445 ¥ al eambiar de ejes, re-
sulta por la regla de la derivacidn: eompuesta: :

R N L e R L 2]

Fneoutramos squi una povedad respeeto do las formulas de transformacidn
e las componentes de ba velovidnd; micntrae aguéllos se transforman por i
matri4 (), las componentes del pradiento se transformnn mediante la matriz
{(By conjogndn Jde Tn (). Es elaro que en cosrdenadns cartesiunas reetanguls
rew tal (liferencin os silo nparente, puesto quo -tal mutriz eonjugada de o (§)
e3 precisamente It (@) ¥ por tanto, Ing derivadas pareiales componentes del
rondivnty se transforma como s eoovdensdns, por o mateiz (n) 5 pers bastn
pusar o eoordenadas oblicuas para notar In diferencin csencinl entre ambas
matriees,

Nura. —— Parn la Merfiniea ractonal clisien son suficientes las enordenn-
das reetangulares; poroe en la relativista son indispensables las eoordenadas
vurvilineas, distinguiendo: ecoerdenadas confravariantes son lus que se transfor:
wan segin la matriz (@), como las roord las ¥ las veloeidndes: coord !
covaviantios lag que se truusforman por lo matriz (), como en el ¢jemplo del
grudiente,

249. — Derivacion de vectores y tensores.

Derivacion de vectores. Puesto que la derivada de un eampis
esealar ¢s un campo veeterial (evemente suele decirse que la de-
rivada de un esealar es un veetor), parece natural definir como de-
rivada de un vector al euadro o matriz euyas nueve componentes
sean las derivadas @'x de las tres componentes @ del veetor. Esta
mairiz tiene caracter tensorial, es deeir, define una diada, supo-
viendo coordenadas cartesianas orfogonales (*).

Para demostrarlo, derivemos respecto de 'y a formula de transformaein:

ai=Eauly ar (r=71,32,3) [23

Caleulando la derivada de eada ar respecto de &, como fuma de derivadas

pareintes respecto de cadn ze por la derivada de Gsta respecto de ay, resultas

a"J =Sa'r{£ﬂ]f|‘3}8} :Za‘rurt Bt’ (r, s

1,2,3) [+}

¥ vomo en la hipdtesis de coordenadas ortogonales los eooficicntes f son con
Jugados de loa @, resulta la relueién :
a’,i =Xa,rqi, wi, 53
(") No weontece lo mismo en coordensdus ablicuns o eurvilineas; para lo-
rrarlo es preciso introducir términos complementarios, formando ast la derivada
covarianie ¥ In controveriante.
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que a pesar de su distinte aspecto equivale a la farmula [5] (Lece. 43) en In
hipitesis de coordenadas ortogonales, en la ecual es indiferente In colocaciin
superior o inferior de eada indice; Hegando asi n este resultado:

St lay coordenudas son carlesianus orfogonales, las derivadas
de las componenles de un vector forman un tensor doble, Hamado
dertvada del veclor.

Condiciones necesarias y suficienles para que in campo vee-
toriul sea constante, es lo anulacidn de su lensor derivado. Pues la
anulacion del tensor derivado equivale a la annlacidn de todas las
derivadas de las tres ecomponentes.

Derivada de wn gradiente. — 8i el vector A es ol gradiente del erealar w,
lusg componentes son Ians derivadas  pareinles de o, gue  designaremos  nsic
W= Wy, 4T == g, d% = U,

En tal hipétesis, supouiendo eontinuns las devivadas segundag, son iguales
lus derivadas cruzadas:

by — k=, [6l

va deeir: of tensor derivado de un gradicnic es stndtrico,

Geueralizacidn, — Las 27 derivadas de lus 9 componentes e una Jdinda
forman una matriz edbica; y repitiondo el efilenlo anterior, con ligerns varian-
tes, 50 vo que esta matriz obedeeo a ln ley lineal (e transformaeién y repre-
scnta por tanto un tensor triple o triada, siempre con la hipitesis de coorde-
nadas eartesinnag rectangolares.

Fieil ejorcicio es ln repeticidn de la demostracion anterior para cualquier
nimero de indices, y resulta:

En coordenadas cartesianas voctongelares, las devivadas parciales de un
te near de rango v forman ofro tensor e rernge o 1, Neomeado derivade de oqndl.

Divergencie y rotor. — Eslos conceptos, Mindamentales en el
cdleulo vectorial eldsico, aparecen de modo muy natural ¥ con ma-
yor aleance en este cileulo generalizado.

Divergencia del campo veetorial A («a!, a?, «*) es el niimero su-
ma de las derivadas principales de lus tres compouentes, esio es:

Div, A == a,' L w,® -i- a8 [6]

Tal ndmero es invariante por ser ol csealar Jado por ln contraccidén del
tensor derivido. 8i las coordenndas son oblicuas o curvilinens, no subsiste esta
propicdad invariante.

Las importantes aplicaciones de ln divergencia se desarrollun en Cap. XI;
pero es preciso dejar sentado que Ia divergencia es un nimero independiente
de los ejes, como acabamos de probar,

Dado un tensor doble (at/} de componentes variables, se define Jde dos
modos el vector divergenein, Las componentes d,, o, d, de ésto son lns sumas
de derivadne

d, =ZXar (r=1, 23
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cs deeit: Jas tres componentes del vector divergencia son lns somas de las de-
rivaddas que forman cadn fila del tensor respeeto de In variable de igual indic
ve, eato eg, ln 1.* componente o8 In suma de derivadas Jde Ja 1.~ fila respe to
Jde ox, vy andlogamente las otras,

Devivieio por columnas resulta andlogamente otro veetor divergencia el
misnn tensor A, Por tanto, 8i éste es simétrico, sus dos divergencias coinciden,

Omitimos I demostraein del carieter tensorial de oo divergencia que el
i tamos a mencionar estas importan

leetar puedn bacer como ejern
1o nplivaciones:

1.2 La divergencio del Tensor ae eafucrzos ep dgual a la fuerco wnitaria
e eada pranto.

22 Bi osobre cada punto de un medio eontinun deformable, de densidnd
constante o variable p, actiia In fuerzn onitaria F, ¥ son [ﬂ“) las componented
de Ia tension T, funciones del punto, las tres ecunciones elasirns de equilibrio
guedan resumidas en estw sola: Div, T = — },

A B el medie continuo estd en mov
el punto, das tres ecusciones del movimiento estan comdensnilas en esta:
Div. T (¥ —F), sienda ¥’ el vector derivado respecto del tiempo f.

Fstie econeién es Tundamental en Flastodindmien, eomo la anterior lo ey
on Elastostdtiva. Para mayores ampliaciones Jde las dociones aqui expuestns,
pmede consultarse nueatra Fatroduceidn ol Cdleala tensoriaf,

¥ nosg

uiento, ¥ s Fola veloidad  de

ieo ¢l rotor de

Rotor, — Se deline en ¢l edleuln veetorial elds

i eampo veetorial A{a?, ¢ o) adoptando eomo componentes las
diferencias de derivadas erazadas

{0l — a3,

, @b —a'y , @y—ah)

Estas componentes forman un semitensor, pues son las compo-
nentes situadas o un lade de la diagonal en el tensor dedueido de!
tensor devivado por la operacidn de rvestarle su eonjugado, como
0 vin oen la |{l.‘t‘(‘ill)]'l 45,

CALCTIAY TENSORIAL EN COURDENADAS CURVILIN
lon purfimetros o coordenndas gque determinen cada punto, 8i las férnulas de
transformacidn son:

S5, — Cnalesguicra gue sean

ot == gl (11, rm ) ar o=z fir (2t 2t a3y

¥ designamos por o la derivada de o! respecto de x4, subsisten lns férn
[11 ¥ [2] ¥ todas Ins siguientes, Se compremde asi la ventaja de ln nota
aduptadn para los cosenos directores, que figuran como coeficientes econstantes
de las formulas de transformacion, los cuules son whora las derivadas de las
nuevas coordenndas respeeto de las antiguas, o everan,

Obsérvese cudn ficilmente ee opera con loz indices superiores e inferiores,
como =i formaran fraeceiones, ¥ nitese gue las formulaz [3] v [4], mucho més
genernles que ln [5]. so nmucho mis edmodas que el

Los yo oumerosos tratadistas suelen comenzar por este caso general, pero
<reemod proferible ¢] método inverso, aqui esbozndo, euyo desarrollo pudde estu-
“diarse en nuestra ya eitidn ntrodeceién.




CAPITULO XI

INTEGRACION DE LAS FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

LECcowN £1

INTEGRALES COBLES

250. — Avrea de un recinto,

Tn método usado freeuentementie en dibujo para ealealar el
drea de un recinto, euyo contorne estd dibujado en papel milime-
trado, consiste en contor ¢l nmimero s, de centimetros enadrados eon-
tenidos completamente en el recinto; si agregamos el nmero 5, de
centimetras que atraviesa el eontorno, la suma 8, =5, -} B, expresa
el drea de un poligono que eontiene en su hnterior al recinto dado.
Bl drea buseada estd comprendida entre 5, y &, siendo el error de
cualgquicra de cstos sumas menor que 9,

Si ahora eontamos el ntmero de mm® de la cuadrieula contenid
dos en el reeinto v expresado en la misma unidad anterior, o sea

en em®, resulta un drea s., ¥ si hacemos lo mismo con los mm?® que
atraviesa la eurva, vesulia un nuevo poligone de drea S, =g, 4+ b,
contenido en el anterior. Obienemos, pues, dos valores s,, S., que
expresan ¢l dvea del recinto, con error menor que 9.

Tedricamente puede pros
BUIMNS :

enirse indefinidamente ¥ vesultan las

LN

A

8. =

52

fieil es ver que estas sumas convergen, os deeir, el error §; llega a
ser tan pequefio como se quiera. Bastard probar para esto: el drea 8§
de las mallas atravesadas por un aveo de curva erceiente (o decre-
ciente) tiende hacia eero al tomar las dimensiones de las mallas su-
ficientemente pequeiing sean iguales o desiguales y esto ya se ha
visto (130}, enando ¢l eontorno estd formado por dos areos uniformes.

El drea buseada viene, pues, expresada como limite de las sumas
E dic.dy, enando estos intervalos pareiales dz, dy tienden simultd-
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neamente hacia ecero. Kste limite comin de las sumas por defecto ¥
por exceso se representa asi:

§ f de dy — lim. ¥ dz dy
R

¥ puesto que expresa el drea ,su valor eoincide con la expresion

b v 3
fdefdy=f (y,— y)dx
@ I o

es decir, esta integral doble se puede ealenlar integrando primero
respecto de y, despuds respeeto de . eomo se ha hecho antes de
ahora.

251. — Integrales de recinto plano.

El volumen de un eilindroide (1350, es deeir, del euerro limi-
tado por In superlicie z = f(x, y), el plano =y y el ellindro euya
base ¢s ¢l recinto I en ¢l plana xy, habria podide ealcularse tam-
bién eomo limite de suma de prismas, Tdvidide el reeinto base por
una enadricula de paralelas a los ejes, ¢l drea de cada reetingulo
es da. iy ; y multiplicada por la ordenada maxima M; de la super-
fieie en dicho reetangulo, o por la ordenada minima ny, tenemos
log volimenes M de.dy, wmde.dy. entre los euales estd eompren-
dido ¢l del prisma de igual base limitadoe por la superficie; el vo-
lumen buseado es, pues, ¢l limite de las sumas:

&= g de.dy .‘r}-;-‘."_‘..b'(_dx,dy [1]

cuande las dimensiones de la cuadrieula tienden hacia eero (véase
la nota).

El procedimiento es aplicable a eualquier funeidn continua
z==f(x, ¥) eualgquiera quo sea su significado fisico; si representa
la densidad en cada punto, las sumas [1] representan valores ex-
tremos que comprenden a la masa del recinto, y ésta es el limite
de aquellas snmas; si f(i, ) es la distaneia a.un punto, eje o plano,
resulta el momento del recinto resperto de ese punio, eje o plane, ete.

Mas general: si en vez de los valores minimo ¥y méximo de
la funeién en eada intervalo dr.dy elegimos un valor cualquiera de
la funeidén en ¢l mismo, es decir, (%, n) siendo E, n un punto cual-
quiera del rectdngulo dx.dy, la

= f(E, n)de.dy
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estd comprendida entre las sumas s ¥ &; ¥y como ambas tienen el
mismo limite, también esta suma intermedia tiende al mismo. Este
limite de todas las sumas asi formadas ,se llama infegral de super-
ficie, o mejor: de recinto pluno y se designa asi:

Sz, y)do ='{ § f(z, y)de.dy = lim, f F(E,n)dx.dy 2]

extendida esta suma a todos los reetangulos do la euadricula que
contienen puntos del recinto dado K. La notacidon do = dx.dy para
el elemento de drea, se generaliza también para mallas de forma
cualgquiera.

DerisicioN: La integral de f(wx, ) en un vecinte es ol limile
de la swmae obtenida wmultiplicundo o drea de cada reclingiio
dv.dy que conliene puntos del recinto por el valor de la funcion
e wn punte cunlquicra del mismo, ol tender o cero simulidneamen-
te las dimensiones de todos los reeldangilos,

Se demuestra (Elem, T'. F.) que esta suma tiene el mismo limite
cualguiera que sea el modo de tender a eero dr y dy. En particular,
si se toma constante dix ¥y se integra respecto de g, o bien inversa-
mente, resultan dos modos de evaluar la integral doble reduciéndola
n integrales simples, como vamos a explicar.

Primer método: f [ [ f(x, y)dy] dx
Segundo método: | ff(x yide] dy

varinndo « e y dentro del reeinto K, cu-
mo explicaremos prieticamente en la lee-
p cion siguiente,
3 Si el recinto es el rectangulo:

a<z<a |, b<y<b

los limites de ambas integrales son constantes: a y @ para la x,
by ¥ para la y.

Si el reeinto tiene eontorno eualquicra, pero cada paralela al
eje o lo corla en dos puntos solamente, las ordenadas y, ¢ ¥, de estos
dos puntos son los extremos de la primera integral simple; estos dos
extremos son, pues, funciones de r; los extremos de la segunda in-
tegral son los valores ¢ ¥ d minimo y maximo de la x en el recinto.
En el parrafo siguiente y en la leceién préxima ponemos ejemples
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252. — Volumen de un cilindroide.

En Ia leecion 33 hemos ecoleulado el volumen de los cilindroi-
des, esto es, de los euerpos limitados por una superficie z — f(x, ¥),
el plano xy, y el eilindro eaya base ¢s un recinto dado en este plano,
mediante la descomposicion por planos paralelos al yz; el drea de
eada seecion, a la distancia x, viene expresada por la

¥, (x)

S fr ) dy

v lx}
debiendo limitarse entre los dos valores de y que corresponden al
valor de & prefijado, los enales se deducirin de la eecuacion
e, ) =0 de la eurva que sirve de base a la superficie y son,
por tanto, funecioncs de = El producto de esta drea por dr repre-
senta el volumen del eilindro elemental que tiene esta base y esta
altura ¥ el limite de In suma es la integral

b v (=) 1 wlr}
V=F[ff(x,n)dyl de= [dx f[(x,y)dy
a Holz) a o}

debiendo interpretarse esta filtima nolacion como integral del pro-
dueto de la segunda integral por e, a pesar de omitirse el paréntesis.

Lios valores «, b son, como alli se indied, las abseisas extremas
de los puntos de la eorva hase,

Andloganmente habriamos podido integrar primero respecto de x
suponiendo y fija, y limitando la integral entre los dos valores x,, x,
que eorresponden a eada y. les enales son Tuneiones de y; la inte-
gral asi detinida es, pues, funeidn de y, o integrada respeety de y
entre los valores extremos ¢ ¥ o que esta coordenada pueda tomar

en la enrva base, resulta una seeunda expresion para el volumen:

i x,(w} 1 a lu)
Ve f [ 7o y)de] dy = [dy [ [(r, y)da
° EAS T « EMTE

Si eada paralela a un eje determina en el veecinto varvios seg-
mentos, la integral se compone de suma de integrales.

Iin general : enalgquicra gque sea el siamicado de la indegral do-
ble resulta esta conclusion que cunneiaremos ecsgquematicamente

Pare calewlr ol valor de b Ddegral doble de o una funeion
fle,y) sobre wn reeinto plano, se fnlegroa esta funcion vespeeloe di
g cariable, couservande constanie fa aive, g despuds se integre
respecto de esta segunda variable.
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Esemrro, — Caleulemos el volumen del cuerpo limitado por el plano zy,
el paraboloide

y:
2q
el cilindro
e vz
— =1
a? b2

Iste volumen serdi:
Vo= f g atszp - 95/2q) de.dy

quo s descompone en suma de dos integrales sobre la elipse base.
Para caleular la primera, integraremos primero respeeto de y entre las or
denadas ¥, ¢ y: que corresponden oo cada #, ¥ resulta:

+a ¥z
§ o oxrdx g dy
a W
o seq, separando el factor 2b/a:
- a & ke
joEtuar—aedr =12 § oar var—a2de

Poniendo @ = a sen f, 0 reauce vsta mtegral simple o

x -
- =

ad f  sen?leos?tdl = Yot [ (zenZf)2de
o [

¥ pasando al arco doble, resulta:
-

]

1_,{,-((‘}‘ (1—cos 4t)dt = wal /16
LU

luego In integral doble vale ljwad b, y Ja otra Ywab3; por consiguiente
V = mab{a/p | b2/q)
En particular, si los parfimetros del paraboloide son p =a, g =2>, resulta
¥ = l4wab(a - b) = baso % (a + b)

Si el ecilindro fuese el proyectante de la scecidn plana s =h, es deeir:
at = 2ph, b= 2qh, rcsultarin

V= 1swulhi = 146 Dase > alturn

resultado neorde eon el ejercicio 3., puesto gue ln curva interseceién es plana.

NoTa. — Alguuns observaciones son necesarins parn el edleulo prietico.

1.0 Bida curva (e ) =0 que sirve de Dase al cilindroide no es convexa
v es cortadn por eada paraleln al eje y en mds de dos punios ¥ son
W< ¥ < ¥ < %, las ordenadas de éstes, contadas de menor a mayor, los seg-
mentos interiores al drea base son ¥, ¥; € ¥, %,; entonces In integral quo CXprese
el dren de ln seccién vertical se compone de

Y: Y
SFCe, widy - J [, y)dy
H ¥

¥ andlogamente si fucsen mis de dos los sepmentos.
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2 Si un cuerpo esth limitado por una superficie corrada, tal que a cada
valor de x, ¥ corresponden dos valores de z, la superficie no estda definida por
una; sine por dos funciones uniformes:

n=fi{z¥) , &=/[(5Y)

suponiendo que esta segunda represcuta of casquete superior, ¢l volumen viene
expresado pos la formulac
V=fdeff:(zy) — iz )] dy

En particular, si la superficie es simétrica respecto del plano zy, es deeir,
si fi ¥ fi son iguales y de signos contrarios, basta multiplicar por 2, pucs las
dos integrales son iguales de signo opuesto ¥ al restar se duplica, DBastarf,
pues, ealenlar una y tal sucede, por ejemplo, en ol easo del elipsoide, que fué
resuclto en (133},

253. — Area de una superficie curva.

Jarece a primera vista admisible una definieién undloga a la
dada para la longitud de un areo eomo lmite de los perimetros de
las quebradas inseritas, al tender haeia cero todos los lades. Ocurre
inmediatamente inseribir en la superficic dada poliedros de earas
triangulares y hacerlas tender haeia ecero mediante interenlacion de
nuevoes virtices,

Sin embargo ,es fdeil ver que pueden resultar limites distintos
segin como se hagan tender a cero las euras del poliedro (*). Ha-
bria que poner tales restrieciones a la eleceion de poliedro inserito.
que se compliearia mucho la definicidn. Recordemos, por otra parte.
que I longitud de un arveo de curva, resulta también como limite
de la suma de difereneiales ds, es decir. como suma de los trozos de
tangente limitadas por las ordenadas sucesivas, Una definicion and-
logn es vilida para las superficies,

Dividido el plano @y por una cuadrieula de lados paralelos a
los ejes, cada reetingulo dr.dy determina sobre la superficie un
cuadrilitero eurvilineo cuya proyeccion es de.dy, y tomando el
plano tangente en cualquiera de los puntos de ese trozo de super-
ficie, determina eon el mismo prisma proycetante do hase dx.dy, un
cuadrilitero plano cuya firea es: do.dy: cos (n, z), siendo cos (n,2)
el tercer coseno director-de la normal, que es igual al coseno del
angulo que forma el plano tangente con el iy, debiendo tomurse el
dngulo agudo, es decir, el eoseno positive, pues todas las dress lo son.

(*) Hay un ecjemplo clisico de Schwarz que puede verse en eunlquicr
tratado. 8i un cilindro circular de radio 1 y altura % sc corta por planos para-
lelos y en cada circunferencia *se inseribe un poligono regular de w ludos, de
modo que se correspondan alternativamente, es decir, los vértices de cadn po-
ligono correspondan a los puntos medios de los lados de los poligonas contiguos
¥ se une ecada vértico con los extremos de estos lados corvespondientes de low

poligonos contiguos, el fdrea del poliedro tienc limite variable segin ol maodo
<de tender a 0 sus caras,
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El limite de la suma de todos los enadriliteros asi formados es,
por definicion, el drea de la superficie ¥ viene, por tanto, expresada
por la integral doble:

8 —f fdx.dy/cos nz [4)

La ecuacién del plano tangente a la superficie z — f(x, ¥) cn
el punto (a, b, e) ecs:
z—cmez(x—a) 27y (y—Db).

¥ lus cosenos se eaieulan asi: .
— VI Za £ o7
cos nL cos ny cos ne 1

de donde resulta, aplicando la férmula [4]

S—=f SNITF 70 F 75 da dy.

8i la ecuacién viene ®n forma implicita F(x,y,2) — 0 basta
despejar: z';, 2’y ¥ sustituir en la férmula anterior. La integral es en-
tonces la suma de dos integrales de las funciones 2, y z,, correspon-
dientes al casquete superior y al inferior.
Nora. Esta férmula subsiste si en el plano zy so adoptan coordenadas

polares, sustituyendo dr.dy por rdr.dg. En la préxima leccién pondremos
ejemplos.

EJEMPLO 1. — Area de la porcién del paraboloide
y2 22 = 2px &= V2pzr —y7
limitada por cl plano z =a.
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Bustn considerar la mitad soperior, en la cual es:

. Fe=pis , Fy=—=-—y: s
v resulta ficilmente:

k1 a
S=wvp[(p12a)z2—p=]:3

Ilsto mismo se obticme més brevemente por una integral simple, como se

explicd en (15) por ser una superficie de revolucion. Ponemos cste ejemplio
porgue Ins cuddricns que no son de revolueion conducen a integrales eliptieas.

MaEvMrLo 80 — Area del trozo del puraboloide s = 22/2a -l y2/2b limi-
tado por 1 cilindro ro/as 4 y2/0%
Resaltado:

S=Cxab(V58—1):3
FagurLo 20 — El firea del elipsoide de semicjea @ = b > r, despude de
cownplicmdas tiansformaciones, vieno dada por la férmula final
@

80w =et - b Va-——rcrvw-l‘sm-m dy -

a
e b/ at— cf I- d'r'
V11— k= sent {p
o
ricniln ¢ = arc.sen [V at —ct/a]

v k¢l cociente de Ins exeentricidades de las dos elipses meridianas de los pla-
nos I o0 NI
1 edilenlo de catns integrales se hace mediante lag tablas gue van al final.

Sen, por ejemplo:

A= V3 b= v2 =1, E=1LV3i
p = are sen 2/ Sd= 45°,

Dusearcmos, pues, los valores do la integral de primera ¥ segunda espeeie
en 1a colurmn a = GO° puosto que sen 600 = v 3/2 ¥ en ella, los valores gue da Ia
tabla para g = 54" 45" son rcspectnnnltmtu 1,078 y 0,836,

Resulin, por lo tanta:

8=2r(1-4 1,672 4 1,078} =

' Ejereivio. — Auponiendo ¢l elipsoide de revolucidn, a = b, reducir la for-

muln o la ecxpresion mfis sencilla ¥ dedueir dsta dircetamente,

G0

NOTAS

La demostracién de gque las sumas [1] tienen Hmite eomin se reduce a pro-
bar gue la diferencin entre ambas o sen: .
2 M drdy — Bom,dedy = X(M,— m)dr.dy [33

puede haceerze tan poquefia como se gaiera eligiendo la cundricula suficiente-

mento densa,
Supongamos que ln base sea un mcL.m'ru]n Si suponemos la funcién wni-

formemente continua, cg decir, si dado lll.l'l(LU]L‘l‘ piimoro positive £ ge pausde
elesir Ia cundrienla seficientenwnte densa para que en eada malla In esciln.

citn sea M, — m, < g, resulta:
8, — & < pEdr.dy =

t el drca del reetfingulo. 1le agui, pues, un Jimile del error cometide
se a5, o &, como valor del volumen.
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Miis general: si en vez de prismoide es un cilindroide cuya base es un re-
cinte B del plano #y, no hay inconvenicnte en suponer como base todo el reetiin-
gulo que lo contiene, asignando a ln funecién el valor eero en los puntos exte-
riores al recinto. A pesar de la discontinuidad que asi se introduce en el com-
tornu, lus sumas &,y 8, convergen tambifén, ¥n efecto, la diferemcia vieno
dads por la expresidn [3]; esa suma debe extenderse a todo el recténgulo, el
cual ha quedado descompuesto en tres partes:

1 Mallag interiorer al recinte Rj

2. Mallag exteriores;

2.0 Mallas que contienen al contorno (formuado por dos arcos uniformes).

Para Ins primeras, la cxpresion [3] puede hacerse tan peqguedia como se
quiera segnin arriba se ha visto, por la continuidad de la funeién del recinto.*
Las segundas son nulas por ser m, = M, =0, Las terceras tienen un firea &
que pusde haeerse (130) menor que cualquier nfimero positive; y como en
cllas es m, =¥, st Namamos M al miximo absolute de la funcibn, resnlta para
estas mallas atravesadas por el contorno:

XM de.dy < M Ede. dy = M5
namere que también tiende haein eero, (Para el easo general, v. T F.).

INTEGRALES IMPROFIAS, — En la leceion 57 hemos advertido que las inte-
grales en intervalo infinito no pueden someterse a las mismas transformacicnes
que las de intervalo finite, sin especiales condiciones de la funeién integrando.
Sin poder desarrollar ln teoria general, limitémonos n dar estn regla prictica:
todas las transformaciones son legitimas, como en el easo de intervalo finito

s1 el imtegrando para x — ¢ es infinitésimo de orden exponeneinl o de orden
BUpeTioT.

— Como aplicacion de la permutacién de variables,

eulenlenws el valor de Yo integral Yamada de Poisson, de Laplace, o de Ganss:

]
A = fe-o2
o

Para ello efectvemos la siguiente prrmutacién de integraciones:

w —y? o —a. Yt e o - (x4 1)y2
fe y.odyfe dr = fdr fe v . dy
a 0 o o
La integral en @ del primer miembro vale A/y; lnego el integrando en y

es Ae-vzdy; ¢l primer miembro yale, por consiguiente A2,
La integral en ¥ del 2,° miembre vale 1: 2(1 - =2), luego el valor del 22
miembro es w/4, Resultado:

]
A= fe-r2= 1%
L]

EJERCICIOS
1.2 — Caleular el volumen limitado por el paraboloide p.2 = x.y, el plano
ay ¥ los dos planes s =a, y = 5.
Solucidn : F =at b2/dp = 14 .base por altura.
2. — Volumen limitado por el mismo paraboloide, el plano zy y los pares
de planos x =g, x =4; y=2b, y = B.
Bolueidén: V=(4d2—a2)(B:—p?): 4p
De otre modo: producto de la base por ¢l promedie de lus enatre ordeni-
das en los cuatro vértices.
4.2 — Volumen limitado por el pavaboloide
2 e
F o= i —
2p 2q

¥ un plano horizontal. Solucién: 14 base > altura,
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INTEGRALES MULTIPLES.

254. — Integrales triples.

El concepto de integral multiple se establece sin difieultad,
una vez ostudiadas ya las integrales dobles.

La definicién de la integral triple de una funeién f(x, ¥,2z) de-
finida en un reecinto R, limitado por una superficie cerrada, es ésta:

§FJ Ifiz,y,2)de.dy. dz =1m. Z f(E, n, Udz.dy.dz
R

es decir, andloga a la de las integrales dobles: es el limite de la
suma de los productos obtenides mulliplicando el volumen de cada
paralelepipedo elemental por el valor de la funcion en un punto cual-
quiere del mismo,

Que ese limite existe si la funcién es continua y que es inde-
pendiente del modo de euadricular el espacio, es cuestibn que puede
verse demostrada en cualquier tratado de Anélisis matemdtico, asi
eomo también que cse valor es el mismo gue se obtiene por inte
graciones sucesivas, es deeir:

Sdo fdy ff(x,y,2)dz.

Esto debe interpretarse asi: fijados z e y, es decir, trazada una
ordenada paralela al eje z, intercepta en ella un cierto segmento el
cuerpo dado, y el limite de la suma parcial correspondiente a la
pila de paralelepipedos de base dz.dy viene dado por la integral
respeeto de z; los limites son las ordenadas extremas de la super
ficie de contorno correspondicntes al par (x,4) es deeir, son dd¢=
funciones: z,(x, ¥), 2:(x, ¥). (Figura 2.* de parrafo 2563).

Resulta asi de la primera integraeién una funcién de x, ¥; in-
tegrada respecto de y, los limites y, y. son los valores extremos que
eorresponden a la abscisa x, es deeir, funciones de x; la Gltima inte-
gracién entre @ y b da el valor numérieo de la integral triple,

El significado de la integral triple depende de la funecién
f(z,y,2). Si ésta se reduce a la unidad resulta el volumen del re-
cinto B. Si es la densidad en eada punto, resulta la masa; si f(x, ¥, 2)
es la distancia a un plano, la integral triple es el momento respecto
de ese plano, ete.
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EaEMPLO. — Caleulemos [ f fsdz.dy.de sobre el octante de cafera de
eentro 0 y radio B limitado por el triedro de los semigjes positivos.

La reduciremos o tres integrales simples, por cjemplo, en este orden: In-
tegrando respeeto de s resulta %% y limitando entre O y V E:—z2—y? re-
eulta 14 (R? — a2 — yt); integrando respecto de y resulta:

; VIR —aF
Y f drf (B2 — 2 — y2)ay =
LU u
1 . 8

=1 ;i dx [VE®—zi(B2—a?) — % {Rs—z:;%] =% f (B2 —a2) 2 dx
(1] o

¥ haciendo el cambio de varisble £ = K sen g, se transforma esta integral en

/2
RBif costg.dg
[

cuyo valor se obtiene pasando al arco doble y después al enddruplo; tomando
el resultado de ln tabla de integrales, resulta 3x/16, luego In integral triplo
que representn ol momento del octante respecto del plano yz, vale aR4/16. Mds
ventajosns son lns coordenwdas esféricss, como veremos on (260},

255. — Concepto general de integral maltple.

En la definicion de integral doble hemos sapuesto, para mayor
sencillez, gque el recinto D se dividia en una red de reetingulos por
paralelas a ambos ejes, pero igualmente pucde adoptarse cualquier
otra division en mallas de forma arbitraria, con la séla eondicién
de gue su didmetro tienda a ecro, entendiendo por didmetrs de un
recinto la médxima de las distancias entre cada par de sus puntos.
La demostraeion de la existeneia del limite de las sumas s y S por
defecto ¥ por exeeso subsiste, ¥y también la independeneia del limite
respecto del sistema de mallas adoptado.

Es preferible, por tanto, Ja notacién mis general;
ff{z,y)do y andlogamenie jf(?, y, 2)ydz
representado por de el clemento de drea y por dt el elemento de
volumen, siendo por definieién
Sz, y)do =1im. Z f(x, y)do

¥ andlogamente para tres dimensiones.
Esta notaeién vale para toda clase de coordenadas planas mien-
tras que la notaeién (250) vale solamente para cartesianas.
" Mas general es la notacién [ f(P)do, designando por P un
punte variable en un reeinto de eualquier nimero de dimensiones,
¥ do un clemento del mismo.
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La motacion de Leibniz, que hasta aqui hemos seguido, y que
tan ventajoss resulta en las integrales
simples. puede indueir a transformaeto-
nes ervoneas de las integrales maltiples
al enmbiar de variables,

Faespern, - Sea 2 —wn v, ¥ —mw—uw.
Bidlevados de o anslogin sustitnimoes

dr ity + de , dy = dn— dv

ey == iz — elyz

vesultard una cxpresidn sin sentidas,

en Ja figura que ¢l cundride de ladoe 1 en ¢ plane 7y se traps-

xime parrafo veremos ol significads Jde esto vy explicaremos edmo se efectin el
camhio G vnrindhes,

|:l' [t
Chooeo— 7
/ !
| A
‘ ! k- /__ !
O' A (.J'\/B u
C
I'RopFiEpADES. — [Puesto que la integral miltiple, eomo la sim-

ple, estd definida por dos sueesiones mondtonas convergentes, las
demostraciones dadas en (130) son aplicables para demostrar:

wl NPy es suma de varigs funclones del mismo punto, la {n-
tegral da [(FP) es la suma de las integrales de éslas, sobre el mismo
dominio.

W) 83 la funcion se multiplica por wn wikmero, sw integral que-
du también multiplicada por éL.

I35, por tanto, legitimo, sacar fuera del signo todo coeficiente
constante o independiente de P pero no se puede efeetuar tal ope-
racién, si el factor depende de P,

) NiF(P) < g(P) la dintegral de fa 1.5 es = que la integral
de la 2% sobre el mismo recinto, St son conlinuas, queda ercluido el
caso de igualdad,

d) Sif(P) es continua en el dominio D, de drea a, su inlegral
ex igued al producto de a por un valor de f(P) intermedio enire el
minimo y ol mdrino,
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256. — Cambio de variables en las integrales multiples.
Sioentre los planos cartestanos (w,vi y (o) se establece una
correspordencia punto a punto por las fdrmulas

=, Y= yLu, )

cada recinto se transtforma en olro, v vamos a obtener la rela-
clon entre sus dreas,

X

1 drea del recinto D puede obtenerse como limite do Lo sama
de triangulos cuyos lados tienden a ecro: y el drea de P como li-
mite de la suma de lag dreas de los tridngulos formades por los pun-
tos homdlogos, (Nin querer deeir con esto que los lados de uno se
transtormen en los del otro por las formulas (1] ).

Suponicndo condinwas las derivadas de &, y (v por tanto si
Jacobiano) vamos a demostrar que la razon de areas de los recintos
homdlugos es désta :

[2] o olr, u)

o

o brevemente: Ag = J.Ac’, Hamando J al jacobiano, 3 debiendo to-
marse el valor de este jacobiano en un ecierto punto interior. Al
tender a 0 log recintos resulta: e jacebiano en cada punio rs el
coeficiente de dilatucion arcoelar en ese punto.

Kl area del recinto D pnede ealeulirse como limite de la suma
de tridngulos contenidas en ¢, ¥ viene expresada asi:

(3] Gt uits B PRt 5,
2, )

o brevemente:
Jdoe= (1. da

féormula completamente andloga a la de las integrales simples.



328 INTEGRALES MULTIPLES

Stoen ver del drvea se tiene una integral doble caalguiera:
Sz, y)de=1im Zf (z, ¥)Ac

¥ ose efeetia la sustitueion de variables resulta la (6rmula general:

(s
4) 51 )do =5 [12,0) DT g
I olu, v)

que expresa’ la integral en el dominic D mediante otra integral so-
bre ol dominio homaloge D
Andloga férmula es aplicable a todas las integrales maltiples.

FUEMPLO. — Sen el momento polur de inerein del dowminio D expresado en
conrdenndas cartesianas y en polares por las integralea:
I f (w24 y2)drdy f freardr.dw

esti 2% Tadrmuln se puedo establecer dircetamente, o bien deducirla de la 1.* por
camhio de variables, introduciendo como factor el jacobiano, que se cnleuln asi:

TIT eo8W COBAG — T BEN W
= r 6T Bon w F oCos w
|
En ol ejemplo de (255) cl jucobiano vale — 2, indicando el signo qua los
slementos de firen homdlogos tienen tid toy; eomo se observa en la fi-
gura comparando los sentidoa de los emmnrnou lomélogos.

DEMosTRACTON, — Las frens de los trifiugulos homdloges som respectiva-
mestte :

|
Ey—a, MW | Vg e—ty €, — 1y
L v Y |
| Fy— 2y Yo — ¥Ya } | g = Uy Ta— Uy |
! ]
o brevemente
A Ay | An Aw \
Ao = 1% A = 14 I
| Ax Aw At Agv |

pero la férmula del ineremento finito permite escribir el primer determi-
nante asi:
| 2w Au A4 v A vuAndyvae e
! o' Ayt U Ay o Ayt - 90 Ay r
| l
Cumn cada serivada debe tomarse en un punto intermedio distinto, con-
viene unificarlas, tomando todas en un mismo punto (i, v) del tridngulo; ¥
=i Ias derivadas son uniformemente continuas, se lograrﬁ tomando ]DS lados de

todos les trifingulos menores que up nimero ! sufiei nte peq , que las
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derivadas que figuran en este determinante difieran de sus valos en el punto
(u, v} menos de g3 luego eada elemento del determinante tiene un error menor
que Zef, ¥ el error del determinante tiene una cota del tipo & fe; loego si de-
signamaos por T'u, ...., log derivadas en ese punto w, v del trifingulo, la for-
muln anterior expresi Ao con error < K fe

Fste determinante se puede descomponer en produeta (%) asi:

At A 1'

] T u " . ;
4 i At A
| I
el primer factor es el jacobiave J del par (7oy) regpecto del par (w2, luego
1A —J . Ae’ | < ey suponicndo que loz triingulos de I se eligen par-
tiendo por su dingonal los cundrados del reticuludo eartesinne, es Ag’ = 36 123
por tanto, dividiendo por Ac’ la acotueidm  anterior, resulta Aa/Ae’ — o,
para 1 41
Ademfia: TAa ¥ EJ 0 Ag” dificren en nwnos de LB £ ke L dven de £
Inego tienen ol mismo limite, guedando demostrada |37, ¥ por el teorema et
valor medio (255, ) resulta [2].
Esta formula [2] es completumente andaloga o To ya conoeida del cnmbio e
variable ¢n la recta:

Az
a4 = —— dw
du
Finalmente, si | f(r, ) | < M multiplicando por f y sumando, resulia la
neotaeion :
'E2f . Aa—Zf . J . Ag’ | < MEe | dren de DY

lyego ambas sumas tienen el mismo linite, ¥ queda demostrada [4].

WERCIOIOS

1. — Conocide el volumen de la esfera de radio 1, probar inmediatamente
que ¢ del elipsoide de semiejes a, b, ¢ se deduce multiplicindolo por a b o

2. — He llaman coord, das parabdli de un punto P respecta del foeo O,
a los parfmetros de las doa pardbolas de [oco O ¥ eje x, gue pasan por P
Caleular el jacobiano de esta trunsformacidn de eoordensdas.

(") Dasta recordar la férmula de multiplicacién de dos determinantes:

= !
a by [ P @ | et bag, a - bads |

i ; H
que s¢ comprucha fhcibnente sin mis que descomponer este Gltimo en suma
de cuutro determinantes.

a, b, l FON | =e -+ by @ pu ot b t
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AREAS ¥ TANGENTES EN COORDENADAS POLARES

257, — Determinacién de la tangente.

Aunque este problema covresponde a los primeros capitulos,
conviene agruparlo con el de la cnadratura siende una simple apli-
cacion del eambio de variables. En ecoordenadas cartesianas, la tgt
del dngulo que forma la tangente a la curva r — f(¢) con el radio
veetor, euya pendiente es k== y/r, viene dada asi:

Yy —k z.dy —y.dx
1 ky z.dr 4 y.dy
pere las formulas de eambio de coordenadas son :
r=r.co8t .. drecosi.dr—r.sent.dt
y==r.gent .. dy==seni.dr-r.cost.di
¥ la expresion anterior se reduce a +.dt/dr. Tomando el reciproco-
¥ llamando " a la derivada del radio veector respecto del argumen-
to ¢, resulta la formula .
etE T o=y

Es decir: resulta la derivada logaritmiea, mientras que la ex-
presion analoga en ecartesianas seria la derivada ordinaria. En los
méximos y minimos de r, es ¥ =0 y la tangente perpendicular al
radio.

258. — Cuadratura de recintos planos.
Para caleular el drea limitada por la eurva r = f(t) y los ra-

dios de argumentos {, {,, dividamos el dngulo que éstos comprenden
por radios intermedios cualesquiera. El firea limitada por cada dos
radios consecutivos que forman #dngulo Af esti comprendida entre
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los seetores cireulares cuyos radios son el méaximo M; y el mini-
mo my de los valores de r en el intervalo Af, puesto que el sector
curvilineo estd contenido en uno de estos seetores cireulares y con-
tiene al otro, y como la funeidn es continua, también serd irual ai
drea de un sector eireular del mismo dngulo y radio intermedio f(E),
siendo E un ecierto angulo eomprendido en el intervalo AL Por tan-
to, el drea tiene por expresion :

S = 1im. X Vs F(E)? AL = [ (1) dl — Vo f r2dL.

Nora, — Las sumas de estas fircas de los sectoras circulares méximos ¥
minimos:
S8 =X 145 M2 At =X L4 m,2 At [1]
difieren en
S—a=1%ZE(M, —m) (M, +m) At < ME(M, —m )AL

si llamamosz M al mayor de todos los valores de r en el intervalo total, puesto que
M, + m, < 2M

y como la funeién ¢s uniformemente continua, es decir, so puede liacer que to-
das las oscilaciones M, —m, sean menores que un ndmero prefijado s, eligiendo
todos los At suficientemente pequeiios, resulia:

S —s< M.s XAt Ms(l, —1,) 2]

cs decir, ¢l error o diferencia entre ambas expresiones aproximadas § y s pue-
de hacerse tan poquefio como se quiern,

En esta f6rmula se tiene un limite del error, es decir, una medida del gra-
do de aproximaeion.

Espiral de Arquimedes: r = at.
El 4rea comprendida desde ¢l rayo origen ¢ = 0 hasta ¢l rayo de argumen-
to f, es:

tl r|
S=f a22dt =1 a2 § t2dt = ¥ a2t,3/3
(] 0

o también 8§ = r,3/6a.

El Area limitada por la primeras espira vale §=—4/3 n3n?

T ” n » Segunda " w 8 =128/1x3a?
es decir, siete veces ln primera. El frea de la tercera espiral vale 19 veces; ete.

Espiral logaritmica r = k emt = k at.

En particular, para la espiral r = ¢f, ol firea limitada por dos radios es el
producto de su semisuma por su semidiferencia.

Nétese que si t, — ¢, > 2x resulta ¢l firea superpuesta a si misma, Al ten-
der 1, hacia — co resulta lim. § = r2,/4m.

Esta es el firea de Ilns infinitas espiras que tienden hacia el origen.
EJERCICIOS :

1. — Caleular ¢l drea de la cardioide de r— a(1 4 cost).

Bolucidn : 8 =% 3w a* (seis circulos de diimetro a).

2. — Calcular el frea de la lemniscata: r=a Vcos 2L

Solucién: & = a®.
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259. — Medias cuadraticas.

De igual modo que el promedio de n nftmeros se generaliza
para infinitos mediante la expresion ecartesiana del drea (131), el
promedio de cuadrados (importante ¢n teoria de errores) se inter-
preta en coordenadas polares.

'uesto gue la expresion del drea en coordenadas polares es

28 = fr*dt = lim, E f(E)2 At

si los radios sc toman equidistantes, es deeir, si el intervalo ¢, — 17,
se divide en # partes iguales: Al = (¢, —f,) : #, Ja suma anterior
es ¢l producto de la longitud ¢, — {, del intervalo por la fraeeién
(X f(E))*: n que es la media aritmétiea de los cuadrados de los ra-
dios elegidos arbitrariamente en eada intervalo, v la raiz cunadrada
de su limite se Hama media cradritice de la funeidn f(f), Por tan-
to: Hamando p a la media enadritica

b i 2B ~— [ Fwra (3]
i _ _
¥ t—t ST

1 o

es deeir: la media cuadritiea de una funcion es la raiz del cociente
de la integral de su ecuadrado por el intervalo.

Grificamente se determinard, pues, ficilmente la media cua-
dritica de cualquier fmmi'én, representindola en coordenadas pola-
res, ¥y midiendo con un planfmetro o griafiecamente el drea del sector
obtenido. Su duplo, dividido por ¢l fingulo o intervalo, es el euadra-
do del valor medio cuadritico en ¢l intervalo eonsiderado.

Ejemrro 1. — En Electrotéeniea, sobro toda, tiene interés eapital la de-

terminacién de la media cuadritica de las intensidades de una corriente en toda
una onda; su valor se llama también valor eficaz de la corriente.

Sea, p. ej., ln corricnte alterna dada por csta tabla (Rose):
tr =0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008
t =5 8 12 7 0 —6  — 81 —3 5.y
Dibujada la grifica polar tomando ¢ como Angulo, con unidad adecuada
(p- ¢j., 20°=0,0012) y para i un em. por unidad, el frea de la gréfica resulta
ser 67,7 em? y como el intervalo medido en radios vale 160° = 2,79, resulta:
Valor efienz = v 2.67,7/2,79 = 6,97,
El cociente del wvalor eficaz por el valor miiximo se llama eficdacia.
Esempro 2. — La potencia luminosa de una ldmparn do arco varia segin
In meliracién del rayo respecto de la horizontal, es decir, es funcién de ln
coordenada ¢ pero no depende de A. Basta, pues, construir la grifica polar
de ln potencia en su plano vertical y hacerla girar alrededor do la vertical para

tener la superficie de revolucién que representa la potencia en cualquier direccién,
mediante el radio vector correspondicnte.
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Constrityase, p. ej, cl diagrama polar con los datos siguientes (Rose), lla-
mando @ a la latitud
— =8 10° 20= 30 400 SO G0e The 80 G0
potencia en bujias:
1000 1470 1800 1720 1200 DGO 500 TE20 GO0 480.

Siendo In iluminacién que recibe una superficie el producto de ésta por la
potencin, si trazamos una superficie esférica de radio r eon centro en la ldm-
para, eadn clemento superficial do recibo una iluminacidn P.da ¥ In dumina-
cién total cs:

T
Pdg=2xrf TIdcz 14]
-
efectuando la integracién por zonns esféricas.

El efileulo prictico puede hacerse reduciendo la grifien polar a cartesiana
es decir: dibujada una semicireunferencia de eentro @ en la lampara, limitada
por ol didimetro vertical, los puntos que en ella determinan los radios vectores
s proyectun sobre dicho difimetro (e sobre una paralela) y se llevan como or-
denadas los walores 17 dados. El frea de la curva asi obtenida es -

4r
= J Pde
—r
La altura media 7, de esta eurva resulta de dividir esta drea por la base 2,
¥ este yalor medio P, se Jlamp potencin luminosa medin, ea decir:
T—r
rP=79 Pdr,
—r

Una Mmpara colocada en ol mismo punto, caya potencia fuera Py €0 todas
direcciones, proyeetnrin sobre In superficio esférica de radio = una iluminacidn
igual o

4w o= 2r P.2rr
cxpresién idéntiea a In iluminacion total [4] recibida do la Kmpara cstudiada.

Este método, que nada nuovo eontieno respeeto del modo de caleular valo-

res medios (131), sucle llamarse ampulosaments disgrama de Rovsseau.

EJERCICIOR
1. — Calciilense los velores media (131) y eficaz de won funcién sinusoidal
y =scnt en media onda.
Holueidn :

Valor medio = 2/ = (,63663
Valor eficaz — 1/ 2 = 0,7071
Lor mismos resultan para el coseno.
2. — Caleilese ¢l walor eficaz de unn onda general alterua, es deeir, ln me-
din drfitica de una funeién periddica.
y=a,coat-b,sent -t o, co8 3t | bysm 2t 4 ... 4 apcosni 4 b, son nt
en el intervalo o periodo Zw.

Solucién:

Vig(a® L b4 a2 4 b2+ .... 4 a% - bW)
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260. — Coordenadas esféricas.

No siempre son las eoordenadas cartesianas las mas adeeuadas
para el cileulo de areas y voltimenes, Para los cuerpos redondos son
més naturales las coordenadas polares, también llamadas esféricas
¥ las semipolares o cilindricas.

Dado uan triedro zyz todo punto del espacio esti determinado
dando: su distancia al origen o radio veetor »; el angulo @ que éste
forma con el plano zy; el dngulo A gue el plano vertieal rz forma
con zz.

Por analogia eon las ecordenadas geogrificas, a los nimeros
t, @, & los llamaremos brevemente: radio, latitud y tongitud. A veees
se utiliza ¢l complemento 6 de o, Hamado colutitud.

Las coordenadas cartesianas del punto se obtienen fdcilmente
observando que la proyeceién de r sobre el plano zy es r cos ¢ y sus
dos proyeeciones sobre los ejes @,y resultan multiplicando por cos i
v sen A:

&L ==L e08 . cos A Y == r.cos ¢.sen A z=r.senq

de donde se despeja, reciprocamente:
z

re=Va?+yt 2t tgh=y/z; sen p=— ————
Vet

Con el sistema de coordenndas polares ¢l espacio queda dividido

del modo siguiente: los valores sucesivos de » dan esferas coneén-

tricas de centro O; los valores de A dan plancs meridinnos que pa-
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san por el eje z; los valores de @ (o de ¢) dan eonos de revolueion
de cjo .

Si de las coordenadas r, @, 4 pasamos a las * Hdr, ¢ 4 dg,
A - dk, las tres superficies que determinan eada uno de estos dos
puntos limitan un euerpo andlogo al paralelepipedo de las coorde-
nadas cartesianas. Las aristas (que son eurvas) en el punto r, @, &
son ;

AB —dr (rectilinea)
AC = r.dg {eireule de radio )
AD = r.cos . dh {efreulo de radio r.cos @).

Clonsiderado eomo paralelepipedo, su voelumen viene dado apro
ximadameute eomo praodueto de estas ires longitudes, es decir:
r? eosq.dr. dg.dh., [6]

D voiumen de un euerpo eualquicra es el limite de la suma
de todes los elementos contenides en ¢, al tender a 0 sus dimensio-
nes ¥ resulta la formula prictica:

Vees [ f fr?.cosqp. dr.dp.dh. [7]
(e se resolverd por tres integraciones sucesivas, de igual modo gue
haciamos con las coordenadas eartesianas. Si se trata de caleular la
masa, siends 8 la densidad vaviable, funcién de r, @, A resulta:

Masa=f f fdr*.cos . dr.de.dh.

Norta. — Con In deduccién anterior, corriente en los libros eldsicos, quedn
In duda de =i el error cometido en la determinaci del ¢l to de vol
influye en ¢l resultado final, Demostremos gue ¢l volumen ealeulado es exacto,
anticipando la aplicaeién del teorema de Guldin que serft degnostrado en la lee-
vién siguiente.

Puesto que el enerpo A HC D A' B’ ¢ 1Y ez de revolueidn, basta multipli-
car o firen A B O =r,dg.dr (7; ez el rodio medio) por €l arco deserito por
su centro de gravedad cuye valor es: r.cos @.di, lamando 7, ¢, las coorde-
nadas de dicho centro de gravedad. El volumen viene dado, pues, cxactamente
por la férmula:

vy vz.c08 qp-d r. dogpodh

¥ como 1, vy son ndmeros comprendidos entre r ¥ r - dr, su producto es:r, v, = Ez,
siendo E otro nimero también comprendide cntre ambos,

En de¥initiva: ¢l volumen viene dado por ¢] producto de dr.deg.dh por cl
valor que toma Ia funcion r2ecos @ en un puuto del euerpe A BCD 4 B ¢ D,
Segin, la definicidén de integral, el limite de la suma de estos elementos exactos
de volumen vieno expresado por la integral [7] anteriormente deducida.

Quienecs han estudiado (256) poscen ya la demostiac’ dn mds clegante; pues
el fuetor r2eosg gque aparece bajo el signo integral, no es sino el valor ab-
aolute del jocobiano de la trawsformuci6u, como se ve desarrollando el deter-
wminante, ‘

Obtenga  asimismo, como ejercicio, la férmula de rectificacion:

dst=dr2 t-r2 | dy? - re . oeost . dNe
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261. — Coordenadas cilindricas.

Cada punto viene determinado por los elementos signientes:
las coordenadas polares (r, A) de su proyeceién horizontal, mas la
altura z sobre el plano xy.

Lias coordenadas eartesianas se deducen inmediatamente :

T=1eosA , Y=rsenA , ez

El clemento de volumen se ealeula asi: el drea del trapeeio eiren-
lar de radios r, » - dr y dngulos %, 4~y dA es exactamente: dr por
el radio medio ».dh es deeir:

Area = r.dr. dh.

¥

El volumen del enerpo prismético limitado por el par de planos, A,

% -+ dA, por el par de planos z,z - dz y por los cilindros », r + dr

es exactamente: r.dr.dh.dz, ¥y por tanto el volumen de un euerpo
cualgquiera viene expresado por la formula:

V—=Jff fr.dr.dhi.dz. (8]

De igual modo que so vié para las coordenadiy esféricas, esta farmula [8]

es consecuenein jnmedinta de lo demostrado en (256), por ser r el wvalor ab-

soluto del jacobiane de la transformacién.
Dediizease la férmuln de reetificacion: dst = drz {- r2 ., d\* L det

262. — Cubicacidon y cuadratura de cuerpos redondos.

Supongamos un areo de curva en el plano zy, definido por la
ecuacion ¥ = f(x), y calenlemos el volumen- del euerpo redondo en-
gendrado por ¢l trapezoide que determina con el eje z, al girar en
torno del eje y.

Si la eurva generatriz estid determinada en el intervalo (o, b) ¥
lo dividimos en intervalos, considerando las superficies eilindrieas
r=r, r=r, .... éstas cortan a la superficie de revolueién segin
cireunferencias, y el volumen buscado aparece como limite de la
suma de los cilindros anulares (tubos) de radios sucesivos
Ty Ty Ty oot :
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La base de eada uno de estos anillos tiene el drea: 2+ Ar, ila-
mando » a la semi
tomarse comao altur
cada intervalo,

stma de ambos radios o radio medio: pudiendo
a de eada cilindro una ordenada cualguiera en

El valumen del eilindeo anular que tiene eoma altura la orde-
marda ) que correspende a dicho punto » oes: 2erfiriAr v el limit:
de la suma de estos elementos, por la definicion de integral es:

b 3
Vie=2r frf(ridr=2r f rydax [9]
o n
=i Hamamos oy a las eoordenadas earvtesianas en el plano meridiano
segln la fizura.
Nora: Direetamenta se llesa a esta formula sin la dedueeidn

anterior, aplicando la érmula [8] del volumen de eoordenadas ei-
lindricas: intezrando sueesivamente respeelo de A, z, r.

b v
S
fity A4z~ B
(@] a  dr-dx b Ol x

Mas general : dado un reeinto plano limitado por una eurva ece-
rrada, el radio variard entre dos valores 4, b v para eada valor de »
resulta un segmento de ordenada f(#} intereeptado por el reecinto.
La férmula del volumen es general, o sea:

B 1
V=2rf[rf(rydr=2nfr(y,—y,)dxr.
o @

Si lo que se desca caleular es un scemento de volumen limitado
por dos planos paralelos, la integral

b
2 f xy.dx

no dard el volumen buscado sino el cngendrado por a ABD; u él
se puede agregar el cilindro =a* f(a) para llemar e! vacio eentral, y
despuds restarle ¢! eilindro =b2 f(b) en que se apoya el cuerpo dado.
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Saovalumen, en delinitiva, es:

Ve E:fxy.rl'a:-f-fraef(a) — b2 (D).

EeEMPLo 1: Volumen de la béveda de Viviani. — So llama asi a la parte
de superticie esférien limitada por el cilindro cuyo didimetro es un radio de ella.
Fn eoordenndas eilindricas:
V=fj frdradides>= [ frdr.di VEE—T

/2 Keosh :
=y dxf rodr VRE—
(& 0

Lo imteseal de v v B2
vo ertre 0 v /20 resulta:

r2dr ex (—R3send ) 4 R*): 3, e integrando de uue-

/2 /2

¥ =—2Rs§ senth.dh - 2R f dh
bt o

= —4/3 R Low RE=R3(r — 4/3).

Veamns un ejemplo de li simplifi-
encidn que en el cdleulo de frens de su-
perficies introduce el uso de ecoordena-
dnz polares del plano zy en la férmu-
In (253).

Arca de ta voveda de Fiviani. — Puesto que la normal a la
«s el radio, el eoseno del dngulo gque forma con cl cje & es

IaesELo
superfieie esfér
2/ lnego:

S=R{f fdxdy/z
¥y en eoordenadas polares:
S=ERf frdrdi/ VE:—
fijando A ¢ integrando respeeto do 7, resulta: - (R2—yr2) % pero fijade
3 el radio r oscila entre 0 y R.cos}, luego:

| Beesi
— (Rt G =-—Reen) - R

integrando respecto de 3 oeotre O y w/2 para obtener la mitad de la bévedn:
FR.d)—f Bseny. d). = R{lar—1)

La superficie de la bévedn cr: & = R {x — 2).

s dste o1 problema floventine, o de Viviani, discipulo de Galilea, que se
propuso trazar en la superficie esférien una ventana cuadrable,

NoTA, Si hubidramos tomado la integral entre — 7/2, o/2 como el cos )
sa anula en ambos rxtremos habria resultndo la férmula crrémen: § = K?m.
La eausa ¢s quo no debe integrarse sen i, sino su valor absoluto.

Faevrio 3: Come aplieacidn importante caleulomos el volumen del cuerpe
engendiade por la curva: 2 = e *? y Hmitado por el eilindro r =a.

i '

] ] po
Fz=22f rertdr=—w 13 d{(—r2) = xeT2| =x (l—e-n2)
-0 4] |a
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8i consideramos ahora ¢l cuerpo limitado por la superficie indefinida con
ol plane zy, =0 llamn volumen del mismo al limite del volumen limitado cuando
el radio ¢ crece infinitamente; el Nmite de e-92 c8 & y queda solnmente .

Bste limite se expresa méAs brovemente

e
I R eseribiendo asi: f cuyo significado no es
. y - i

i) M otro gino ecste: lim. §
L a-»c0 0

Eu definitiva, podemos eseribir:

a
V=2wf redr=Ilim 2cf r.oridr=x.
V] & —»on O
Cdloals de la indegral de Ganss
Este rosultado tiene aplicacitn en el edleulo do Ja integral de Poisson o
Guuns, Tundamental on la teorfa de los errores.
Fn ofecto, pongamos

o3 O
I, =fextde = fevdy
1] Rl

y formemos la integral doble gobro ol cuadmdo de lado Oa:

T 3
f et dedy = (eildp, (oot dy = £,2
i u
Pusando al limite pard @ — o ¥ llamando I o la iotegral de la exponencial
de 0 a 2, o sea I =1lim. I,, resulta que el volumen del enerpo do revolueidn
antes calenlado en voord Jas polares, ¥ coye valor e8 7, ex ignal o 472, Juego
I=1%%Vm cs deeir:

oy
fetdr =1 ¥V r
o

Cuadratura do superficies redondas, — Aungue ln férmula (258) es ge-
neral, eonviene econsiderar la superficie come limite Jde suma de los anillos
tronco-cénicos engendrados por los el ds de tangente; y si ln generatriz

esti en ol plano xz, resulin:
S=2xfz.ds=2xfcy 142, dr [10]
Para relacionarla con (253}, demudstrese esta regln priction:
Dada en el plane 2 la ourva 5 = f{x), lo ecuncion de la superficie engen-
drivda 0l ey en torno del eje 2, eg 5= f(7), siendo r= y @2 § Y2

Aplicds o esta feoacidn 2 = f(r) ln formula (2535), resultn la nmeva for-
1 [160], muchoe mas seneilln ¥ prietiea,

EJERCICIOS
1. — Rectificar la curva que limita ln bévedn de Viviani
{ Demudcslress que la i6
muoln dada en (2603 conduce fheilmente a una integral eliptiea do pardmetro
I: v 2}

2. — Caleular el volumen del tore en coordenadas cilindriens.

cen coord lns eafériens, es p =X y la for




Leccion 65
MOMENTOS ¥ CENTROS DE GRAVEDAD

263. — Momentos de lineas, superficies y cuerpos.

El concepto de momento definido en (147) se generaliza fareil-
mente. Dada una linca, superficic o enerpo material, dotada de den-
sidad 8, constante o variable (*), pucde considerarse como limite de
una suma de masas rectilineas, reetangulares, o paralelepipedos, res-
pectivamente. Calenlada la suma de momentos de estas masas
componentes respeeto de un eentro, eje o plano, su limite se llama
momento de la eurva, superficie o cucerpo material respeeto de este
centro, eje o plano, ¥ segln sean aquellos momentos de primero o
segundo orden, es decir, segiin que cada masa esté multiplicada por
la distancia o por el cuadrado de la distancia al centro, eje o plano,
asi reswdtard el momento de primero o segundo orden (estdtico o de
inereia) de la masa eurvilinea considerada.

En particular, si el euerpo es homogéneo ,es decir, su densidad
constante, las masas son pro]mruiminlm a las longitudes, dreas o vo-
Iimenes, y se pueden sustituir por éstas, resultando asi momentos
geomélricos, esto es, sumas de productos de las longitudes, dreas v
volimenes componentes por sus distancias o cuadrados de distancias
al eentro, ¢je o plano. Una vez ealeulados estos momentos geomdétri-
cos hastard multiplicar por la densidad. para tener el momento me-
cinico.

Sieonsideramos un elemento de arce ds, es deeir, un trozo e
tangente que suponemos tiene su punto medio de contacto, v es «
la absecisa de este punto de contacto, ¢! producto #.ds es el momen-
to de ese segmento respeclto del plano yz. El limite de la suma de
momentos, o sea el momento del arco AR es, pues, la integral-

' My =fa.ds
y anélogamente
M, = fy.ds :1f,-=f2-.d&
Si el arco tiene densidad variable §,

las férmulas son:
M= fb.ads;
M, — fb.yds;
M. = [8.zds.

{*) Acerea del concepto de densidad véase la nota de pfirrafo (266).
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Analogamente: el momento de un elemento die.dy = do de drca
plana respeeto de su plano es nulo; respecto de los planos yz, xz,
vienen expresados por las integrales

Mpem [ D.x.day  My= [d.y.da [1]

es deeir, coinciden con los momentos respecto de los cjes y, .
Estas (6rmulas valen asimismo para rvecintos de superficie
curva, pero en cllas ya no es do el productode.dy, sino éste
dividido por eostnz) como se explied en (2533) y ademds aparece
M, = fb.z.da.
Los momentos de un cuerpo homogéneo respecto de los tres pla-
nos son anilogamente:

M= fd.z.dv Mye [d.y.dt M.— f8.z.dt 2]

siendo dt = di.dy.dz, .

La eeuacién de un plano eualquiera que pase por €, reducida
a su forma normal, es deeir, después de dividida por la raiz cua-
drada de J» suma de cuadrados de los coeficientes, sea:

Az -+ By Cz—0

la distancia del punto (x,y,2) a este plano se obtiene sustituyendo
estas coordenadas en ¢l mismo, luego el momento del arco AB res-
peeto de ese plano es:

§ (Az -+ By -+ Cz)ds — AM, + BM, 4 CM, (3]

la misma féormula vale para las supcrfic'ics ¥ cuerpos,
Caleulados, pues, los momentos respecto de los planos coordena-
dos se deduee ficilmente el momento respeeto de otro plano.

264. — Centros de gravedad. )

Suele definirse el eentro de gravedad de una linea material,
superlicie o cuerpo, como punto de aplicacién de la resultante de
un sistema de fuerzas paralelas aplicadas en los infinitos puntos
materiales que los componen. Esta expresién incorrecta debe enten-
derse asi: El momento de la linea, superficie o cuerpo, segiin se aca-
ba de definir, respecto de todo plano que pase por el centro de gra-
vedad debe ser nulo. En particular, si el hilo, superficie o volumen
es homogéneo, ecs decir, su densidad econstante, siendo la masa pro-
poreional a la longitud, drea o volumen, se puede sustituir el mo-
mento estitico por cl geométrico.
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Puesto que el momento respeeto de un plano que pasa por la
interseccion de otros tres rectangulares es la suma de los momentos
respecto de dstos por los coefieientes de la eenaeidn del plano, se-
aiin se ha demostrade [3], resulta gque para la determinacién del ba-
ricentro de nna figura eualquicera, basta imponer la condicidn de
gque sean nules los momentos respecto de los tres planos trazados
por ol paralelanente a los eoordenados.

265, — Baricentros de curvas.
Los momentos del areo AB vespecto de los planos 2 =5, y =1,
z =1 son:

fole—E)ds=0  fdly—mlds=0 fdle—Tds=0
de donde se dedueen las eoordenadas &, v, T del baricentro, que soh:

f&.r.ds Jo.y.ds Io.z.ds
—— ) == — At s T
§5.ds L R T5.ds

Si ¢l arco es homogénco, Ja constante 8 se puede sacar como
factor eomn ¥y después de simplificar resultan:

Jxe.ds F.dds Jz.ds

& L &

sicndo s la longitud total del arco,

266. — Baricentros de superficies.

Si la curva es plana, es T==0 y basta ealeular & n. Si cs
simétrica respecto del eje y, basta ealeular 3 puesto que & =0,
Si la eurva es cerrada, con eentro de simetria, éste es el baricentro.

Dado un recinto K en cl plano xy si d es la densidad (%) va-
riable en eada punto, (es deeir, ln masa por unidad de drea) el
momento total respeete de dos planos =&, y=m, o lo que cs lo
mismo ,respecto de estas rectas sitnadas en el plano &y, es respec-
tivamente:

{8z —Ela=0 fd(y -7m)dea=0

(*) Este concepto ge wensidad en wn punio no se puede definir elara-
mente gino de modo anfilogo a como se ha definido la veloeidad en un meo-
mento, la carga es un punto, cte., mediante la derivade. Pero tratindose de
dos o mhs variables hay que estudiar previnmoento las funciones de recinto.



MOMENTOS Y CENTROS DE GRAVEDAD 343

condiciones que determinan las eoordenadas &, n:
Jo.x.da o y.de

S T Tside " isde

En particular, si & es constante, puede suprimirse eomo factor
comin ¥ resultan
jxr.de

A

do

siendo o1 el drea total del reeinto.

Siendo do — dx.dy, estas integrales pueden caleularse por dos
integraciones suecsivas, pero también pucden expresarse, desde lue-
o, por integrales simples:

|3 el
E—= (/) faly,—y)de m=— (1/4) fy(z, —=z,)dy

Nora, — St el rocinto es un trozo de superficio curva, 7= f(x, ¥ Ins
formulas son las mismag, pero In diferencial de Area da no es de.dy sino
g — vy . dy: coaus,

Fn particular, es importante el easo en gue lo superficio ce esfirien, I'ara
ella la normal o= ol radio ¥ cozsns = /K. Por tanto:

(R fodeody — R0

-
-
es decir: lo alfura del baricentro de una poreidn de superficie esférica de drea A
e igual al radio por le rosdm entre su proyecoion A, ¥y su dreg s
Asi, por ejemplo, In alturn del baricentro de Tn béveda de Vivig

¥j. 2} es:

i (N oses,
1% w B2 ol Rew
(w— 2)R2 4

Il baricentro del hemisforio superior de In esfera de eeniro 0 ¥ de radio &
tiene las coordenadas E =0, n=20, § = R/

267. — Baricentros de cuerpos.
De modo totalmenic andlogo al anterior se deduce el baricen-

tro de un euerpo de densidad & (masa por unidad de volumen: va-
riable, cuyas coordenadas E, v, §, son:

Jo.x.de fo.y.de fo.z.dt

T fo.dt T fo.de | fo.de

extendiendo las integrales a todo el cuerpo;
puede suprimirse como lactor eomin.

Notese que dr designa el elemento de volumen, que puede to-
marse cn coordenadas cartesianas o polares, segiin convenga por la
forma de la superficie,

v 51 B es constante,
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Eaemero, — En el nimero (251) hemos enleulado o) momento el octante

do esfera respecto del plano xy. Hagamos nlhora el cdleulo en coorlenadas es
féricas, y diche momento vendrd expresado por la integral triple de =.r2 cosq
que se calewls muey sencillamente y vale = B4/16.

Comparese la brevedad do este método con ¢l eartesiano seguido anterior-
nwente. No menos seneillo es usar coordenadas cilindriens,

Las eoordenadas del baricenire del octante de esfern, son por tanta:

E=n=g=% L

268. — Teoremas de Guldin.

Relacionan las dreas y volUmenes de jos cuerpos de revolucion
con la lomgitud recorrida por el centro de gravedad de la genera-
triz de la superficic o cuerpo, ¥y ticnen muy atil apliencion, dirceta
¢ inversu.

El daren de uaa superficie de revelueidn alvededor del eje =
viene expresada por

S = 2= [ yds

pero obsérvese que esta integral ¢s el momento de la linea genera-
triz respecto del eje r, es deecir, ¢l numerador que figura en la fér-
mula que determina la coordenada m del barieentro, y euyo deno-
minador es la longitud s de dicha curva, lnego § == 2.5,

Y si se considera solamente un scetor de superfieie de revolu-
cidn, es decir, si la eurva genm'n{riz. gira un areo, bastard poner
dicho arco en vez de 271, Es deeir:

Ll drea engendrada por un arco al girer alvededor de un cje

de su plano, que ne lo corta, ¢s igual u su longitud por la longilud
del arco de eircunfercncia descrito por ¢l centro de gravedad.

El voiumen engendrado por un area al girar alrededor del
eje ¥ es:
V =2r fzy.dr

donde bajo el signo integral apareeo ¢l elemento de drea y.dr por
la distancia x al eje ¥y, luego es el momento total del drea respecto
del eje y; ¥y recordando la férmula que da la ordenada del centro
de gravedad del area, esta integral resulta igual a: EdA, luego
V== A.2=E, es decir:

El volumen engendrade por un recinto gue gire alrededor de
un eje no secanle es tgual al producte del drea del recinto por lu
longitud del arco descripto por su cenfro de grovedad.
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Los teoremas de Guldin (ya sabidos de Pappo) sirven para eal-
enlar dreas v voliimenes de superficies redondas cuando se conoce el
eentro de pravedad, del arco o drea mavil. ¥ también para ealeular ol
eeniro de gravedad, cuando se conoce ¢l volumen o el drea engen-
drada,

FaeMPLo 1. — Aren del tore engendrade por Ia circunferenein de radio r,
siendo el radio do giro a,
S =2x.r.2ra==4nsar

V= ar2.8na ==2xr*a.
Compiirese la brevedad de este método con ¢l del edlonlo directo én coor-
denadas cartesianas,

Egemyro 2: Centro de gravedad de wi arco de circunferencia, - - 8i I o3
el radio ¥ 2o ln amplitud, la longitud es 2Rq, Haciéndolo girar alrededor dol
eje ¥ perpendicular al ejo x de simetria, ¢l drea de la zona engendrada es

2xR.2K sen g = 2Ra.2vE
luego
E=~FRseng/a ; n=0u

FaEmrio 3: Centro de gravedad del semicirenlo, — Por gimetria debe estar
en el rvadio perpendicular o la base a unn distuncia B de la misma; haciendo
girar ¢l gemicivenlo engendra una esfera do volumen:

haw B4 = Liw B2, 25E
de donde se despejac:
E=dl/dn

Edewrro 41 IHagamos girar el semieireulo alrededor del eje que dista a
de su base, Aplicande de nueve el teorema de Gulilin, el volumen engendrado vale:
Vo= tawR2 20 2 E) = m2 R2(a = 48/37)

segin goe el eje esté situado del lado de la coneavidad o de la convexidad.

He aqui, pues, ealeulado el volumen e las dos poreiones externn e interna
del toro; su suma’ coineide naturalmente eon la expresién 2«2 R2a arriba ob-
tenida para el volumen del toro.

EIErcic1o:

Caledlese andlogumente el centro de gravedad de la semicireunferencia y
apliquese a la determinacién del frea de eadn una de las dos regioncs convexa
¥ ebnenva del toro.

269. — Momentos de inercia.

Momento de inercie (o de scgundo orden) de una masa aisla-
da m respeeto de un eje es ¢l producto de m por el enadrado de su
distancia al eje, ¢s deeir: I — mp®,

Tales momentos se Haman aridies. v si p es la distaneia a un
punto o a un plano, el momento se Hama pelar o plano, respeetiva-
mente.

Si la masa es un hilo, superficie o volumen, las expresiones del
momento de inercia se definen eomo limites de sumas de los momen-
tos de sus elementos, es deeir, por integrales.
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51 1o masa es plana, resultan estas redueciones:

Momentas polares son los momentos de inereia respecto de ejes
perpendiculares al plano o, lo gue es lo mismo, respecto de puntos
del plano.

Momentos ariales son los momentos respecto de planos perpen-
diculares al dado, o lo que es lo mismo, respeeto de ejes situados en
¢l plano.

El momento respecto de un punte 0 lo designaremos I, ¥ res-
pecto de un eje y lo designaremos I. puesto que en él figuran las
distancias .

Si el momento polar o axial de nua masa plana M es 7, se lla-
nma radio de giro al segmento p que eumple la eondicién

I =2Mp* esdecir: p=~/I/M

Representa, pues, ¢l rdadio de gire fa dislancie del centro o del
eje o que debe colocurse la mase concentrada M para oblener un mo-
mento igual al de toda la masa superficial. Obsérvese (239) que na
es sino la media cuadritica de todos los radios u ordenadas del re-
cinto, segiin sea el momento polar o axial.

Si, como supondremos en lo sucesivo la masa es uniforme, es
decir, proporcional al area, se puede sustituir en las férmulas, masa
por drea, tomando como unidad de masa la masa de la unidad
de direa.

Lias relaciones fundamentales 4 que satisfacen los momentos de
inercia de las masas planas, o areas, son éstas:

Hi momento polar respecto de 0 es la suma de los momenlos
axiales respecto de los ejes x, y.

En efecto, siendo ¥ = x* - y*, integrando resulta: I, = 1. 4 I,.

El momento de fnercia respecto de cualquier eje es igual al mo-
mento respeclo del eje paralelo trozado por el cenlro de gravedad
mds el producto do le masa (o del drea) por el cuadrado de la dis-
tancia enlre ambos ejes.

En efeeto, si adoptamos el bariceniro como ovigen, y el eje
dado es el & = d tenemos:

(== d)? o= g — 2dx 4 d*

e integrando sobre la superficie resultan ires integrales.

De estas tres integrales la segunda es el momento estitico res-
peeto del cje ¥ que pasa por el barieentro, y, por tanto, es nula.
Queda, por consiguicente:

Iy= 1,3+ Ad?,
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Eaemrro 1. — Momento do inercin del rectfingulo de base & y altura a
respecto do su base.

Adoptada désta como eje y tomando elementos rectangulares de base b oy
alturn dy, resultn:

a
= by dy = a? b/3 = area por a2/3
0

Luego p=a/y .

EaeypPLe 2, — Idem respecto de su base medin o eje noutro.
Adoptado éste como eje x resulta:
w2
F=f by2dy=azb/12 = frea por az/12
— a2

de donde resulta: p=a/2 V 3,

Eaemrro 3, — Idem respecto de una paraleln a la base, a distancia d de)
centro. Segin lo propiedad segunda:

Id:dﬂ LA12 4 abde

v

Ean partienlar para d = Ya resulta o} ejemple

LaeMrrLo 4, — Momento polar de un anillo civeulur respecto de su difime-
tro. Sean v ¥ I los radios interno ¥ externo; tomando coronas cireulares como
elementos de drea, rosulta:

I
I,=28w ] vodr= 14w Bl —ri), p? = Lr(lr— 1) (B —2) = L (R2 4 )
r

Puesto que los momenios respecto de los didmetros  perpendiculares son
ipuales por simetria, y su suma es f, resultn:

Ie= Yo (Rt — 1)
Para ¢l cireulo, results, por ser r =10

=Wy, p=Rk/V2 |, Te=¥WxFk+ , p=1N

270. — Centros de presion.

La presién que un liquido cualquicrn ecjeree sobre unidad de superficie
sumergida es proporeional a la profundidad, os deeir, tieme por expresiom kz
adoptando como positive el sentido hacin abajo. Kl punto de aplicaeion de la
presidn resultante se llama eentro de presion y se puede calenlar como el centro
do gravedad cuando la densidad es § = k=

Hay una rolacién notable entre ¢l baricentro de un drea, su centro de
presién y el radio de giro respeeto de la traza con el plano de mivel del
liguido. Suponiendo el firea vertical, sca [ la ecoordenada del baricentro,
7 la del centro de presién y p el radio de giro.

La definicién del centro de presién implica que el momento de todas las
presiones ¢s igual al momente de ln presién total P, aplicada en el centro de
presién, es decir:

Jetdg=m feda=mni.dA
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¥ como el primer miembro es ¢l mwomento de inereia, igoal n 4p?, resulta
ng=p* (11

Kl radiv de gire de wi drea sumergida respecto de la linea de nivel de su
plane, s media proporcional entre las distancias a ¢sta del barvieentro y del
oenlvo de presidn., )

Esta relaeidn permite determinar un elemento, conocidos los otros dos ¥
subsiste aunguo ¢l plane sumergido no sea vertical, poes si forma con el ho-
rizontal fingulo @, lo presion queda multiplicada por sen g ¥ también el momento
de presioucs, luege y (eoordenada del centro de presidn en su planc) no varia
¥ tnmpoce § oni p.

EJEMPLO. — Bea una eompuerta vertical rectangular de base b =1 m. y
alture ¢ = 1,50 m., enyo borde superior csti sumergido a 2 m. de profundidad
bajo el nivel; la coordenada § del eentro de presidn viene dada por la férmula:

4,50 . 450
hztdr: § ke de
3

Cuyo vitlor sz
Yo (4,58 — 33) 1 14 (4,57 — 32) = 21,375: 5,025 = 3,50 m.

Llégueso o este mismo resultado utilizando Ja férmula [1].

LEJERCICLIOS

1. — Caleular los momentos de inerein de un eilindre cireular de radio &
¥ altura a respeeto de los ejes siguientes:
a)  IFje del eilindro.
Bolueidn: [ =14M K2 ; p-== K/y2.
b) Eje perpendicular a la direccién del cilindro, trazado por el baricentro.
Bolucién: I —= M(E2/4 4 a2/12).
e¢) Diimetro do una base.
Bolueién: [ = M(R2/4 -+ h2/3).
2.— Momento de inercia de la esfera de radio B respecto de un difmetro.
Bolueibn: I =2M R2:5 p=Rv2/5.
3—M to del toro Irado por la cireunforencin de radio r euyo
centro dista R del eje, respecto de dste,
Bolueion: = M(Rz | % r2), -
4. —Momento de inercia de una eclipse de semicjes a y b respecto del cjo
mayor.

Bolucidn: F= 1M bz p— 1ib.

5. — Entre el radio de giro p respeeto de un gje que pasa por el baricentro,
el radio de giro p, respecto de un' eje parnlelo que dista @ existe Ja relacién:
Pt = p? | d2

t.— Constriyase el radio de giro de los recintos anteriores para ejes para-
leloe o los considerados.
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INTEGRALES CURVILINEAS

271. — Definicién y calculo de integrales curvilineas.

Como para las funciones de una variable, también para las de
dos variables hay un doble problema de céileulo integral: la integral
definida entre dos puntos (a,b) (a’, b"), ¥ el problema inverso de
la derivacidn, o sea el edleulo de una funeién eonocidas sus derivadas.

. Lo mismo que alli, el primer problema se reduce al segundo,
pero la analogia no es completa, pues earece de sentido hablar de
funcidn primitiva de una sola funeién; en eambio se dird que n es
funcién primitive o funcidn pofencial del par de fuuciones p(z, ¥),
g, ), euando es wW.=p , U, =gq. ; ;

Si el par p, g ndmite-funciones primitivas, la diferencia de &s-
tas es eonstante, pues siendo nulas sus derivadas parciales, debe ser
independiente de z y de y, es decir, vonstante.

En la leceién préxima estudiaremos el caso en que hay funecién
primitiva, ¥y en ésta vamos a estudiar las integrales definidas.

Qué significado puede atribuirse a los simbolos:

(a’ b*) (a', B') I

S plzyyde , f plx,y)dy

(e, B) (a, b)
siendo p(x,y) una funcién de dos varinbles (z,y)% Serd preciso
saber eudl es el eamino seguido para pasar del punto inieial (a, b) al
(a’, ') ; ¥ dwda esa eurva:

e=ux(t) , y=uy(l)

a lo largo de la eual debe efeeluarse la infegraciom, siendo f, el
valor de t gue corresponde al punto inieial (e, b) ¥ ¢ el punto
final (a’, %) ambas integrales tienen su significado perfectamente

claro, pues se reducen a integrales de una y ay
sola variable £, La primera se transforma %
asi: ﬂ,b
Fig
S ople(t), y()) & (t)dt
b
X

¥ andloganmente la segunda. k&'/

En efecto, tales integrales existen seguramente (v, nam. 3 de Complemen.
tos) si suponemos p v ¢ funciones continuas, y ademéis que sean continuas las
derivadus x'(1), ¥'(1), salvo a lo sumo on nimern finito de puntos. Tales arcos
de curva formades por nimero finito de arcos, provistos de tangente confinua,
suclen lamarse regulares, ¥ a ellos nos referimos en todo esto eapitulo.



4560 INTEGRALES OURVILINEAS

Si el eamino de integracion de ¢, a ¢ se deseompone en varios,
por ejemplo, de {, a t,, de t, a t,, de {, a t', siendo {, < &, < i, < ¥,
la integral desde f;, a ¢’ es la suma de las integrales desde £, a t,,
desde 1, a {,, desde ¢, a .

In particular, la integral a lo largo de un contorno cerrado se
puede ealeular como suma de las integrales a lo largo de diversos
arcos abiertos en que éste se descomponga, o bien por una sola in-
tegral de £, a # 51 f, y 17 son los valores del pardmetro que determi-
nan el punto inicial ¥ el final de la curva, siendo ambos coincidentes.

Si se cambia el sentido de la integraciéon sobre un camino abier-
to o cerrado, hay que permutar los extremos g, 1*, luego la integral
cambia de signo,

31 la integral a lo largo de¢ un caming eervado es nula, y AB son
dog puntos del mismo, las dos integrales a lo largo de los dos cami-

¥ nos A} son iguales; pues siendo:
F 4§ =0 .. f =F
C ACB BDA ACB ADB

= B Eirmpro 1. — Caleulemos fy.da a
lo largo de la elipse de semiojes a y b
A situndos en los ejes coordenados, recorri-
D da en sentido positivo.
Las ecuaciones paramétricas de la
O X elipse 8on:

r=ua,co08t , y=>b.sent

desdo ¢t = 0 guo da el vértiee de la derecha, hasta ¢ = 2= que vuclve a dar el
migmo, degpués de reeorrida en sentido positive; la integral se transforma asi:

fy.de= jb.sent{—a.sen {)dt = —ab [=enz t.dt
.

¥ vomo o funcién primitiva Jde sen® ¢ es 14!t — 34 sen 2f, limitada entre a y Zx
resulta el valor de la integral: — wab.

Nora. — Todas las integrales de funciones irracionales euadriticas caleu-
ladas en el ecapitule V, son integrales curvilinens a lo largo de cireunferen-
cias, y ¢l cambio de variables que se hizo para efectuar Jas integraciones no
es sino la expresién paramétriea de la respeetiva eivennferencia.

Sea, por ejemplo:

fvl—rxtda=fy.dz
poniendo
y= \fi‘.—xﬂ T o osear zr4pr=1
el cambio deo variables:
z=rcost #=sent

o8 just te lo exy i parnmétrica Jde la circunferenecia
Lo mismo acontece en cualquier otra, par ejemplo,
fa VI —z2—25.da
que cs una integral curvilinea sobre la eircunferencin: a2 |yt 22 =1,
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272. — Areas y momentos por integrales curvilineas.

Hemos ohservado que ¥ .dz o lo largo Jde una elipse nos ha dado el drea;
en general: si ln funeién Pz, ») se reduce a y, tomemos a lo largo de cunl-
quicr curvn corrada € compuesta de dos arcos uniformes:

gude={ Ly gl de = —s (1

siemde 8 el drea del recinto; y esto se generaliza faeilmente, aungue el contorno
sen miis compliendo.
Anfilogamente, thmando lu integral curvilinea respecto de y:

[
fardy = f (& —x,)dy =8 [2]
1 [l a
-
A ¥ sumundo wmbas resulta dstac
! 8§ =1 Jady — ydzx (3]
¢
Nota, — La diferencinl en esta for-
mutl [3] es el clemento de drea en coorde-
N nndas pedares, pues haciendo:
(& Fz==reosl! , y—reent
resulta .
.oy — y.ode = vr.eop H{r.eoet 4~ sendoddy) — . sen f(cost.ds —sen f.dE) ==

=2, dt

Aundloganmente, los momentos do primero ¥ segondo orden del drea 8 rea-
pecta de los cjes, vienen dados por las integrales curvilineas:

b
fytdr=J[n? wdx=—2M,
i P

4
fx2dy = f[r?—x")dy=2M,
o

[
Jwde=j[ys—y]de=—31,
[ a

a
Jasdy=ji ai ] d = 31y
o o

ITe woid o demostrecion goneral, sinorecarric o los integrales dobl COIHT
eacle hin o P un trapezoide sobree (o, 6) el momento respesto del eje g es:
L T 1
J ooy e ————— --—-f;:n-l-l.dy
n 1 F |

Al restar lus dos expresiones parn Jos dos trapesoides eova difercnein es
el recinto, se reduce el términe integrado, comin a ambas y queds ln integral
curvilinea de zetr | dy dividida por n 4+ 1.
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273. — Integrales curvilineas de funciones de tres variables.

Dado un areo de -~urva alabeada cntre los puntos (a,b,c¢) ¥
(@, b’ ¢") ¥ una funeion p(x, ¥, z) sobre elln, se define anilogamen-
te la integral respeeto de x a lo largo del areo. Basta, en efecto, ex-
presar z, ¥, 2, como funciones Jde un parimetro t y si los valores de ¢
que corresponden a los extremos son {, y ¢ vesulta:

fa" b ") o
F ooy, 2)de e fp [2(8), y(l),2(8) ] 2 (L) .dE
{a B o) by

En muchos problemas de Fisica y Meednica, donde los elemen-

tos fisicos veetoriales se descomponen scglin sus componentes, apa-
recen integrales eurvilineas:

Sp(zy)de - q(x, y)dy = [ ple.y)de 4 f gz, y)dy.
Aar Adr A4’
¥ en los problemas iridimensionales aparecen, andlogamente, las
del tipo:
Sp(e . 2yde 4 qla, y.2)dy 41z, 4, 2)dz
a4 -
mienfras que las integrales monomias, sean de dos o tres variaoles,
carecen de interés. La razém es obvia: si (p,q.r) son las compo-
nentes de un eampo veetorial, cadn una carece de sentido geomd-
trico o [isico, ¥ cambia al adoptar nuevos cjes coordenados; mien-
tras que el producto escalar p.di -+ g.dy - r.dz tiene signifieado
intrinseeo, independiente de la lerna adopiada, Asi, p. ej., si los
veetores representan fuerzas, la integral trinomia signifiea el tra-
bajo de esa fuerza wvariable al recorrer su punto de aplicacion el
arco AA’; nimero invariante respeeto de todos los cambios de coor-
denadas.

Lo mismo que en las integrales ordinarias, sobre un intervalo, eabe eon-
siderar integrales curvilineas indefinidas, ea decir, integrales sobre un arco AP
de extremo P variable, pero aqui surge el interrogante de cuiil sea el camino
elegido para la integracién, cueetién que serd resuelta en la leceidn siguiente;
¥ ndemfis serdi preciso distinguir el caso de recinto simplemenie conero, o de

<ontorno finico, y el de reeinto multiplemente conexo. Vamos a estudiar ambas
cuestiones que tienen primordial interés en las aplicaciones fisicas.

EJERCICIOS

1. — Si cambia el signo do un término en [3], la integral es nula, cual-
quiera que sea el cireuito C.

2, — ;Qué sucede si ¢l integrando [3] se divide por x2?
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274. — Caso en que existe un potencial.

Dado un par de funciones p(z, ¥),q(x, ¥} (o, lo que es equi-
valente, un campo vectorial plano) veamos la intima relacion exis-
tente entre el valor de la integral:
> S p(z y)dz + q(z, v)dy
v la existencia de funeién primitiva o potencial del par p(x y),
q(x,y); relacion completamente andloga a la eldsica f6rmula de
Barrow,.

Cunando estas funciones p ¥ q son las derivadas parciales se-
glin x e y respectivamente de una misma funeién w(r,y), désta se
Hama funcidn potencial de p v g. no debiendo confundirse con el
potencial fisico, que es — u(x, y).

Cuando  existe esta funeidn potencial u  tal que pe='z;
q == u', la integral ecurvilinea se transforma asi:

(n' &) (a'b')
J wede +wydy = f dulz,y) =u(a,b’) —ula,d).
(o by {ab)

s decir: Si existe funcidn polencial uniforme, la integral cur-
vilinea entre dos punivs no depende dcl camino seguido en la in-
{egracion 1 su valer es la diferencia de polencial en ambos puntos
extremos, Lo inlegral es nula en toda curva cerrada,

Refiriéndonos a recintos simplemente conexos (120) se verifica:

Reciprocamente: St son nulas las integrales a lo largo de todos
los contornos rectangulares confenidos en un recinto, cuyos lados
son paralelos a los ejes, existe funcion poteneial, es decir: pdr - g dy
es una diferencial exacta,

Definamos la funeién siguiente:

(z, v} . .
v(z, y)-{fg(:v,y)dx-i—q(z,y Jdy [1)

extendiendo la integral hasta el punto variable (z, ¥) siguiendo una
quebrada cualquiera de lados paralelos a los ejes, contenida en el
recinto. En virtud de la hipétesis, el valor de la integral es el mis-
mo para todas esas quebradas, pues de una se pasa a otra sustitu-
yendo respectivamente dos lados consecutivos de un reetingulo por
los otros dos; luego define una funeién uniforme wu(x, y).
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Para derivar respeeto de z hay que conservar fijo ¥, es deeir,
prolongar la quebrada desde (z,y) paralelamente al eje x, luego re-
W sulta nula la 2.0 integral ¥ la 1.* es la
primitiva de p, luego v’ = p; aniloga-
mente, pura derivar respecto de y se
prolonga la quebrada paralelamente al
eje y, resultando ', = gq. La funecion
formada v(x,¥y) es, pues, una funeién
poteneial. -

O

NoTa. — Obsérvese que no es precise exigir la anulacién de la integral
en toda eurva cerrnda; basta que sea nula en todos los éontornos reetangulures
de lados paralelos a los ejes ¥ contenidos en un cierto recinto, para que exista

funeién potencial ¥, por consiguicente, Ia integral =erft nula en toda curva cerrada
contenida en el mismo.

275. — Criterio para la exist de potencial

La condicidn necesuria y suficiente para que las funcioncs p y q
dus veces derivables, definidas en uwn recinlo simplemente conexo,
admilan wn potencial uniforme, es que sean idénticas las derivadasy
cruzidas

Py—24"s (2]

1.* 8i existe el potencial u, derivando p respeeto de y resulta
w”., v derivando ¢ respecto de x resulta: u”.,; y ambos resulta-
dos son iguales, segin demostramos en (209) si estas devivadas son
eontinuas.

2 Supongamos, reciprocamente,
que la condicion [2] se cumple en un
cierto recinto simplemente conexo.

Fyrmemos la integral eurvilinea [1}
de la expresibn p.dx -4 q.dy desde un
punto fijo («.d) a un punto variable
i (i, ) siguiendo el camino mds simple,

formado por paralelas a los ojes,

v(z,¥) = § pla, b)dz + g"q(m, y)dy 3]

S

esta os una funeidn de © ¢ y puesto que a eada par (x,y) corres-
ponde un solo valor de la integral, ya que hemos fijado el eamino.
La derivada respeeto de y es inmediata, lo mismo que en el pa-
rrafo anterior, puesto que la primera integral no depende de ¥, ¥ la
segunda tiene por derivada q(z,y), es deeir:v’y == q(x, ¥).
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Recordando la regla para derivar bajo el signo integral:
¥ 14
V= pia, b) +§ q'al, y)dy — plz, b) + .fbp's(_w, yydy =

=plab) 4 [plz,y) —pla,b) | =p(s, )

Resulta, pues, que la funeién v (x, ) definida por la integral [3]
suma de dos integrales simples, es una funcidn petencial de p ¥ q.
Cualgnier otra funeidén potencial tendri la misma derivada respecto
de & ¢ y; por tante difiere de » (2, ¥) en una constante, Es deeir: la
funcidn potencial mis general del par p, g es: w-—=v{r, y) + C.

51 no se pueden unir los dos puntos (a2, b) ¥ (x,¥) per una que-
brada de dos lados eontenida en el reeinto se toma de varios lados ¥
la eonclusidén subsiste.

NoTA. == A este mismo resultade se llega integrando el sistema:

We=p , Wy=4q
pucs de la segunda resulta:

¥
== [ q{w, y)dy |- a(z)
b

siendo @z} una funcién arbitratia de ¢ que no conticne la y; derivando res-
peeto de x y sustituyenido w'y = p, resulta la nucva condieldu:

v
P, y) = fae (2 y)dy -+ o' (F)
[
¥ sustituyendo @'z = p'y, resulta:
v
p(x, ) = P (Y)Y 4 @ (7)) = p(@ ) —pa,b) o (%)
b
de donde:

=
al(x) = fpix, by ox | O
@

wiz) =p(xb)

¥ obtenemos el mismo resultado. lste método sucle convenir m la priectica.
Eseurio. — Colenlemos la integral eurvilinea
(1,2)
S (3atty)da + (z—dy)dy.
{0, 0}
Primur método: Puesto que p'y=q¢'; =1, hay furcién potencial y Ia
podemos caleular asi:
(x,0) (= w)
u(my) =§ +J§ =av-ay—2y:

(0, 0) (x 0}
i1, 2}
lwego:  § = w(1,2) —-u{®,0) = —5.
(0, 0)
Segundo método: u = xy — 2y? | alz)

w(x) =8x2 4 y—y
a (x) =as 4 C.
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276. — Integrales curvilineas completas de tres variables.
Clon freeuencia se presentan en Fisiea ¥ en Meciniea integra-
les de esta forma:
o’ ety
I plxr,y 2 de 4 qglo.y, 2)dy - rix, y 2)dz.
(a, b, e
Sioexiste fnneidn potencial w, 1al que:

p=at'y; g=1",; r=—u;

Ia integral curvilinea se redoce a:

a!, U, &) a', b, o')
i -y dy = i de = f dit = (e, W, e’y —u(a, b, e)
{a, b, e (a, b, e)

es decir: Siocriste potencied wunifornee, el valor de la integral curvili-
nea o depende del camino seguido prera pasar del punto {a, b, c)
al (a’, V', ¢") y su valor es la diferencia de potencial en ambos pun-
tos. La integral es nula en {oda curva cerrada.

Suponiendo st plemente coneans los recintos considerados, se
verifien : )

Reciprocamente: Si son nulas los inlegrales o lo largo de todos
los contornos paralelepipidicos conlenidos en un recinto, cuyos
lados son paralelos o los ejes, cxisle funcign potencial; es decir,
poide gody - rodz es ana diferencind esncfa.

Definamos la funeién signiente:

(o 2)
via, y,2) = f plz.y,2)ds 4 gz y,2)dy 4-7(x5, ¥, 2)dz
{a, b, £}
signiendo como ecamino una guebrada cualguiera de lados paralelos
a los ejes, contenida en el reeinto; repitiendo el razonamiento he-
cho para dos variables, resulta:
e=1p , vym=qg , =7

es decir, la funeitn + es poteneial de 5., q, v

277. — Criterio para la existencia de potencial.

mo en (275), la iguaildad de derivadas cruzadas caracteriza

Ia existencia de potencial en los recintos simplemente conexos,
Las condiciones necesarias y suficientes para gue exista fun-

cion potencial uniforme de p, g, v, son:

Pr==g'z; Pi=mt'; 1, =¢q,. 1]
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1.° Desde luego deben verificarse estas igualdades si existe u;
pues entonees: Py — w’yy, . = u”,., v anilogamente las otras.
2.° Reciprocamente: si se verifican las condiciones anterio-
res [1] formemos la funecidén siguiente:
(x, v, 2)
v(x, Y, 2) _(.f bp)(xt Y. z)dx - a(z, Y, z)dy +ri=y, z)dz
a, &y e,

eligiendo como camine de integracién la quebrada de lados parale-
los a los ejes, tenemos a v(z, ¥, z) expresada por tres integrales or-
dinarias:

(2 2) = § P(3 b, 0)da 4 § 42, , YAy + § (2, 2)de (2}
I3 b 8

v recordando la regla de derivacién bajo el signo integral:

v #
v = pla, b, ¢) + f @z y, 0)dy 4 f e (2, 9, 2)dz =
¥ b 8

L [
—=p(xb,c) + ooy, e)dy - f p'e(a,y,2) dz —
b e

= p(x,b,¢) + p(z,%,¢) — p(z,be) + p(z,¥,2) — p(2,¥9,€) ==
_p(:.'!1!z)

L ”
Uy =g, y, ¢} + f (o, ¥, 2)dz = q(x, ¥, ¢} + [ ¢"s(2, y, 2)dz =

= q{z, ¥,¢) -+ q(x, 9. 2) — q(, ¥, ¢) = q(=z, ¥,2).
vy =1r(x,Y,2).

Esta tltima resulta inmediatamente, pues solo la tercera inte-
gral depende de 2.

Hemos obtenido, pues, una funcién potencial v(x, y,2z) y cual-
quier otra difiere de ella en una constante:

u=v(xr,y 2)+ C.
NoTa. — 8i ¢l recinto no es convexo, =¢ clige una poligonal de lados para-

lelos a los ejes, como ya ec hizo en casos anteriores; y fijada dsta, resulta uni-
forme la funcién u(x,y, ).
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NOTAS

Caso de recinto multiplemente conexo.

Tanto en el plano, como en ¢l espacio, interesa considerar este CaSo, que
modifiepn las conclusiones anterijores,

Consideremos, p. e, el caso: p=—y:(zz { ¥2), h=x:(z% 4 ¥?),

Las derivadas cruzadas son igunles, y existe potencial no uniforme:
arc tgy y/z; si se consideran ecirenitos que no rodean al origen, el potencial es
uniforme en ellos, y la integral nula; pero si el cirenito da n vueltas alrededor
de 0, la integral vale 2nzx.

La integral desdo 4 a P toma valores distintos segan el tipo de arco, y
esos valores difieren en miltiplo de 2x.

Como on este ejemplo se verifica en todo recinto doblemente comexo, donde
lug valores de In integral difieren en miltiplos de un ndmere, llamado mdédulo
de periodicidad; hay dos médulos si la conexién es triple, ete.

Aplicacién a la Aerotécnion.

Justamente €l caso de recinto dobl to es el que se presenta en
la teorin de la sustentucién del ala de avidn. ;

Bi (p,g) es el vector velocidad de cadn particula de aire respecto del ala,
la integral:
=y p.de 4 q.dy

sobre un circuito alrededor del perfil se llama eirculascin. Su valor depende do
"la forman del perfil, ¥ en virtud del teorcma fundamental de Kutta y Jou-
kowski, la sustentacién del aln es igual al producto de la circulacién, por la
densidad del fliido, por la velosidad del nvién, (V. nuestra obra: 4plicaciones
fisicas y técnicas de las funciones de variable compleja. Buenos Aires, 1938).

Apliosacitn a la Termodindmion

Bi un gas perfecto pv = Rt pasa del estado (v,p) al (v-+ Av, p+ AP)
el ineremento de energia AQ se compone de dos partes:

Fijado v, es AQ = o.At siendo o €l calor especifico & volumen constanie, y
expresado mediante v es At = ¥'5.Ap— v.Ap/E.

Fijada p es AQ = C.At giondo C el calor especifico a presidn oconstante;
¥ e8 puede sustituir At = t'v.Av = p.Av/R.

El incremento de energia a lo large de un camino prefijado, es, por tanto:
Q@ = (1/B) fo.v.dp 4 C.p.dv
tEas Q funcién de p,v; es decir, en cada estado del gas tiene Q valor in-
dependiente del camino seguido para llegar a 617 Asi se crefa, al admitir la
indestructibilidad del calor. Pero como las derivadas cruzadas son ¢ ¥y €, ¥ es
¢z C, no acontece asi.

Veremos (302) cémo la expresin ev.dp 4 Cp.dv se transforma en dife-
remcial exacta, dando origen al concepto de eniropia.
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TRANSFORMACION DE INTEGRALES MULTIPLES EN CURVILINEAS

278. — Féormula de Riemann. i
Consideremos un reeinto £ euyo contorno esti formado por
dos arcos uniformes AB; y caleulemos la siguiente integral doble:

b Vg b
I‘{p'y(:c,y)dx dy —{ﬁz{p'y(x, y)dy == [ [p(x,y,) —p(z, 9,)] dx.

Ahora bien: la suma de estas dos integrales no es, segiin la de-
finieién, sino la integral curvilinea de la funcién p(z,¥) tomada en
€l areo superior AR y después en el arco inferior BA.

Por tanto, si adoptamos como sentido positive en el contorno el
que deja el recinto a la izquierda, resulta:

J Igp’v(z, y).drdy — — {p(x, y).dr 1]
formula que transforma una integral do-
ble en una integral curvilinea, y
EueMPLO, — Si tomamos la funcién
Pz, y) =y
tenemos ;

J‘Ej a’x.dngMaS:——ny!i& o) ﬂ‘ 5 b

Anidlogamente; caleculemos esta integral doble:

_I'E_fq',(:z:, dexdy—fdyftI's(% y)dz—
o &

& d [
—‘Idy [g(ze ¥) —a(z,¥)] = fqle, ¥ dy—J;q(xny)dy

¥ como, segln la definici6én de integrales curvilineas, estas dos in-
tegrales componen la integral curvilinea de la funeién g(z, ¥} a
lo largo del contorne cerrado en sentido positivo, resulta:

Iﬁfq'.(x,y)dmdy—‘gq(z,y)dy [2]
Reuniendo en una ambas igualdades [1] y [2] obtenemos la

férmula : _
.fg(q’-—p’u)dmdy-gpdrﬁ*qdy-
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Namada de Stokes o de Riemann, que transforma una integral curvili-
nea en integral doble o vieeversa, y de ella se deducen nuevamente
ttados ya obtenidos. Asi, por ejemplo, resulta una nue-

alosunos e
vi demostracion muy sencilla y brive, del teorema fundamental de
las integrales eurvilineas: La condicidn necesaria y suficienie parn
qite le entegral curvilinea sea nuwla en lodo circuilo ex la igualdad
de devivadas cruzadas. '

Siopoy g son los componentes de un veetor (p, ¢) ¢l nimevs
' == 'y e apavece en la integral se lama curt o rotor del veetlor.

La condicion g’ === p’, equivale, pues, a dsta: Rot W =10,

flemostractin det criterio de las derivadas cruzadas, — Que la igunldad
Py =y’ implicn o sanulaeién de la integral 3], salta n la vista., Reciproen-
mente, sioestn integral es nuln sobro tods contorno reetangular, el rotor debe
ser nulo en toldo punto, si se suponen continwas law derivadas. 1Pnes i en un
punta vale @ ™= 0, enun entorno rectangular es > l4a; ¥ por tanto es positiva

Inintegral [3] en este rectfingule, contra la Wipotesis, A igual contradic
s Nega suponiendo el rotor negativo.

279, — Integrales sobre una superficie. .

Una generalizacion inmediata de la integral de dos variables
sobre una curva, es la integral de una funeién de tres variables so-
bre una superficie.

Como sobre la superficie no cs z independiente, sino que de-
pende de @y, st sustituimos su expresion: 2 — f(z, ¥), resulta una
integral doble ordinaria:

file(a‘-,y,z)da:m — kfpi_w,y,f(x,y)] de dy

que caleularemos por dos integraciones sucesivas.

Andlogamente se definen las integrales dobles sobre R de yz y
de zx.

Si se trata de una superficie cerrada S, eonvendremos en re-
presentar por el simbolo:

S Sp(z g, zidedy
la difereneia: 8

! gmx, we)dedy — [ J;_;u(x, s 2, ) d dyy

entre las dos integrales dobles sobre el casquete superior y ¢l cas-
guete inferior, .

NoTa. — Kste convenio esti justificado por analogin con lns integrales eur-
vilinens; ¥ también se lega a él partiendo de estn otra definicién:

. Ip(Ey,e) .y - do

donde v representn el tercer coseno direetor de la mormal exterior en cnda
punto {xr,y, 2} de la superficie, concepto impurtante en Fisica.

En el casquete superior el eoseno es positive; en el inferior es negativo;
¥ reaulta la misma definicién anterior.
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280. — Férmula de Gauss o de Ostrogradski.

Considerada una superficie convexa corrada 8, v definida en
une pando o faneidon £ (e, o
tude el volumen Vo

ecalondemes ta integral triple sobre

§F femysidedyde = § [0y a0 — a2 dedy =
v S
=J Jlle y, )dody
s

La inteoral de volumen ha quoedado asi redueida o una inte-
gral de superficie.

Aplieando esto a tres funeiones:

Bz, o mies i, Elaan ) |1t

obtenemos la tormula -

SIS 4-wy -+ Todrdyds =
25

= f [edy.dzf.d zode 4 Code dy
&5

Hamada de Gauss o también de Ostrogradski,

LEn o leecidn proxima estudiaremos ol importante signifieado
veetorial de esta feaaldad, gue es independiente de los ejes coor-
denados,

281. — Férmula de Stokes.

Consideremoes un easquete 8 de superticie 2 == (e, y) enyvo eon-
torno €7 <0 proveeta en ol plane oy seotn el contorne o del recinto
plano 2 proyeceion del easguete, Dar tres funeiones

(g z), minpz) Gl yoz)
sobre ol casquete 8 s dar tres fun-
ciones de oy osobre K, por se

z=f(w.y}) ¥ la integral sobre el
condorno € de la terna [1]

[Ede - ndy--Ldz

s vediee aouna inteeral sobre e,

sustituvendo d: — .. do == 2", dy, v oasi resulta la integral curyi-
linea de dos variables:

Fde+ndy + 0 de - 27, dy) =
— f (5 C2a)de + (4 + C2)dy
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para aplicar la férmula de Riemann calenlavemos la diferencia de
derivadas ervuzadas:
M +0:ee L%y + ey Toafazhy) —
S (E(ll' —l—E': 2y +-C2 e 2 + &2y 2) =
= (M= — L)} 2% - (T - B2 2% - (e — B

Siomultiplicamoes por do.dy, podemos suslituir, segin la defini-
eidn {(253) de clemento de superlicie:
Fodr.dy = — wic

2Zyde.dy — — Bdo

du dy =— yido
v resulta:
S Edo - wdy | gdz —

= f e (B — T B+ (s —E)y) do
5

que ¢s la fdrmula de Stokes, cuyo hondo signifieado aparecerd a)
interpretarla veetorialmente en la préxima leecidn, Por ahora ex-
presa simplemente que foda integral simple sobre un contorno ala-
beado C que Hmila un casquete se puede expresar como una inle-
gral deble sebre este casquete.

Como aplicacién inmediata resulta el importante teorema demostrado en
(276, 277): La econdicién necesaria ¥ suficicnte para que la integral a lo largo
de todo circuito sea nule, es la ignaldad de las devivadas crucadas.

Que tal condicidn es suficiente salta n In vista en ln férmula de Stokes;
para ver que ¢s necesarin, basta suponer por ¢l absurdo, que en un punte no
se anula el rotor, llegfindose a una contradieciton, de modo andlogo al de (278).

EJERCLCIOS

1. — Demostrar ¢l teorema fundamental que acabamos de enunciar.

2. — Relacionar ln férmula Jde Stokes con la de Riemann relativa a loa
campos vectorinles planos (278).
3. — Interpretar la firmula de Stokes para el eampo veetorial:

E=-—¥% , n=x , L=F(z)
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INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES

282. — Integral curvilinea de un campo vectorial.

Consecuentes con la notacién convenida, las letras mintseulas
designan ntimeros y las mayiisculas puntos y vectores.

Se dice que forman un campo vectorial los vectores euyas com-
ponentes (E, 1, §) son funeiones de (x,y,z). Es deeir: cada punto
de un cierto recinto es origen de un veetor del eampo.

Si eonsideramos un arco de curva A B, tenemos un vector del
eampo aplicado en eada punto de arco. La integral

f  Edz+ mdy+Ldz (1]
AB

estudiada en las leceiones 64 y 65, tiene un valor numérico bien de-
terminado como. suma de las tres integrales de sus tres términos,
eada una de las cuales se puede caleular segGin se ha explieado
en (271). *

Ahora puede darse una notfa-
cidn mis sintética, observando que
la expresion E.dx + n.dy 4+ C.dz
es ¢l produeto escalar de W por
dP{dx, dy, dz), luego podemos re-
presentar [1] brevemente asi:

f W.dp [21
AB
v se llama integral del vector W a lo largo de la curva A B.

El signifieado més importante se obtiene enando el vector re-
presenta una fuerza: el producto W.dP es el trabajo elemental co-
rrespondiente al camino ds y el limite de la suma de trabajos ele-
mentales, o sea la integral [2] se llama {rabajo de la fuerza a lo
largo del camino A B.

Si W es una velocidad, [2] se llama eirculacidn a lo largo del
arco AB,

283. — Lineas de fuerza de un campo vectorial.
Se llaman lineas de fuerza de un campo vectorial las envolven-

tes de estos vectores ,de modo tal que el vector correspondiente a ca-
da punto de una curva es tangente a ella. La condicién que deben
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cumplir las ecuaciones y == f(x) de las lineas de fuerza en el plano,
debe ser por tanto

@y N, ¥)

da - gl y)

que es una ecuacion diterencial de primer order: de ollas nos ocu-
paremos mis adelante,

En el easo de tres variables las lineas de fuerza satistacen a las
condiciones :

(3] o %

nix, i, ; . Clax, . 2)

que expresan gque el veetor correspondiente a cada punto es tan-
gente a la linea de fuerza gue pasa por &

FEn el eap, XII veremos eomo se resuelve este sistema de eena-
ciones difereneiales que determina las lineas de fuerza.

Las lineas de fuerza que pasan por los diversos puntos de una
curva cualquicra forman una superficie de fuerzas; si aquella eurva
es cerrada, esta superficie se lama tube de fuerzas; las lineas de
fuerza que forman el tubo no se eortan entre si,

Si todos los veetores son paralelos, las lineas de fuerza son ree-
tas y los tubos de fuerzas son cilindros. Tal sucede, en partieular si
¢l eampo es uniforme es deeir, fodos sus veetores iguales,

284. — Caso en que existe una funcién potencial.

Todo lo expuesto es vilido para cualquier campo vectorial, pe-
ro el caso mis importante se presenia cuando existe funeidn po-
tencial u, tal que

wy=585 |, wy,=n , w.==0 [4]
es deeir:
W = Du = Grad wu.

Las superficies de nivel w(x, y,2) = k se Nlaman entonees eqiti-
potenciales; los eosenos directores del plano tangente en eada punto
son proporcionales a las derivadas de u, es deecir, proporeionales a
E, 0, §; y como cstas componentes son proporcionailes a los cosenos
directores del vector que tiene su origen en dicho punte, resulta:

Cada vectar del campo es wnormal a la superficie equipotencial
que pasq por si origen.

Por tanto: las lincas de fuerza cortan mrogmmlmmrc a las su-
perficies equipotenciales. -
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Reeiprocamente, esta eondieidn de ortogonalidad viene expresa-
da por las ecuaciones [3] luego earacteriza completamente a las li-
neas de fuerza.

Todo eampo esealar da origen por derivacién a un eampo vee-
torinl euyas componentes son [4]. Reeciproecamente un campo vee-
torial que admite poteneial i, puede dedueirse como gradiente de
cste poteneial.

Segian se ha demostrado en (274) el valor de la integral [2]
del veetor, es decir, el trabajo, es la diferencia de potencial en am-
bos extremos. Resulta asi la férmula fundamental:

B B
fGrad. u= fDu=un(B)—u(d)

A A

Como potencial fisiee v suele tomarse w con signo contrario; cs-
te convenio no altera los vesultados anteriores, pero al caleular el
trabajo de A a B vesulta v(d) —v(B), cs deeir, el trabajo es ¢l
poteneial fisico perdido al pasar de A a B, .

Seatin (2017 la derivada de woen un punto, en eunalquier diree-
cidn, se obtiene proyeetando sobre ésta el gradiente, es deeir, ol vee-
tor que tiene su origen en el puito, luego:

En cada punto la devivada de lu funcion potencial cn una di-
veceion cualguicra os ln componente del veclor correspondiente se-
giin esa direccion.

285. — Integral superficial de un campo vectorial.
Sean o, £,y los cosenos diveetores de la normal a la superficic

S en un punto; sesin la definieion (254) de elemento de superlieig,
se tienc: dx.dy = y.da; debiendo tomarse y posilive, puesto que
do, dx, dy son positives; eslo cquivale a considerar la semirrecta
normal gue forma dangulo agudo con el seinicje - 2, os decir, la se-
mirreeta normal dirigida hacia arviba. En cambio, como en la in-
tegral sobre una superficie cerrada (279) la integral relativa al eas-
quete inferior figura eon el signo -—, basta considerar y << 0, es de-
eir, la semirrecla normal dirigida hacia abajo y con este convenio
resulta :
Para toda funcidn Cla, i, 2) es:

J fC.de.dy=j§C.y.do
s

siendo vy el tercer coseno director de lu normal exterior al cuerpo li-



366 INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES

mitade por S, es decir, dirigida hacia arriba en el casquele superior
y hacia abaje en el inferior.

Apliquemos esta transformacion a la integral doble que figura
en la f5rmula de Ganss y resula:

P fEdy.dz +n.dede + C.de.dy =
—J J (a4 nB + Ly)da = fw, do

Hamando w, a la proyeceion sobre la
normal exterior del veetor W(E, n, D),
es deeir, al mddulo de W,,.

Veamos ahora el importante signili-
cado fisico de esta infegral,

286. — Flujo y divergencia. Férmula vectorial de Gauss

Dado un eampo veetorial uniforme W, si s¢ eonsidera un drea o
normal a la direccién de W, se llama flujo de W sobre o al produe-
too. W |= ow.

Si el drea s oblicua al veetor 17, » el dngulo de incidencia es
(2, W) se llama flujo al producto

w.g.cos(n, W) =g. proy. de W sobre n—=w..o

cuyo sizno depende del sentido que se adopte para la normal n. El
flujo es un escalar y su significado fisico depende de la magnitud
que represente el veetor, Sioes la veloecidad de un fluido, el flujo
es |a eantidad de éste que pasa por o en la unidad de tiempo; si re-
presenia una radiacion luminosa, calorifica, ete., el flujo es la can-
tidad de energia que pasa a través de o en Ja unidad de tiempo, ete.

Dada una superficie eurva eunalquiera ¥ un ecampo vectorial W
de componentes variables (E, 1, T) funciones de (z,y,z) el flujo
elemental correspondiente a cada elemento de superficie do es
wy.da, v el limite de la suma de {lnjos elementales se llama fluie
de W a través de la superfieie. Su expresién es, por tanto:

Flujo = f w,.do
=

Respeeto del signo se haee el convenio siguiente: el flujo sz
fiente de la superficic cerrada se considera pesitive, y ¢l enfranle
se {oma ncgiativo, es deeir, a w, le atribuimos signo 4 si la proyee-
cion de W sobre la normal estd dirigida hacia el exterior del re-
cinto, y signo — si estd dirigida hacia adentro. Esto se expresa bre-
vemente diciendo: W, es la proyeceion de W sobre la normal ex-
terior.
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Vemos. pues, que el 2° miembro de la férmula de Gauss es el
flujo del eampo (E,7,0) a traviés de Ia superficie. Veamos el 1.°
Qe Nama divergencin de un eampo veetorial W(E, n, ) 3 se re-
presenta por la abreviatura Div. W o bien por DW, al nimero:
Div. W—=DW wa &' 0y - U

Bl signiticado fisico de oste esealar se explieard después; pero
p L

con ¢l obtenemos esta oxpresion sintétiea de Ja formula de Gauss:

Flujo == § (Div. Widt = {w,.do

ex decir: Bl flujo de un campo vectorial o través de amn superficie
cervadu ¢s la integral de la divergenein exlendida a todo cl citerpo
qite limifa,

287. — Rotor. Férmula vectorial de Stokes.

También la férmula de Stokes (251 adopta una expresion sin-
tétiea e independiente de los ejes coordenados, mediante Ta miro.
duecion de este coneepto veetarial:

Rotor de un campo veetorial {5
tur: (#)

S Een unopanto es el vees

o Ea—UTe o We—EY}

et WV = (T — 1.

La formula de Stokes (2910 se expresa, por lanto, asi:

fW.dP = § (Rot W), do

Jor cireulucion de un campeo vectorial o to lergo del cantorne de
i cisquede es el ol fligje del cutor a Leards de oste cusqiete.

Las tres formaukes destacadas en reenadro constituyen el funda-
mento del Udlenlo vectorial integral,

288. — El operador simbélico de Hamilton.

Sxtrafintd al lector gque opernciones tan diversas coma son ol gradicnte
da un escalar, la divergeneia do mm veetor y el retor de un vector se designen
por notaciones tan andlogas:

T ;3 DIF g biem DL s DX

Esto responde ol significado del simbolo operador de IHamilton 13, que
so define abstractumente asi:
D= (I, Dy D)

(*)  Bun realidad pocden adepiarse las componentcs opuestas y vl earfieter
vectorinl es, por tanto, convencional, ya que su sentido no estda determinado.
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8i convenimos en considerar la derivada Dow como un producte simbélico
de Dy por la funcién u, ¥ anflogamento las otras, resulta qune el vector sim-
bélico D puede multiplicarse esealnr o vectorialmente. Si multiplicamos D por
cl esealur w (es decir, cada componente se multiplica por u) resalta ol veetor
que hemos HNamado gradiente de wu,

8i sc multiplicn esealarmente por el vector (&, n, &) resulta, recordando
Ia regla del produeto:

D.W=DW==F, {-ny+ L
eg decir, la divergencia del veetor 7.

8i se multiplien D vectorialmente por of veetor (&, 1, L) Tesulia

DXW=({&y—n: E.—L:r , " Ey)

es deeir, €] rotor del eampe T

Con el simbalo Jde Hamilton D adoptan lus férmulas antes obtenidas una
expresiin sintética, usunl en los tratados de Fisica ¥ quo interesa conocer.

Farmula del poteneind:

u = [ D
Fdrmula de Gauss:
F W dr —= [w, ide
Férmula do Stokes:
Fweads = [ (D 2 Wy, de

En realidad, este simbolo T no es ol mismo de Hamillon, PeTo 0 MUy pre-

ferible al usade por ¢, que eg el signo llamado nabla: Lvd

289. — Aplicaciones fisicas de la integracién vectorial.

a)  MmromixiMica. — El movimiento de un fliaido estd determinado por
el ecampo veetorinl (&, n, £} de las velocidades de sus diversos puntos. Fn
general, estos vectores son funeiones de (x4, =, 1), es deeir, Ia veloeidad de
Ing diversas molféenlns que pasan por eada punto varin con el tiempo; enando
In_velacidad no depende del tiempo, ol movimiento se lamn estacionario, y las
veloeidades (E, 5, £) forman un campo veeiorinl constantc,

Tl flujo a través de unn snperficie cualquiers, viene ecxpresads por la in-
tegral do Gauss
SOOI (g U dr .y .z

8i ¢l fluido cs incompresible, In cantidad que entrn on un eciorta tiempo
por una superfieio cerrada, debe ser igunl o la quo sale, es deeir, el flujo debe
ser nulo; por tanto su derivada nuln, cs deeir:

Ertqyt-te= o sea DIWF =20
Esta es la condicidn do incompresibilidad de un fluido: divergeneis mula

en eada punto.
La divergencia de la velocidad de un fliide es el eoeficiente relative de di-

latacidn, por unidad de tiempo ¥ unidad de volumen.
Cuando existe funrcidn potencinl w, las derivadas parciales de &, n, & son
las derivadas segundns de u ¥y resulta como ccuaecién de incompresibilidad:

Wer 4= wyy -+ 1 =0 o simbdliecnmente; An =10

quo es la ecuncién de Laplace.
En ¢l caso del movimiento plano, el flujo n través de una curva cerrada es

T F (€ L y)de.dy = fE.dy —y.dx

¥ la ecuacién de ineompresibilidad
82t ny=0
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%) POTENCIAL NEWTONIANO. — Es cste ¢ ojemple mils importante de
fuerzas que tienen funeién potencial.

In efecto, segin ln ley de Newtonm, la atraceién (o repulsién) de un
punto fijo sobre la unidad de masa a la distancia r, viene expresada por una
fuerza dirigida hacia el punto fijo y de intensidad:

f=—Fk/r2

Bi para abreviar nos fijumos especinlmente en el caso del plano, las com-
pouentes son:

3
E=/feosa=/[.2/r=—kr/rt = — kr(z2-}y2) 2
3
W= fseng=f.4/r=—kysrdo = —ky(xrat yz) =

@ inmediatamente se observa que ambns son las derivadas parciales de la
funeidn: 3

w=lk/r=E{x2z L g2} =

La misma férmula %/r expresa el potencial en ol caso Jde tres dimensiones.

Por tanto, ¢l trabajo de la fuerza atractiva a lo largo de una curva cual-
quicra es: k/r'—/r siendo r ¥ r los radios vectores de lod extremos; y el
trabajo a lo largo de un contorng cerrado cualguiera es nulo.

Las superficics cquipotencinles son esferas cuande hmy una soln masa y
son superficies cuyn cevacion es T.ki/ri = 0 cuando hay varins,

e} ROTORES LE UN CAMPO VECTORTAL. — Formemoes las oxpresioncs:

P=ty—1n: . q=E" . r=nzs—=¢y

Cuande e¢stas tres funciones son iddéuticamente nulas en todo ¢l campo,
existe una funcidn potencinl w de E, m, © ¥ por tanto la integral de In expre-
sidn E.dr L+ y.dy + §.de o lo largo de ecualquier curva cerrnda es nula, Con-
sideremos ahora el caso general en gue no exista potencial; lax tres funeciones
#, ¢, v son componentes de ur evo veetor que hemos llamado el refor del cam-
po IV; otros lo llaman torbelline, ewrl, vértice, .....

Se demuestra inmedintamento que In divergencia de un rotor es nula.

5i ¢l rotor es nolo en todos log puntos del campo, el movimiento se llama
irrofacienal; cutonees cxisto funcién potencinl y ol flujo o través de toda su-
perficie cerrada es nulo. 5i en alguncos puntos aislados no es nualo, el flujo es
o no nulo segin que la saperficie contenga o no vértices en su interior (*).

Fn ¢feeto, la ecarcncia de vértices, o sea la anulacidn del rotor en todo
punto, equivale, como hemos dicho, a la existoncin de potencial en todo punto

4del recinto, sin exeepeién (por ln igunldad de derivadas ecruzadas); por tanto,
Ia divergencin del vector 1 es:

DWW =Au—=20

¥ eomo el flujo viene expresado por la integral triple de la divergencia en tode
<l recinto, resultn nulo el flujo total. ¥n ecambio, si hay puntos en que el
rotor no es nulo, la integral de Ia divergenein con el entorno del punto no es
mula; y, en general, ol flujo total a través de ln superficie que encierrn vér-
tices, mo serf nulo; pero, si hay compensacidn, puede resultar nulo.

d) Teorfa DE LA BLASTICIDAD. — En la Teoria de la Elasticidad, eada
deformaeién do un cuerpo da origen a un eampo vectorial formado por los
desplazamientos de sus puntes; a cada punto le asignamos como  veetor
W(E w L) ¢l que lo transforma en su punto homdlogo.

(") El significado fisico del rotor para dos variables, como velocidad
media de rotneién de las particulas en torno de unn Jdn ellas puede verse on

nuesire Resumen de e Teoria de las funciones anaiiticas y sus aplicaciones
Jisicas. Bucnos Aires, 1918.
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El flujo a través do una superficie 8 representa en este easo ¢l volumen
de materin gue pasa por esa superficie en Ia deformacidn, es deeir: ol inere-
mento encerrade por la superfiein considernda &3 luego la dilatacién (positiva
o negativa) sutrida por unn poreidn de cuerpo viene expresada por la integral
de o divergenein: DI L de =sobre todo ol voluomen.

2990. —— Funciones analiticas. — Problema de Dirichlet.

Hemas detinido on (119 1o funcide anatitica de variable com-
plejic por L condieion de tener deriviada Gniea finita en cada pun-
to, o5 deeir, ol eoviente A/ Az tiene Hmite independiente del Ave, Az,
dhmente que In eondicion neccsaria y sificiente pa-

N demuesten 15
reoaiee da fuacidn woe—= pioon) -7 or(r ) sea analitien es gque se
veritiquen Las tenabdades de Cavely - Riemann
0We=1", Wy P [1]
Thevostracton, — Al inerementar & resolin:
Az = A - 1Ay A — An - iAY
Siool punto o =0 omueve parvalelamede al eje x, s decir, si es Ay =0, re-

SERU TN N ] an @ el nimers W - 1
81 el punty £ se mueve en In direceién vertieal, es deeir, si es Az =0,

sulta eome derivy
i o derivada: — iy | v

ambng derivadas deben ser iguales, igualando las partes reales o ima-
givarins vesultun Ins igualdades [1]. Que estas condiciones son suficientes pue-
de verae onocundguier trotade de Andlisis,

o

Aplicacian e Aeealdenioe.

teaid e o snatentueion e un voetliohiie, de perfi] cualguiern, es

v e jemipde oy dmportante deoapdiene do dus Tunelones analithas,
FI suovimienta deb sire respreto el sl esti definide por ol vector velo

wte de ejes conrdenador fijos en el perfil-

idaad HOCr ey de caida partienln s

Eatas funciones w0 satisfueen en tode punto (0 g1 a0 Tas ecnaeiones siguientess

. SrT— P
W 1y =) =y

La primera expresa la ineompresibilidad del aire, hipotesis admisible, aur
pare las veloeidades actualmente logradus. La segunda expresa la irrotacionali-
dad del fliide, esto es, In ausencin de torbellinos,
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Salta & la vistn la analogin con lns ceunciones [1], ¥ ecoinciden con cllas
sin mhs que eambiar el signo de v, Resultn, poes, que « —iv ca funcién ana-
litiew de &5 esta funcidn w(z) conjugada de ln veloeidad fisien, so Nama velo-
eidad eomple jo,

La funcidn f{z) primitiva de w(z) se llama potencial complejo; su par-
te real @7 ¥) cumple Ias condiciones

@'n T W g'y=r
luego es el potemcial del ecampo vectorial 17 se llama polencial do velvcidades.
La otra componente (2, y) determinn el hax de lineas de corriente, cuya ccua-
ciim es: gla, y) = O,

Toda In teorin se desareolln edmodamente mediante funciones complejas.
Asi, la presién del aire sobre el nln, o sex lo sustenfacién, viene expresada por
Ia integral de w2 sobre el perfil; esta es ln primera formula de Blasins; ¥
anfilogumente se expresa su to. Asl se d tra que esa presién es pen-
perdieular o la direceidn del movimiento ¥ proporcional a la ecireulacién. Fate
es el teorema enpital de Kotta y Jookowski, ya citado en Lece. 67, La teorin

agui eshozadn puede estudiarse en nuestra obra alli citada,

Fewpcidn de Laplace., — Algunes problemas fisicos eitados v otros varioes
conducen nl estudio de la ecuacitn de Laplace para tres varinbles; su teoria
puede estudiarse en cunlguicr tratade do Awndlisis (Pienrd, Goursat, Vallde-
Poussin}.

HMay un enso importante; son los movimientos llamados planos o do dos
dimensiones, es deeir, aquellos en que todag las particulas situadas en una
misma vertical se mueven de igual modo; basta, pues, considerar las coordena-
das (r,y) ¥ la ccnacién de Laplaco se reduce n dos términos. Para cste easo
ea muy Gtil la aplicacién de funeiones de variable compleja, eomo explicamos
& continugeifn: :

Sea w(x, ¥) wna funcién grmdnica, esto es, que satisface a la ecuncién de
Laplace Au(x,p) = 0 en un cierto recinto R del plano (x, ¥) ¥ efectuemos una
transformacién eonforme de B mediante una funeién analitiea cualquicra que
lo transforma en otro rocinto R'; trasplantandao los valores w{z,y) sobre los
puntos homdlogos (x’,4") resulta otrn funcidn v(x', ' )en B’, que también sa-
tisface a la ccuncién de Laplace., como fheil te sa d tra. Fsto se ex-
presa diciendo: la ecuacion de Laplace es invariante respecto de las trasforma-
ciones conformes,

Por tanto: para construir las lincag equipotoncinles y las lineas de fuerza
(o bien las lineas de corriento si s¢ trata del movimiento de un fluido) en un
recinto, hasta transformarlo en cireulo, o en semiplano, comstruir en éste las
lineas y dibujar sug homdélogas en el recinto dado.

EJeMPLYU, =~ En un estanque semicirenlar (n.® 118) hay una fuente oA ¥
un sumidero B; si se trasforma en scmiplano (fig. 8.°) las lineas de corriente
son las rectas del haz A y sus trayectorias ortogonales las gemicircunferencias
da centro A; sus trasformadas en el semicirculo son los arcos 4B de circun-
ferencia y otro haz ortogonal. ’
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NOTAB

Férmulas de Green.— 8i en la férmula de Gauss se eligen como funciones:
ey, pemwy, , L=,
regultn al -+ By - yE=wlav'c + oy b yv'e) = — W'y,
pues la expresién del paréntesis no es sino la derivada de v segGn la normal
exterior y designumos por v’y la derivada segin Ja normal interior. Por otra
parte, la divergencia cs on eosle cafo:
s+ 'l]'lr_f' Eg = W0 52 “'”vn + "”I") cing
+ W v Uy W,
¥ desipnumdo estes paréntesis por Av ¥ Dwe.Du, resalta:
S Avdr - f Du.Dydr = — 7w, do
Andlognmente  fua Avdr L [ D Dedr = — v’y de
¥ restando vesulta la férmula de Green:
F A — v Ay = — § [ 5 —tw,] de [5)
Fu particular si w0 supone v =1
FAvdr=—=—jv,dsr
férmuln de Green para unn sola funcidn v
Hi v oea armdnien {Av = 0) resulta
Jvpde =10
La integral sobre una superficie cevrada de la derivada segidn la normal
de una funoldn arménica dentro del vecinto ex nula.
Siow es arménien y o cuslquiern
JuwAvdr = — [ [w’y — v’y da
Funeiones de Greon, Se llwmg funcidn de Green en un recinto guo con-
tiene en su interior un punto O, o unn Tuneidn G{x, 4, &) que enmple estus con-
dieiones:
1. Es continua ella y sus derivadas en todo el reciuto exegpto en el
punto ).
22 La funeidn & - 1/r es continua, inclugo en gl punto O.
3. En todo el recinto es AG = 0.
4.* En la superficio c8 ¢ = 0.
La funcién G = — 1/r cumple las condiciones 1.%, 2.%, 3.%, sogin es fhcil com-
probar, pero no satisface a la 4.2
El problema de Dirichlet. — Ln determinacién de la funcin de Green de
un recinto es caso partieular del problemsz de Dirichlet: calewlar Is funcidn
u(z, y) que en el interior del recinto satisface a lo eouacidn de Laplece Au=10
Y en ¢l contorno foma valores prefejados.
8i el recinto se transforma cn cireulo por una funcién de variable eom-
pleja, basta resolver el problemsa para el eirculo mediante la integral de Poisson.
(V., p. @j., nucstro Resumen de la teoria de las funciones analiticas y sus apli-
oaciones fisicas). Esto vale solamente para el plano.
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FAMILIAS DE CURVAS ¥ ECUACIONES DIFERENCIALES

291. —E i6n diferencial de un haz de curvas.

Una eenacién ¢(z, 4y} =0 entre las coordenadas z e y repre-
senta una eurva; pero si en la ecuacidn figura un parimetro e, la
ceuneidn @z, i, ¢) = 0, para cada valor gque se fije a ¢ (dentro de
un cierto intervalo) representa una enrva, Obtenemos, pues, infini-
tas curvas que forman una familic simplemente infinite o haz de
curvas.

Por cada punto (w, ¥,) del plano pasa, en general, un nimero
finito de curvas de la familia, pues la constante ¢ queda determi-
nada por la condicién: ¢@(z,, y,, ¢) =10, de donde resulta el valor
o valores de ¢ que sustituidos en la ecuacién @(x, v, ¢) = 0 dan una
o varias curvas, o bien ninguna. Para algunos valores excepeionales
(#,%) la eecuacién puede satisfacerse idénticamente cualguiera que
sea ¢, ¥ entoneces pasan todas las eurvas del haz por dicho punte
(a, 4}, el enal se llama base del haz

Dada la eenacién y = q(=x,¢) de un haz de curvas es posible
obtener una ecuacion que carcee del parimetro ¢ y gue relaciona
la » de cada punto, In y ¥ la %", es decir una ecuacién que expresa
una propiedad geoméirica de cada punto y su tangente, para to-
das las curvas del haz.

En efecto, si derivamos la ecuaecién: y = @(x, ¢), resulta:

Y = ¢’(z,¢); fijado ¢, para la curva correspondiente se verifiean
simultineamente ambas condiciones y, por tanto, se verifica la que

resulta de eliminar ¢ entre ellas. Resulta asi una ecuacién:
Flz,y,y') =0

a la cual satisfacen todas las curvas del haz Lsta se llama ecuacion
diferencial del haz. Esta ecuacién se llama de primer orden porque
solo figura en ella la derivada primera.
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I3l problema inverso: dada una ecuacién diferencial cualquiera
obtener todas las funeciones que satisfagan a csa eenacién, es deeir,
integrarla, lo tratamos en los parrvafos signientes.

Esemrro 1 — Bean las curvas r* - y2 = r2. Por enda punto del plano
pasa unn sola cireunferencia del haz.

Derivando resulta: z 4y ¥ =0 ¥ como ne conticne ol parﬁmetro, no es
necesarin la eliminacion; esta es In ceuvacidn diferencial del haz, In cual expresa

la propicdacd ;.{'l-:-m-ilrieu. Y =—/y, s decir: ln normal a cualquier curva del
haz en un punte cualquirra A es el radio eorrespondiente Q.

EJEMPLO 2, — Hi la ceuacidn es (x — a)? 4 y2 =1, por cadn punto del
plane pasan des cirennferencias del haz.

Derivando resulta: z—a 4y 3 =0, v eliminando a se obticne la eccua-
cidn diferencial del haz:
Yy oy =1,

292, — Teorema de existencia de las ecuaci de primer orden,
Una ceuacidn eualquiera F{x, y, ¥') =0 que liga la variable z,
la funcién y, la derivada primera y’, se llama ecuacién diferencial
de primer orden para distinguirla de las que contienen las deriva-
das de drdenes superiores y”, ¥y, ele., gque se llaman ecuaciones di-
fevenciales de segundo, tercero .... orden, las cuales estudiare-
mos en capitulos siguientes.
El problema do encontrar todas las funciones que satisfaeen a
Ia ecuacion es el inverso del resuclto en el nimero anterior y se
Hama #nfegrar la ccuacidn diferencial. Geométricamente tiene este
significado: encontrar la familia de eurvas que tiemen una cierta
propiedad geométrien entre las coordenadas de eada punto v la tan-
gente en &l E
51 la ceuaeién diferencial de primer orden cumple la condicion
exigida en (205), para despegar las funeiones implieitas, puede us-
eribirse en la forma explicita
Y= flay)

siendo f(x,y) una funeién wniferme de x,y; pero cuando ¥ sea
multiforme se obtendrin tanias cenuciones diferenciales como so-
luciones tenga la ecuaeién resuelta respeeto de y'.

Suponiendo » uniforme y fijado un punto (&, ¥,) ordinario
de f(x,y) (*) resulta, pues, un solo valer ', dado por la ecuacién,
¥ derivando resultan los y,”, ¥,”" .. ..; por tanto, para otro valor =

(®) He aqui la definicidn general que de ellos puede darse:
El punto (=, y,) es ordinario cnando f(#, %) admito un desarrollo en serie
segiin las potencias de & —x, ¥y — v, cs decir, cuando el resto de la férmula
de Taylor tiendo a cero pars 4 — oc.
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cnalquiera, la funecién buseada queda determinada por la férmula
de Mae - Laurin:
(o —x0) ¥ (=—20)2y"0

Y =y, + i + = + e

Reeiprocamente: Cauchy demostrd (ver cualquier tratado mo-
derno de Andlisis, por ejemplo, Goursat, t. II}) que esta serie con-
verge y define por tanto, una funcién de x, que satisface a la ecua-
eion diferencial dada. Se exceptian aquellos puntos (x, ¥,) en los
cuales no esta definida la funeién f(x, y); por ellos no pasa nin-
guna curva del haz; y también los puntos singulares de f(z, ) por
los euales pueden pasar infinitas curvas.

Une ccuacion diferencial ¥ = f(x,y) tiene infinitas solucio-
nes; cada una queda determinada fijando el valor y, de y que co-
rresponde a un valor x — x,. O sea: por eada punto del plano (o de
In regién del plano en que f(x, y) eumple las condiciones impuestas)
pasa una curva y s6lo nna que satisface a la eenacion diferencial.

Toda expresion y =.@(x, ¢) que satisface a la ecuacién diferen-
eial, enalgquiera que sea el valor de la eonstante ¢. se llama inlegral
general de la ecuacidén, si fijado cualquier punto (xg, #,) que sea
ordinario para la funeidn f(x, ¥) existe un valor de ¢, ¥ por lo tan-
to una eurva integral, que satisface a la ceuacién y pasa por el
punto elegido.

La integral general da, por consiguicnte, fodas las soluciones
de la ecuacidén que pasan por los puntos ordinarios de la funeién
(e, y) s pero si esta funeién no cs uniforme, por los puntos lamados
de ramificacién, cs deeir, por agquellos en euyo cntorno hay dos o
mis funciones que se confunden en dicho punto, pueden pasar va-
rias curvas integrales del haz; y aun otra distinta, que estudiare-
mos més adelante, ¥ se llama integral singular,

EJEVPLOS., — La ecuncién @' = — x/y considerada en ol Ej 1 del parrafo
anterior eumple las condiciones impuestas en tode ¢l plano, excepto en el ¢je x.
En el ejemplo 2.° la ecuacién diferencial se descompone en dos:

(") Un punto puede ser singular aunque csto mo se note en el campo
real; por ejemplo, es singular ¢l punto (0,0) en la funeién
1

P
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las cuales representan, separadamente, log dos huces de semicircunferencias qoe
indiea In figura 2.*; pues en la primera cenacién diferencinl tiene %° el mismo
signo de y, es deeir, es positiva sobre el eje ¥ ¥ negativa debajo de él; ¥ lo
contrario sueede en la segunda ecuncién,

Obsérvese que por cada punto interiom de la zona limitada por las rectas
y=1, y =—1, pasa wna curvi de cada haoz y silo una, pues en cadd semi-
cirennferencin se excluyen sus extremos.

293. — Trayectorias ortogonales de un haz de curvas.

Dada una familin de eurvas gz, %, 0) =0, se llama trayectoria ortogonal
a toda curva que las eorta perpendicularmente,

Formemos la cenaecidén diferencial de primer orden: f(x, ¥, ¥') = 0, que re-
presenta In familin dada, La condicidn qun debe cumplir eada curva ortogonal
buseada es:

L] 1

dr '

siendo ¥ ¢l cocficiente angular de la tangente a la enrva del haz Por tanto,
8i en vez de ¥ = dy/dr sustituimos — &' =— — dr/dy, tencmos la ecuneidén dife-
rencinl de las curvar ortogonales:

fzy,—a) =0
Eegla prdotica. — Se forma la ecuacion diferencial del haz de curvas, se

permutan dz y dy eambiando el signo n uno de ellos ¥ se tiene la ecuacidn di-
ferencinl del haz de curvas ortogonales al haz dade.

EJTERCICIOB

1, — Obtener por In serie de Mac-Laurin la integral general de la ecuacitn
y=y+2z

2. — Obtener ¢l haz do trayectorias ortogonnles de todas las hipérbolas
Y == .

3., — Idem de las parfibolas de eje x, foco O, y parfimetro positivo.

(Resultan las pardbolas del mismo eje y foeo, de parfimetro megativo).
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294, — Ecuaci con variables separables.
Cuando la cenacién tiene la forma:

dy (i)

az p(y)

se separan las varinbles asi: @(x).de = (y).dy, ¢ integrando am-
bos micmbros, si ®(z), W(y) son dos funciones primitivas euales-
quiera, tenemos: P(x) =W (y) ¢ que es la integral general.

En este tipo queda ineluido el easo en que Ia eenacién no con-
tiene #, y también enando la funcidn no contiene la y, pues ¥ = f(x),
es el caso de la integracién ordinaria.

FaEmPLo 1" — Curvas gue tienen ln sultangente constante k. Hs deeir:
Sy =/ =k de donde:  dx = k.dy/y o integrando ambos miembros resultn:
L
r=klyj-e osm: =g *

que s la ecenacién de la familia de eurvas buscadas.

Obsérvese que eada curva se deduce de otra bien por traslacidn (ineremente
de x) o por afinidad (multiplicacién do ¥).

EjempLo 2 — Hallar las curvas que tienen la subnormal constante. Es
deeir:
Sn=9.4"=p
y.dy=p.dr , Wy*=pr|o
La integral general es, por consiguiente:
Yyt = 2px - 2o

luege las curvas que tiemen la propiedad dada son las parfbolas de eje x ¥y
parimetro p.
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295. — Ecuaciones homogéneas en x, y.

Juando la funeién del segunda miembro es un cociente de dos
funciones homogéucas del mismo crado, o sea es una funeién de
(&, %) que no varia al multipliear © e y por una constante arbi-
traria. s deeir, si f(x, ¥) sbélo depende del valor del cociente 3/x — z,
es, en realidad, una funeidn ¢(z) de la sola variable z ¥ haeiendo
el cambio de la  por la z resulta:

y=zr ; dy=—z.do-lx.dz
¥y sustituyende, Ja ecuacidn se transforma asi:
w.dz — [qp(z) — 2] dz

de donde resulta, separando las variables:

dz di
p(z) —= Tz

y después de integrados ambos micmbros se restableece el valor
z == 3 /x quedando una eeuacién en x, ¥, ¢, que es la integral buscada.

EarMPrLo 1. —— SBea In ecuacién homogénea:
ay Ve
o P e —
pongamos: V/E == - : dy =z.dr 4 x.dz
oty xade = — Y1 Lot dy
dz da
—GrVIE® @
haciendo: # - V14 22=1¢ se integran ficilmente ambos miembros ¥ rosulta,
=— e VY +22) + Uiz 4+ V1422 4o

recmplazando ¢ por su valor, so tieme In ceuacién do la familin de curvas bus-
cadas.

EJEMPLO 2. — Curvas euya subtangente en cada punto cs la medin arit-
mética de las coordenndas del punto,
La ecuacion es: 2y.de = (x -} y)dy
¥ cfeetundo el cambio de variable ¥ = a2, se trausforma asi:
de.de = (1L e)(z.dz -} £.dn)
_¥ soparando las variables:

dz {(14-z)dz
x - _z—sﬂ

Integrando resultan las parfibolas: y = o(x —y)2
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296. — E i lineal
Se llaman ecuaciones lincales incomplelas a las del tipo.
Y - Ple).y=0 o sea:  y/y=——P(x) 11]

Si Namamoes p(xz) a una funcién primiliva cualquiera de P(x),
integrando los dos miembros, sale:

ly=—plx) +1le, de dmde: ye=¢ ertn
integral general de la ecuacién lineal incompleta.
La eeuacion lineal eompleta (eon segundo miembro} es de la
forma:
¥+ Ple)y=0Q(x) [2]
Hagamos: ¥ — u.v, y esla ecuacion toma la forma:
wur’ - we - P oae == Q
0 e wiv -+ Pv) |-y ==
el primer término del primer wiembro es igual a cero si clegimos ¢
de modo que sea ¢ - Pv =0, para lo enal basta tomar v ==
W= Q: v = (Qert®

e integrando, sale: v = [ Qe . dr 4 (.

Luego la funeion i — we, o sea la inlegral general de la ecua-
eidn, es:

Y= et [ fQev e - U

BEieMrro. — Lo intensidad 7 de una corriente alternada, en el momenio ¢

viene expresada por la ley de Ohm:
E.senwt = RI 4+ LI'°

I la resistencia, L el

siendo E la fuerza electromotriz méxima, w la frec
coeficiente de autvinduceidn.

Aplicando la férmula general de las ecuaciones lineales y rocordando las
integrales del tipo ferf.senwt.d?, ya calculndas on la phg. 189, rESUItu, lla-
mando r=E: L, la expresidn:

L

I=E(r.senwt—w.cosw): L{w? -} r2) | Ce-rt
<que s compone de un sumando periédico y otro que decrece ripidamente,

Foenciciy, — Intograr la ecuaeidn: ' - Sry =,

Solucidén: Ce-2 | 14,
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297. — Ecuaciones de Clairaut.
La ecuacién de todas las rectas del plano (excepto las paralelas.
al eje y) es:
¥=—cx 1 a;

pero si los coeficientes no son los dos arbitrarios, sine que estén li-
gados por una relacion @ — a(c), tenemos una familia simplemente-
infinita: y = ca 4 «{¢) pues contiene una sola constante.

La ecuacién diferencial de este haz se obtiene asi: derivando-
resulta ¥’ == ¢, ¥ eliminando ¢ resulta '

y=v.r+ a(y) [3]

Las eeuaciones diferenciales de este tipo se llaman: ecuwaciones:
de Clairaud. '

Reeiprocamente: toda ccuacién de este tipo tiene por integral
general las reetas y — cx 4 af{¢) puesto que éstas la satisfacen, co-
mo acabamos de ver.

Como en estas ecuaciones no es y° funeién uniforme de (x,y),
no es aplicable el teorema de existencia, ¥y ademés de la integral ge-
neral pucde haber otra integral llamada singular, envolvente del
haz de rectas, que se obtendrd como sc¢ vié en (243). Volveremos-
sobre este concepto en (303).

EJEMPLO. — Ecuacién diferencial de las reetas que son cortadas por los.
ejes x, ¥ en segmentos de longitud constante %
v=or4d ; dif-defer=1% . d=ck/V1-}e?

La ecuacidn diferencial es por tanto:
yv=yz+ky/ vy 1
Nora, — He agui otroe método para deducir la integral general y la solu-
eiEn singular: derivando [3], se tiene después de simplificar:

¥ [rt+a(¥))=0
8i es y" = 0, resultan las rectas ya obtenidas. La anulacién del otro factor

a otra ecuscifn; eliminando y' entre ella y la propuesta, resulta una curva,
4ue segfin (243) es la envolvente del haz de rectas y se llamn integral singular.

298. — Ecuaciones de Lagrange.

8i en la itn [3] el coeficiente de » po es precisamente ', sino una.
tuncién de o', Ita la i6n de Lagrango:
y=a(¥)z+ () [4].

Adoptemos como variable independiente ¥ = t, siendo, por tanto, x ¢ ¥ fun-
ciones de ¢; para determinarlas, derivemos respecto de z y resulta:

= a(t) 4 o (.1 L ).
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Hi shora adoptamos t como variable independiente, es deeir, si determina-
mos cada punto de una curva integral por =u pendiente, es z funeién de ¢, sien-
do # =1:1, y la ecuacién se transforma nsi:

{a(t) —t)a' | e’ (t)x | p(t) =0
que es lineal y determina ¥ = z(t, 0) como ya se explicd; teniendo despejada =,
la ecuncidn [4] determina:
=alt)a(t, c} -+ p(L)
¥ obtenemos asi las curvas integrales en forma paramétrica.

Hay un easo de excepeitn: euawdo sea (i) =1{; ca precieamente el caso,

¥a catudiado, de las ccuaciones de Clairaul.

EJemrLo, — Sea v = x.y"t 4 »'», La ceuneidn lineal que determina x, es:

(12— )z’ - 2.z - 22==0
o sea:
{t—1)x' <+ 22 |- 2 =0
cuya solucion gencral es:
x= (e-{ 32/, —3): {f —1)2

¥ las ceuacibmes paramdétricas do cada integral son:
r= (o422 —28): (¥t —1)=
y =13 = (o 3tz —2m)e: 2(0—1)3

299. — Ecuaciones de Bernoulli.
Una generalizoeién de las ecuaciones lineales incompletas es la siguiento
de Bernoulli:
Y =d(z)yn + L) 5]
un eambio de variable que ccurre inmedintomento es este:
y=zm L oy =m.om-l.z . yh =g
8i dividimos por sm-1 queda despejada = y el exponente de £ se reduce n 1
adlo falin quo desaparezea el exponento de = en el dltimo términe, para quoe
la ecuacién sea lineal y parn cllo basta clegir # de tal modo que
mn—(m—1)y =0 . m=—1i(n—1)
resultando la ecuacidn lineal completa:
m.w = A(x) | B{x)e [4]

¥ una ver integrada ésta, se deduce inmediatamente y.

EJeMpPLO. — Curvas tales que la ordenada del punto de interseccién de la
tangento con el ejo y sca proporeional al cuadrade de la ordenada.
Como la abseisa del pie de la tangente ¢s y — xy', resulta la ecuacidn:
y—azy =k
que es del tipo n =2 do Berooulli; se reduce a lineal sustituyendo:

y=g1
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» maltiplieando por 2/ resulta la eeuneién lineal:
ot -t = k-t
envi solucion peneral o8
s=a-i{ fLude|-C) =k} Cfn
Tunego lag cuvvas guo resielven ¢l probleinn son Ins hipérbolas
yre-j-ke) ==
fue Lienen b asintota fije g —= 18 v In otra paradela al eje g

300. — Ecuaciones de Riccati.

Ocurre inmedintumente hacer tombidn In generalizacién de lo ecuacién 1i-
nenl completa ngregando un término 75 pero tales ceuneiones ya no sc pueden
resolver por ciadeatueas; nioaun siguiera en ol enso mas sencillo wo= 2. Tales
conaeiones:

Wo=A(r)y - By - Cla) [71
s lluman de Riceati, ¥ so pueden resolver completamente cuando se conoce unn

integral partieular g, pues sustituyendo ¥ —= g 4~ 7, resulia le nweva cenacidn:

=oAL Ban b C-F 2

SYpew ke AzT -l He
yne ge sunplifien por satisfacer p, & la ceuneidn [7], resultando:

2 = A2y, - Bl o Aez

que oo es lio
pues se obliene:

pere s¢ hace lineal dividiendo por 22 y poniendo ¥ = 1/z,

Y'=— {24y, |- ) ¥ — 4
Integrada ésta, s dednee In intogral de [7] mediante la férmula do trans-
formaridn:
= -1V [8]
ForMrie. — Una solocidn particaiar de e eeunetdn
Yty —y?

eg y=-—x1, ¥ von la sustitueion ¥ = — 1/2 < 1/Y resulta la eeuncidn lineal:

¥ =040 Y —1
enyn sclueitm general es
Y =ga(thz | €) = tx -l €3
Nora, — Hay una gradacién interesante en las ecuaciones lineal incom-

pleta, lineal completa y de Riceati. En la primera ol cociente de dos integrales
cualosquiern ¥,: ¥, es constante; en Ia segunda es constante el cociente de di-
feremcing o tazém mimple (¥, -— ) (0 — ) ; ¥, por tante, la razén doble de
euatro integrales cunlesquiera ,por ser cociente de dos razomes simples; final-
mente, como Ja transformacién lineal [S8] conserva los valores de las razones
dobles, como hemos demostrado en I leecidn 28 resulta: o razdn doble de
oada cuaterna de integrales de una covacion de Ricoali cs constante.
FIERCICTOS '
Integrar lus siguicntes ecunciones de Cluirnut

y=ww Ly —y sol. singular: 4y = (& 4 1)2

v gaoh VI g E 1 7 opoyr=
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301. — Integracién de las diferenciales exactas.
Toda eeuacién de primer orden ¥ = f(x, ¥) puede ponerse en
la forma:

Pz, y)de + Q(x, y)dy =10 (1]
se puede adoptar, por ejemplo:
P—=f(z,y) . Q=—1

o bien, se puede multiplicar o dividiv P ¥ @ por cualquier constante
o funeion de x,y, que no sea idéntica a cero. Precisamente en esta
indeterminacion, que permite multipliear por nun factor eonvenien-
te, se funda el método que se llama del faclor integrante.

Consideremos primero el easo en gue existe nn potencial: es de-
cir, que eumplida la condicién de las derivadas eruzadas, exista una
funecion U tal que: U =P, T, = Q.

Entonees ¢l hinomio del primer miembro es una diferencial
exacta: di (x,y) =0 y por tanto debe ser: U(x, y) ==c. Como
esta funeion satisface a la eenacién diferencial y contiene una cons-
tante arbitraria, es la integral general.

EJeMpPLo. — Sea la ecuacién diferencial:
dy x2 — 2xy
dz x2 - y2 41
dz(x? — 2xy) — dy(z2 - y2+1) =0,

8o cumple la condieibn: P’y = @', luego [1] es diferencial exacta, y exis
te la funcién potencial U tal que:

[2] Uy=—=—zx2—y2-—1 ; U'y=ua2—Zzy
De [2] sacamos: 4
U=—a2y—y3/8—y - @)
U= —2zy - ¢’ (2) = 22— 2xy
=g’ (2); @z} =23/3C
luego la integral general U es:
U=—zty—y3/3—y+a3/3 5 C.

de donde
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302. — Calculo del factor integrante.

Cuando la expresion dada Pdz -|- Qdy no es diferencial exacta,
multiplicando por un factor conveniente (x,y) se puede conse-
guir transformarla en diferencial exacta. El edleulo de dicho faetor
integranice no es fieil en general; pero hay casos en que se obtiene
inmediatamente, como vemos en este ejemplo.

BEsgmrro 1. - El primer miembro de ln ecuacidn
T dy —ydx =0,
no es diferencinl cxacta, pero mmltiplicado por 1/ry so convierte en:

dy da

o o

que eg ln difercncial exactn de: Iy — I, luego la integral general de la ccuacitn
doda cs:

Iy—tx=1lo , osen: y=cx
Eagxpo 2° — Mis general: en las ecuaciones del tipo:
my.dr nordy =0,

el primer miembro se hoce diferencial exacta del produeto @ y» multiplicando
por el factor gm-1yn-1, pues resulta:

(mogm-1y g dap of- zm (ap,yn-2 ) dy = d{am yny =0

¥ la integral genernl es: xmyn =,

Cenoepto de entropia. — Ejemplo Jde expresion que no es diferencial exaetn
es I obtenida en leeeitn 63:

AQ = (cv.dp-LCp.dv): R

que expresa ol ineremento total de encrgin de un gas al pasar del estado (p,v)
al (p+dp,v-}dv) por un eaming profijado; si no so fija éste, carcce de
serntido eseribir dQ.

El factor integranie cs en este cnso inmediaio:

1 F

t e

¥y multiplicando por &l resulta la diferencial de la funcién § = e.lp - C.lv qua
se llama entropia, ¥ que es funecién del estado, es decir, de la® coordenadas
(v, p), estando determinado su valor salvo una constante aditiva.

303. — Integrales singulares de las ecuaciones de ler. orden.

Cuando la ecuncién f(wx, 4, %) = 0 da erigen a dos o mis fun-
eiones uniformes y" = f, (a0, y); 3 == f.(a y), como ha sucedido en
el ejemplo de (292), resulta gque ademds de la solucidn general
o = (x,c) puede haber otra solueién y —(x), que se llama in-
fegral singulur.
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Asi, en dicho cjemplo segundo, las funciones ¢ == -}~ 1, y = —1
satisfacen a la eevacién difereneial y, sin embargo, no estin inelui-
das en la familia de cireunferencias de radio 1 y centro en ¢l eje z,
definida por la integral general.

En efeeto, cbsirvese que al descomponer la ecuaecidn diferencial
en dos unitormes, resolviendo la ecuaeion de segundo grado respee-
to de ¥’, hemos exelnido el easo en que ambas raices eoincidan, es
deeir, los puntes en que sea:

V1—yte=0 o sea

Kstas reetas son las envolventes el has de eireunferencias, es
deeir, son tangentes a todas ellas.

Mds general: si la familia de eurvas @{x, 7, ¢) = 0 esti repre-
sentada por la eenacién diferencial f(x, ¥, ¥') = 0, la envolventie do
las curvas es una infegral singular,

En electo; por cada uno de estos puntos de la envolvente pasa
una curva del haz, tangente a clla 3 por tanto: la =, la v, ¥ la ¥,
son las mismas de esta eurva y por tanto satisfacen a la ecuacion di-
fereneial.

304. — Lineas de fuerza de un campo vectorial.

Dade un eampo vectorial de componentes [X{(z, g), ¥Y{(x, y)] las livcas de
fuerza estin earacterizadas por In condieidn de que en cada punto la tangen-
to es ¢l veetor correspondiemte, es deeir: tieno por cocficiento angular:
¥(x,y)/X(x,y) luego la ccuncidén difercncial de las lineas de fuerza del cam-
po vectorial es:

dy ¥ (z,4)

dzx Xz, u)
© abreviadamente:

1 Ydz — Xdy =0
El caso m#s importante se presenta cuando se verifica:
[21 Xy =¥%
pues entonces existe unn funecién potencial U del eampo, es decir, tal que las
componentes son las derivadas parciales:
[31 X=0, , Y=0U"

¥ la ecuacién de las lincas eguipotenciales es U7 = constante.
La condicién necesaria y suficiente parn que la expresién [1] sea dife-
remcial exacta es

[4] P, =X,
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Entonees existo un potencial ¥ tal que:
o X=Vy

[5] — Y=
¥ Ia eccunciin de lag lineas de fuerzn cz; ¥ == constante, ¥ sustituyendo en [43
los valores [3] resulto:
U o 0"y == 0 o simbdlicamente: AU =0
Andlogamentr, sustituyendo en [2] los valores (5] resulta:
Plogg+ ¥'p:=0 o sen: AV =10
eg deeir: los dos potenciales (que se llaman conjugados) satisfacen a la ecus-

cién de Laplace.
T [3] ¥ [6)] vesulta: fas curvas cquipelcnciales U == const. y las lincas

de_fucvza ¥ = oonst, son orlogenales.

Bresmreno. — Sea el campo vectorials
X =2y Y= __Ury
que cumple ln condicién de las derivadas eruzadng; luego exists un potencinl U,
tal que:
U, =ar—yr , Uy=—2y .. U=1%a* —yz+ec
También existe un potencial eonjugado ¥, tal gue:
VPoe=—2y , Fy=yr—zx2 . F=-—azoy-| Yyt -|-C
Dibiijense las curvas cquipelenciales U7 = const, ¥ las lineas de fuersa

"= const,

NOTAR

Sobve ol foctor integrante.

Conviene aclarny el verdadero aleance de este coneepto, pues puildiern creerse
en zu efieacin para la integracion de ecunciones de primer orden.

Suponiendo ¢ =1, pues hasta dividir por § para lograrlo, la condicién
para gque ¢ products (P .ode pody)e sea difereneial exaeta es:

2o — Puzy = Py.c
ecuneion lineal en derividag parciales enya resolueion, eomo veremos en (325),
m wistema de ecnneiones ordinariag, unn de las cuales es

so veduce o la de

precisamente o propucata,
Que en algunos casos #e encuentra el factor, no ecs extrailo; son aquellos

en que s eonoce la integral general ¥(x, y) ==, pues ambos problemas som
equivalentes. Conocida F, la veuacion diferencial pucde escribirse en la forma:

Feode - Fy.dy =0 luego 2 = Fy.

EIEReicio. —— Obtener el factor integrante de la ceuacién lineal y de la
ecunciin homogénes,
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305. — Método del desarrollo en serie.

No existe método general para reduecir una ecuacién diferen-
cial a cuadraturas (esto es, a integraciones ordinarias de funciones
de una sola variable); pero la integral general existe siempre que
se cumplan las condiciones (292) y estd representada por la serie
que alli hemos obtenido.

Cuando la ecuacién dada no sea de ninguno de los tipos ele-
mentales integrados en la leeeién 69 por cuadraturas ,habri de abor-
darse su integracién mediante la serie [1] anterior, que siempre re-
sulta convergente en un ecierto intervalo, segiin el teorema funda-
mental arriba enunciado, Obtendremos, pues, un areo de curva in-
tegral a partir del punto inicial (x,, #,) 2 uno y otro lado ;tomare-
mos uno cualqguiera de sus puntos (z,, %,) como inicial, y repitien-
do el mismo método obtendremos otro arco v asi sucesivamente.

El cilenlo de las derivadas sucesivas se hace fieilmente:

Y=f y="F atlvv=Fa"4Ffy.f

¥ tenemos la formula final:
Ay = hf 4 36h* [f'e + ['v.f] +
B e 2 [ e P (e + 0] A e (2]
que da el valor exacto de Ay correspondiente al Az = h.

EigMpLo., — Ecuacién: ¥ = y2 -+ &, con las condiciones iniciales: = =20,

y=0.

¥ =2yy +1

Yy =2yy" + 2y

ywv =2y y" 4 6y ¥”

yv =2y -+ 8y’ ¥ - Gy2
da donde: i

¥ =0 1"=1, "=0 yav=0, yvy=0, ....
y:%as.}.l‘fﬂs—!__”_

una solucién bastante aproximada es, pues, 1422. En un interalo de 0,1 el error
cometido tomando este arco de parfibola es menor que 0,000001.
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306. — Método de aproximacién de Euler.

Como el método de desarrollar en serie tiene a veces el incon-
veniente de la lenta convergencia, o la pequefiez del intervalo de
validez, se han ideade métodos mis ripidos para el céleulo de la
integral que pasa por un punto dado (xz,, ¥,)-

El cociente Ay/Az es igual al valor de la derivada en un punto
intermedio del intervalo cousiderado; tendremos, pues, en ¢l pun-
to (@, #,) un valor aproximado el Ay correspondiente a un inere-
mento Az admitiendo que y* varie tan poco en el intervalo Az que
pucda considerarse como eonstante. s deeir:

Ay =1, — g ~ (i, — o) (&5, Yo )

Listo equivale a tomar eomo curva un segmento de tangente.
81 en el punto (&, y,) eonsideramos ¢l valor que en él toma la deri-
vada o = f(x,, 1,), caleularemos ¢l nuevo ineremento:

Ay = (3-"5 —Yy) ~ (x, — 2 ) f(wy, yl)

¥ asi sucesivamente.

Este método ecliasieo de Yuler no es admisible sino como apro-
ximaeidn grosera, pues la quebrada asi formada se va separando mis
¥ mis de la enrva integral que buseamos.

EJEMPIO, — Bi en una corriente uniforme de un eannl se interpone un
obstdculo (un mure por ejemplo) el fondo del canal no es parnlelo o la super-
ficie del agun, sino que ésta se eleva formando una curve; la diferoncia do or-
denadas y entre ol fondo y ln superficio es y = f(x).

La ceuncién diferencial de tal curva es:

Jeda B — ka

5 cid .ya = };;_

siendo & un coeficiente de rozamiento, j la penhjonto del fondo del canal y
M una constante. La ecuacién [1] puede integrarse por euadraturas. Pero apro-
ximadamente, pucde integrarse asiz la [1] segin lo dicho mds arriba es:

Y3 — N3

Ay ~ j. Az W

para un punto ¥, sc puede medir la altura ¥, del agua, y se tiene la condicién
inieial del problema. Se toma para Az un cierto valor y se caleula cl inere-
mento ‘Ay que le corresponde. e tiene un nueve punto (%, %) con el cual so
vuelve a operar como =i fuera inicial. Se determina asi por puntos la curva
de la euperficie del agua.
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307. —Método de Runge.

Partiendo del punto inieial (r,, #,; ¢ ineremento Ay corres-
pondiente al Ax = &, viene expresado por la formula [2]. El mé-
todo de BEnler se limita a considerar su primer término, aproxima-
eion demasiado defieiente, mientras que ¢l método de Runge da
los dos primeros ¥ aiin los (res.

La primera Ormuala de Runge es 1o siguiente:

L == f(ry =4 Voh, g, -+ Vof R) (31

¥ su signifieado geométrico es ¢éste: la tangente en A, a la enrva in-
tegral corta a la recta z—x, |- 14h en un punta A, que tiene las
coordenadas (=, -+ Voh, y, -+ Y&f.h) al enal corresponde una tan-
gente; la paralela por A, determina en In reéta @ = x, + h un pun-
to que aproximadamente pertencee a la curva integral de 4.

En efecto, desarrollando por la {érmula de Taylor, resulta:

B =hf 1607 (- [0 ) - VB A= 207 T e )

desarrollo que coincide econ {2] en los términes kv k¥ siendo el
error de tereer orden.

BEJEMPLO. — Aunque para funciones algebriicas s mis ventajoso ¢l desarro-
1l en serie, he aqui un cjonple para indicar la marcha del edlenlo. Sea in-
tegrar ¥ — 12 |- ¥2 para ¥ =y = @ siendo k= 0,2

x v £ x4 Wk oy - 16ES 74

0 0 0 0,1 0 0,002

0,2 0,002 0,04 [V 0,006 0,018

0,4 0,020 0,160 0,5 0,036 0,025
Segunda formula de Runge, — Caledlense sucesivamente:

By = flag ). b K= fiay |0 4l = f{r+ k. yot+R).h

es deeir: se caleula el ineremento por la férmula de Fuler; en el punto obte-

nido se aplica nuevamente, y otra vez en el mismo punto corregido eon el nue-
vo ineremento %, en vez del k. El promedio

_ k= tYalk + 1) = W/ (%¥) (Tt h yudta)).b
da un valor del mimno orden que el ¥, es decir, da exactamento los términos
primero y scgundo del desarrollo. En efecto:
k=h.1
Ba=hf + h2 (et Ly f) + WP+ 2y S 0 f2) 4 e
B=0 8.zl 4 a(h? et 2Rk Moy - 102 () + .00 1 =
=h WA Fol) + % e -+ 2y e T2 A

+.ha (f'r-f'y“"f’ﬂ'z'f:' “i" e
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¥ el promedio de &, ¥ &, es:

K== B f o YR ([ o Ly ) A I | 2 ey oA [ 12)
S (e fy b P L) A e
que da un error de tereer orden; pero a nada condueirin obfener esta segunda

férmula del mismo orden que la mis sencilla &', si no fuera porgue combinadas
ambas, resultn otra de orden superior, dada por la expresidn:

K= {2k |- k"): 3 [4]
A H -
; o ik,
,,, :
5 ," ';I_\’o+.|l’('=
y: ARy ke

e
Tk
Fase e |
!
oy

5

R

|
'
I
-
1
1
! '
! H
atlata fed
©

Xoth Yo R [ Xa- 1t

En efecto ,log términos comumnes & k' y L”, subsisten en K; y los términos
de tercer grado producen éste:
IEIRAPE T RS S AP LI S AT AT B AL S N

que coincide con ¢l que apaveee en ¢l desarrollo [2]. Luego el error de K es
da cuarto orden.

EJERCICLIOS

1. — Iutegrar por desarrollo ¢n serie, lu ceuncidn del péndulo:
a'? = ¢ Zh.cosa
aiendo a ol dngulo con la vertieal y k= g/L
Obtener como primera aproximacidn la férmula clemental T = 2r: VI,

2. — Siendo & la amplitud de la oseilacidn, pdngase

E=sonlsa ; sent:=—senlha:sen lho
¥y resulia ¢ expresado por una integral cliptica de primera especie.
Sea @ = 30°; ! = g; y resulta mediante In tabla final:

t=0,07 012 0,19 02 033 ...... 1,60
a= 2¢ 40 a g 10° ...... 30°

3. — Apligueso el método de Buler ¥ ol de Runge al ejemplo anterior, com-
marando los resultados.
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308. —Teorema general de existencia.

Las ecuaciones diferencinics de la Meedniea son de la forma:
y" == f(t,y,y’) siendo ¢ el tiempo, y Ja coordenada que define el
movimiento, ¥' la velocidad e y” la aeeleracién.

Asimismo las eeuaciones diferenciales de la Geometria en que in-
terviene la curvatura (linea eldstica, catenaria, ete.) son de segundo
orden ,es deeir, relacionan la variable independiente, la funeiéon in-
edgnita y sus derivadas primera y segunda.

Consideremos la ecuacion diferencial general de segundo orden:
F(x,y, ", #") = 0. Suponiendo que esta funcién eumple la condi-
eion de las funciones implicitas, determinamos: ¥ = f(x, », ¥’) co-
mo funeion de @, ¥, ¥’ ; por derivacidn pueden caleularse ', y'v, #¥...
Fijemos un punto (rg,y,) ¥ demos arbitraviamente el valor ¥’
a la derivada en él; las expresiones anteriores determinan:
Yo " 0s Uy - - .. ¥, por tanio, desarrollando en sevie de Mae-Lau-
rin, obtenemos:

Y= Yo+ (2 — ) ¥+ Volo —x)* Yo + ... 1]

que, segiin demuestran todos los tratados de Andlisis, converge en
un eierto intervalo (*) y, por tanto, representa una funeién que sa-
tisface a la eenacién. Este método sirve, no sélo para demostrar la
existencia de solucion de la eeuacion difereneial, sino también de
regla prictica para ealeularla.

Una eeuaeién diferencial de segundo orden tiene, pues, infini-
tas integrales y ecada una queda delerminada fijando un punto y
la tangente en él, es deecir: x,y, ¥".

La expresiéon general, fambién llamada integral general, con-
tiene, pues, dos constantes arbitrarias que pueden ser ¥, ¥’, o bicn
dos parimetros libres ¢,, ¢,, a condicién de que se puedan determi-
nar de tal modo que para un valor dado x, resulten los valores pre-
fijados ., 4.

(*) Ver p. ¢j., Goursat, vol. 1T. Es condicitn suficiente parn la comver-
gencin do la serie [1] que la funcidn dada f{w, ¥, %) sea analiticn regular, ea
decir, desarrollable en serie de potencias crecientes de sus tres variables en el
entorno de los valores dados (%, Yo ¥0')-
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Una expresion y = f{ur, ¢, ¢;) que satisface a la eenacién, pero
no cumple esta eondiciéon de quedar determinados e, ¢,, al fijar
Lo o W o o5 Ia integral general,

309. — Tipos de ecuaciones i pletas
He aani los tipos mds seneillos

Feuaciones ¥y — const. — Se resuelven por dos cuadraturas, in-
tegrando dos veees y resulta un trinomio de scgundo grado.

Etevrno, — Eeuncién del movimicnto nuiformementn acclerado, 8i la aco-
leracitm 18 o, ln ecuaridn es:

¥ =a V=ut-fa L op =S Wal? S-at pb.
Las constantes a, b se determinan conociendo los valorcs inicinles ¥, ¥,
por gjemple, la abseisa inieial para ¢ =0 cs b} la velovided inicial es .

Feouaciones y" == f(r), — Basta iutecrar dos veces sucesivas.

Eapmrno. — Feuwciones de un movimicuto en que la aceleracién  crece
uniformemente

Y=t . p=Y%arfAt bae L ¥ =1 att - %R at b

Ervunciones o == iy, -— NMultiplicindola miembro a imiembro
por ' e = oy, resulta;

wedy' = fly)dy . ey = J f{y)dy

v efectida o integracidn se obticne:
¥ = \Vaely) e
que se integra separando variables y» apareee®la segunda eonstante.

EJEMpPLO. — La ecoacion del wovimiento de un punte atraido por otre
con fuerza proporcionnl a ln disiancin cs:
¥ =~ kay .. y.dy = — key.dy
o integrando salo:
yr=—Rk2y? | (k0)®

pues a0 puede dar esn forima a la constante arbitraria; ¥ esta ecuncidn puede
escribirse asi:
dy

— =ds .. kx - € = are sen {¥,/¢)
kel —uy

Resulta, puecs, la integral genernl:

y = o.8en (ke -+ G

A este mismo resultado llegaremos por otro camine en la leecidn préxima.
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Eeunaciones 4" — f(¥, '). — Lia misma transformacién anterior,
que consiste ¢n adoptar ¥ como variable independiente conduce a
una ceuaeion de primer orden respecto de la funeién ¥ :

w.dy = [(y, ') dy

que, s1ose puede integrar ,expresa ¥’ = ¢, ¢); e integrada esta
nueva ecnaeion de primer orden, resulta la funcion ¥ con dos cons-
tantes arbitrarias.

EJEMPLO. — Curvas en gue el radio de eurvatura es propercional a Im
normal.

Resultan todas las circunferencias simétricas respecto del cje z.

Feuaciones y” = f{x,¥'). — Adoplaremos ¥ — z como funeién
inedgnite vy se transforma en la ceuacion de primer ovden
2" = [(x, 2); si se sabe integrar ¢sta, resulta 2 funeidén de x con una
constante arbitraria; y resultard otra al integrar z para despejar y.

En particular, si la ¢euaeién dada no eontiene x, siendo del tipo
¥y’ = f(y") la ecuacion de primer orden :f== f(z) se integra sepa-
rando variables.

FJeMPro. — Obtener las curvas cuya curvaiuri os constante en todes sus
puntos. Lo ccuncitn so integra may fhciimente econ el cambio de variable otili-
zado ¢n ¢l pidrrafo siguiente, y resultan todas las cirecunforencias.

Nota. — Por 8 el lecetor observa In ausencin del tipe 3" = f{x. y), con-
viene wdvertic gque sun en efsos tan sinples como ¥" = ry, ¥ =2y, ... s0
wtegraeidn exige yeeurses e Anfilisis superior, pues y oes soma de onn fun-
cidn de Bessel v nna de Newmann, En eamlin, es muy- elemental ¢l tipo
¥ = ay - polin, en x. '

310. — Ecuaciones lineales de coeficientes constantes.
Se laman lineales las ecuaciones de la forma:

ay” 4 by’ ey =0 [2]

Si los eoclicieutes son funeiones de x no se pueden integrar
elementalmente, sino por serics, que dan orizen a funciones nuevas.
Si los coeficientes son constantes, ensayemos como integral par-
ticular la expresion g == "™ ¥ vemos que la condicidn neeesaria y
saficiente que debe compliv v parn que satisfagn o 1a cconaciéon es:

gr® e |- br.oot feet =0 o sea:  ar*4br+c=0 [3]

es decir: la expresion y = ¢'* ¢s una integral particular de la ecua-
eién si r es raiz de la ecuacidn algebraiea [3], Hamada caracleristica.
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Llamando r,, r, a las dos raices, cuando ésias son distintas, ob-
tenemos infinitas integrales por las férmulas: c¢,.en® y c¢,.en, perc
por satisfacer cada una a la eenacién, también la suma es una in-

tegral, luego: Y=, .enF 1 c,.ene [4]

es la integral general, ya que fijados a,, ¥ ¥ tenemos dos ecua-

ciones:
Yo ==C,.€% %o - C,.8" %

Yo =10;.7.€MT0 | Cy. 7. 80 T
que determinan una integral particular, despejando ¢,, ¢c., ya que
el determinante del denominador es:

a7 Ty €7z Ty
T €M% 1, E%: %
¥ separados los factores exponenciales, queda:
ro— 1 == 0.
PriMER cag0: Raices reales distintas. — La curva tiene una
rama y se extiende indefinidamente con un solo miximo o ninguno.
SEGUNDO cAS0: Raices imaginarias. — Aunque la expresién [4]
fué definida suponiendo reales las raieces, veamos si en el caso de
raices imaginarias-a == iff, podrd utilizarse para élL
Recordemos del Algebra las definiciones:
etf — cosf} - isen b
e 8 — cos B —isen fB.
5B w8 piB = % (cos B i sen )
€94 o g%, 1P == 0% (coS B — 7 sem B)

la expresién [4] se transforma en:
oy = (e, 4 ¢,) e . cos Px | i(¢c, — ¢,) €97 .sen Pz

¥ llamando A y B a los coeficientes reales o imaginarios, resulta la
integral general:
Yy == e%% [ A cos fz 4 B sen fx] [5]

si en esta férmula damos a A y B valores reales arbifrarios, obte-
nemos infinitas integrales de la cenaeion dada ().

(*) B8in necesidad de utilizar mimeros complojos se ve directamente que
{5] es la integral general, puea junta con la ecunacién
' = ae** [4 cos fr -|- B sen fix] -}- fe®  [— 4 sen fx - B cos fx]
o sea: ¥y = ay + fear [— A sen fz 4 B cos fz]
determina 4, B, fijados x, ¥, ¥, ¥a que el determinante de los coeficientes,
previn gimplificacidén, vale 1.
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Nora. — A esta expresién puede dirsele otra forma, eligiendo
un dngulo ¢ definido por las relaciones
A=C.senfep , B =C, cospy

de donde € — /A% -|- B2
¢y — Ce2r [sen (g cos P - cos g sen pat
O s508
y == Ceo= sen f(x + @)
donde las constantes son € ¥ el dngulo .

Caso particular. — Si es b =0, es deeir, si la ecuacién se re-
duce a: y” -} cy == 0, la ecuacién caracteristica es:

r*4ec=0, r.,-.ii\_./c
¥ la integral se reduce a:
y = Csen f(x + @}
gue es una funeién armoéniea.

TERCER Cas0: Raices iguales. — En tal caso s6lo tenemos una
integral particular: ¢=, de la que deducimos infinitas por la foér-
mula: ce™ .

Otra integral es: y = we™s, pues resulta:

y’ - rr e't 4 ers

Yy = r?ze’T 4 2revv

¥y sustituyendo en la eenacion se verifica:
(ar* 4 br 4 e)xe™ 4 (2ar -} h)es =0

pues ambos paréntesis se anulan, ya que r no sélo es rajz de la ecua-
cién caracteristica, sino que también anula a su derivada Z2ar D
por ser raiz doble. La expresién:

iy = Cers - O zer=

es la integral general, puesto que se puede con clla satisfacer a con-
diciones iniciales arbitrariamente dadas (*®).

(") XYn efecto, el sistema:
Cers, + C'mp €75 == ¥
Crerey + G (wo rer®s - 075,) = ¥’y
tiene solucién, pucsto que el determinante de los coeficientes es distinto de 0.




896 ECTACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

311. — Ecuacién de los movimientos vibratorios.

Estudiemos ol movimiento de wn punto sometido a una fuerza atractiva,
desdo un punto fijo O, cuando Ta fuerza es proporcional a la distancia, Tal su-
cede, por ejemplo, con un punto sujete o © por una goma o un resarte anflogo,
euyn fuerza, entre ciertog limites de clusticidad, es proporcional a la distancia

La ecuacidn del movimiento es:
¥y =—"Fky o sea: ¥ kg =10
llamando %2 o la constante de proporcionalidad.
La ecuacifn caracteristien es: r2 - k2 =0 ¥ la integral general:
y = gtkt | gtik —= A cos kit -}- I sen e,
Hi en ¢l momento inicial el punto tiene lan sbacisa e ¥ Jo velocidnd nula,
t las condici iniciales:
=a, BEk=0 o donde B=10

¥ la ecuacidn del movimiento es: y = a cos ki
Luego ¢l movimiento ¢s periédico, con periodo: 2wm/k y fase nula. La gré-
fica que lo represente respueto de los cjes t, 4, es wue cosinuecide de awmplitud a.
Estudiemos ahora ¢l caso genernl. 8i hay rozamiento: 24 %' proporcional
a la veloeidad ,con un factor de proporcionalidad 24, (eomo sucede, por ¢jem-
plo, aproximadamente, con €l movimiento en el aire o en otro medio resisteate
cualquiera) In ccuacién del movimiento es:
y'=—rkty—Zhy 0 Bca: ¥ 2hy k=0
1a ecuacidn earncteristica cs
242 Rkr=0 [, r=—h% Viz—}F
PRIMER cAS0: Rafces imaginarias. — Llamando
A=z —Hhz r——hxaVA
La integral general cs:
y=eM[dcost VA Bsent vV A].
8i las condiciones iniciales son: t =0, ¥y =10, %" =0, como sucede on el
enso del punto aband lo a la atraeccién de un resorte tenso, resulta como
antes:

B =10, A=a, y=—=ehtacost VA
que representa un movimiento amortiguado, cuya amplitud inicial ¢ disminuye-
y tiende a cero al crecer .
SecuNDo CAS0: Ralces reales distintas. — La ecuacidn esracteristica tiene-
dos rafces reales r, v, y la ecuacién del movimicnto es:
¥ = C.eryt 4 ' .eryt
¥ =rC.ent -t rC.ont
Las condiciones iniciales exigen que sca:
C+C =a; Cr,+Cry=0
aa donde se despejan € y C'; y seghn los valores de & y & resultard una curva.
distinta, pero siempre apeﬂddm ¥ que para t — oo se aleja indefinidamente.
TERCER CAS0: Rai g — Ent es: H=r,=—h
La integral general ea:
Yy=Ceht L C'eht —ead(C-}-C'¢).
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312. — Ecuacién diferencial de la linea elastica.
La ceuacién do la linea elistien es, como so explieé anteriormente:
ay .
- == flxYde,
L]
1+ y2) 2
separando las varinbles o ¥ 2. Para integrarla ponemos: y’ =gt
1 g'2=1/c082t ; dy =difcoszt
¥ la ecuacidm so reduco a: cos {.df = f(x).dr.
Integrando resulta: sent = f f(z)dr - € = q ().
Despejando ¥, por sor
¥ ==ty = sen f/ 20 L
resultn cu definitiva:

e iz
T V1—ga)
= W o oo
¥ = f\”_{p(x): de + O,

qua ea I cenacién exacta de la linea clistiea, pere cuyn integracion sdlo se
podri hacer clementalinente en casos muy espeeinles, :

Por ejemplo: enande f{r) — eonstande = 1/r ¥ enpouniendo € —= 0, enton-
ecd resultn:

H=— Vrt-—an
(y— )2 j-r2 = r2,
que vg una circanferencia de radio v, como era de esperar.

Comparacion de la solucidn cxeclta y fa aprorimada. — Conviene llamar lo
ateneidn sobre el entfeler aproximade gque ticne In solueidn dada en (149) al
problema de la linea eldstica. Para probar ln diversa forma que resalta parn
la linen clistica segdn sc haga la integracién de la eccuncidn exacta o de la
aproximada, consideremos el easo de upa vign apoyada en sus extremos eon
dos pesos iguales cquidistantes do ellos. Las renecioues de los apoyos son P
Aplicado el método sproximado olli expuesto, resulta una curva compucsta de
dos arcos de purdbola etbica ¥ un arco de paribola de segundo grado.

En eambio, si tomames lo ceuacidn exactn ,resultn entre —a ¥y 4 a:

Mix) =PI,
luege r = constante, es deeir, el trozo de linca elastica entro — g, + o es un
arco de circunferencin. En el intervalo (a,b) ev M{x) = P.x y resalin la
integral eliptiea.

EJERCICIOS
1. — Estudiar el movimicnto de un paracaidas, euya ecuacidn es
¥ =y — ky"
2. — Hedueir al primer orden la ecuncién del péndulo a” 4 h.sena = 0.
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313. — Teorema g al de existenci
Dada una eeunacion diferencial de orden n:
Fla,g,00y" ... y™) =0 1}
supongamos que despejando ¥ queda determinada
g =f(@ Yy L y) (2]
como funeidn uniforme de o, y, 4" .... y"*; enando resulten va-

rias funeiones uniformes se estudia cada una por separado. Por de-
rivacion de lan expresion |2] se van ealenlande las derivadas suece-

sivas yi= !,y eomo funciones de x, oy, 0 ... gl
Fijados arbitraviamente los valoves:
yu, y’ﬂ, y,’n LA S B l?'rfll"-lJ
wue corresponden n oo = x, podremos, pues, calcular los valores
W' a0 oL de todas las derivadas en el mismo punto x,

¥ el valor de y correspondiente n cualquiera de & viene dado por
la serie de Taylor:
Y=y + (& —z)¥o + LYol —z) ¥+ .

Se demuestra en los tratados de Andlisis que esta serie conver-
ge (si la funeidn [ es desarrollable en serie) y por tanto define en
un cierto intervalo una funeién y — @{x) que satisface a la cena-
cibn diferencial. Lmego podemos enunciar:

8i en una ecuacidn diferencial de orden n la derivada y'™ es
funcidn analitica wniforme de x, 4,y .... ¥y, hay una funcion
ye==q(x) y sdo una que salisface a lu ccuacion diferencial y que
para el valor dado = = «x,, ella y sus derivadas h(tst‘a la y'"* toman
los valores prefijados: yo, ¥o . ... Y™

Por tanto; si encontramos una funeion: ¥y =@z, ¢, C, ... Cy)
eon # constantes arbitrarias gune satisface a la ccnaeién diferencial
y gue cumple la condieién de que fijados valores cualesquiera
T, Yoo Wo - - -« Yo' 7, se pueden elegir las constantes de modo que la
funeién y sus # — 1 primeras derivadas tomen estos valores prefija-
dos, resulta que toda integral de la ecuacién gueda ineluida en la
férmula y = ¢(z, C,, C, .... C,) dando a las constantes valores con-
venientes, y esta formula constituye la inlegral general de la ecuna-
eién diferencial.
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314, — Ecuaciones lineales con coeficientes variables.
La ecuation difereneial lineal de orden n con segundo miem-
bro es del tipo: i}

Po(ax) .y + Py(x) .y o ... 4 Pay (2) .y - Pu(2) .y == @ ()

donde P,(x), P,(x) .... Pu(z), @(x) son, en genecral, funciones
de z. :

En particular, es interesante el ecaso en que careee de segundo
miembro, o sea Q(x) =0

Py(). g™ P (2) .y D ... b Po(2).1f -+ Polz).y =0

Iista eeuacion homogénea tiene las propiedades sigunientes:

1o Si %, es una integral particular, también lo es ky,; pues
al sustituir ky, en vez de y, el primer miembro queda multiplicado
por k y por tanto sc anula.

2° Si ¥, ¥ son integrales gde la eenacién también lo cs la
suma ¥, - #,, pues las derivadas suceesivas de la suma, son las su-
mas de las derivadas sucesivas de las runeiones ¥, e ¥, y el valor
que toma el polinomio es suma de los valores que toma para #,
y para ¥, es deeir 0 -)- 0=0,

Por tanto, conocidas n integrales particulaves ¥, %, .... ¥n la
expresién: ¥y = €, y, + C,y, - .... =4 Cy ¥y, es también una inte-
gral de la ecuacion. Mas, para asegurar que es la integral general,
serii preeiso demostrar que se pueden determinar las constantes de
modo que y y sus derivadas tomen los valores iniciales; es deeir,
para eada valor de = han de tomar los valores correspondientes pre-
fijados: o, ¥ - -« Y™ (*).

{*) Estas condiciones son:
Coy +Cays e S+ Cntin =¥
Cyy+Catat v, e WA=

Cp 3401 o Cp =12 -, o O py (9710 = g, {n=1)
¥ podrf asegurarse que hay un sistema de constantes C,,C; .... Cp que cum-
plen estas condiciones, si el determinante del sistema:

yt Fa  ecvccanns s Un
¥ Yy cvvsarrsnnas y:'..

j y,"'-l’ yl(u-l) ciaena Ypin-1?
ea distinto de cero para todo valor de . Este determinante suele llamarse Wrons-
kigno de las n funciomes #,%: .... ¥n; ¥ cuando se cumple ests condieién
W =0 las n funciones se llaman lnecalmente independientes.
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Si la ecuacién tiene segundo miembro @ (x) y es ¥y — () una
integral particular, si se hace la sustitueién y = @(z) + ¥ como el
primer sumando da al primer miembro el valor @, el segundo debe
darle el valor 0, es decir, debe satisfacer a la ecuacién sin segundo
miembro. Por tanto: se¢ obtienen todas las integrales de la ecuacidn
completa sumando a la integral particular ¢(x) la integral general
de la ecuacidn incompleta. La integral general de la eeuacién com-
pleta es, por consiguiente:

y=glz) +Cy, +Cotz+ ... . +Catn.

Nora. — Las ecuaciones lineales de coeficientes varinbles no son ,en ge

neral, integrables por funeciones elementales y dan, por tanto, origen, a nue

wvaa funciones que se presentan con freeuencia en Fisica. Asf, por ajemplo, dads

la ceuacidn de Bessel:
Y+ ySrty=0

y=ay t+az | ax? 4+ ...
o identificando los coeficientes de ambos miembres resultn econ cfilculo sencillo
la funcién siguiente: a, [1— z2/(2.2) +2%/(2.4)2— ....].

La funcién entre paréntesis tiene frecuentes aplieaciones y se llama fun-
cidn de Pesscl de orden cero representfindose por Jo(z). Nétese quoe para =10
glo puede darse arbitrariamente ¥,c=d, pero no ¥, como sucede, en genersl,
con las ecuaciones de scgunde orden; en esta ecuacién la derivada ¥, es siem-
pre mula ¥ el teorema general nmo es aplicable porque la expresién y'/x tiene
el punto singular x =0.

ge integra poniendo

315. — Ecuaciones lineales de coeficientes constantes.

Ante todo veamos algunos tipos con 2.° miembro @{(.r) quq per-
miten obtener ficilmente una integral particular de la ecuacidén com-
pleta:

1°) 8Bi Q(x) es polinomio de grado 4, ceeribase y = polinomio de grado g
con cocficientes indeterminados que se calenlan identifieando ambos miembros.
8i en In ecuacidn faltan los tltimos & términos, deberfi ponerse y— . (Pol.
de grade q).

2} Si Q(2) es producto do ebr por polinomio, péugnse en vez de y una
expresitn del mismo tipo.

3.°) Bi @Q(x) =ehe(d cosar 4 B eon ar), también y es del mismo tipo,
con coeficientes que se determinarfin por identificacién.

Sea la ecuacién de coeficientes constantes:
Yy 4Py oy L ey =0

Generalizando ¢l método seguido para las ecuaciones de segundo
orden pongamos: i = e"? y ¢l valor que toma el primer miembro es:

ers(re - p, ¥** - p, rn-2 + i T Paar+ pa) =0
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PPara que ¢ satisfaga a la ccuacién bastard, pues, elegir el

exponente + de modo que sea raiz de la eenacién de grado n:
e T e A Py T Pa =0,
Hamada ecuacion curacteristica de la ecuacion diferencial.

Calenladas sus o rafees tenemos la integral :

=0, e Qe +— .. =0, &'n",
que es la integral general (*).

Las rafees imaginarias conjugadas: r, m= a7, r, =o—fi
dan origen a dos exponenciales: )

O, etosB)s | O, gla-flda
que agrupadas como se hizo en el caso de la eeuaeidn de segundo
orden dan una expresion :

&2#{ A cos b - B sen fixr)

Si la raiz ¢ es maltiple {por ¢j.: doble) el niimero de integrales
particulares queda disminuido, pues dicha raiz nos da solamente
e, pero es facil ver que también la funeidn: z e™ es en este caso
integral, pues se licue:

T Y
y' = el _i_ gre

,y” —_ 2 €Irere + 2.,- ere

Y=ty g -— -l pre
sustituyendo resulia:
etr(en - p ot -l L )

deerr(nrnt 4 (e — 1) 2P P )

¥ como la raiz » no silo satisface a la ceuacidn caracteristica, sino

(*) Bl lector puede comprobar quoe el wrowskinno de cstas n funcioncs:

T, 0T ... €TpT U8:

MY () (1)
{(rg— 7)o {n—

segin so demuestrs en Algebra, (ver p. ¢j. nuestro Anflisis algebraico, p. 246,
2.* ed.}. Bi todas las r, son distintas, ca por tanto ¥ =0,
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también a su derivada (por ser raiz doble) se anula ¢l paréntesis y
por tanto x e™™ cs también integral de la ceuacion diferencial.

Mis general @ 85i » es raiz miltiple de orden m, no sélo e’ es in-
tegral de la ecuacion, sino también: x e, z*e™~ ..., x™ ' ¢™, como
puede comprobarse con edleulo anilogo. Por tanto: cada rafz mail-
tiple de la ecnacion earvaeteristica di m integrales partieulares de la
ccuneion diferencial, ¥ ¢l niimero total de integrales particulares que

obtenemos cs siempre »n.

318, — Ecuacién de la viga apoyada en toda su longitud.

Se admite que Ia reaceién del suelo es proporcional al hundimiento y, es
decir, igual a — 41y, siendo B4 un coeficicnte positivo, que depende de la na-
turaloza del suclo.

Dada la funeion do eargas y = p(x), la cenacidn de Ia linca clistiea es,
pur tanto (poniendo KI =1, o suponiéndolo incluido en la comstante y en Ia
funcidn do eargn) :

yv - iy = pla)
Lo ecuacidn enracteristien es:
Mokt =0 de donde r=hkvZv—1
¥ ecomo el mimero — 1 tiene 4 raiecs, se tienen los siguientes valores de r:
r=k{(1+1) ; rr=k{l—i);
o= k(—1-F1) ; r,=k{(--1—4};
luego In integral general de ln cenacidn incomplota sz
y = (A.coa kr +- B.sen ka)eks |-
-+ (C.cos kr 4 . sen kxje-ks

8i ln funcién de carga es de primero, segundo o tercer grado en &, una in-
tegral 'de In ccuacién completan es evidentemente y = p(x) /&4 que sumada
la expresién anterior da la integral general de la ecuacién completa. Con las
condiciones inicinles y* =0, ¥ =10, en ambos extremos, quedan determina-

das Ins cuntro constantes A, B, C, D,

EJERCICIOS
1. —— Integrar las ccuaciones de los tipos siguicntes:
yn=/f(x) . wyr={[(y, )
2, — Integrar la ecuacién difercneial (89) que resulta al obtener los vér-

tices de una curva. (Addptese como variable independiente y' = t}.
3. — Calenlar ln integral particular ¥ In general de lns ceuncionea lineales.

siguicntos:
¥4y =eosr gy by = wen
(Soluciones particnlares:  Lhr osena; -— W L cos T).
¥ — 2y 4y = Do

(Bolueiin particolar: r2es),
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317. — Significado geométrico de los sistemas.

Asi como una ecuacién diferencial con una sola funeién inedg-
nita ¥ de una sola variable independiente a representa una familia
de curvas planas, un sistema de dos ecuaciones diferenciales

Dle, oz, y2 ... ) =0, Wie, 2,42 ....) =0,

que relacionan dos funciones inedgnitas ¥, z, de una misma variable
independiente x eon sus derivadas sucesivas representa una familia
de curvas alabeadas ,pues eada par de funciones y = f(x), z == q(x),
representa una eurva referida a los ejes x, ¥, 2.
Refiviéndonos para Fijar los ideas al easo de dos eenaciones de
primer ordon, sean cstas:
¥ =glx, y,2) =z y2) (11
sistemna que sucle eseribirse en forma simdétricea
dx dy dz
- i 2
Y(v,0)  Z(nu.2 i

pues de ésta se pasa a la anterior Haneindo ¢, W a los coecientes de

Xz, v, 2)

Y, Z por X, Las funciones X, Y, Z definen un campo veetorial,
Sserito en esta segunda Yorma, expresa la propiedad  geomi-

tr
cada punto ¢l veetor (V, ¥V, Z) corvespondiente, pues los cosenos
direetores de la tangenfte son propoveionales o e, dip, dz. Bs deeir:
las eurvas integrales son las lineas e fiterza del eampo vectorial.
Ahora bien: dado éste arbitraviamentie ;existen tales lincas de fuer-
za, envolvenies de sus vectores? Asi resulta del teorema siguiente
de existencia que vesuelve este problemna, planteado en (283,

a0 de gque foda curva que o satisfaga tiene como tangente en

318B. — Integracion de los sistemas d= primer orden.

Fijado el punto inicial (x,, ¥, z,) en ¢l eampo en que las fun-
ciones @(x, i, 23, Wi, ¥, 2) estan definidas v eavezean de singulari-
dades, las derivadas y’, 2, en ese punto estin dadas por las mismas

”

ecuaciones [1] y derivando se ecaleulan y”, 2”; mediante x, ¥, 2, »°, @',
“ue ya estan caleuladas para dicho punto. se obtienen y”,, =7, ete.
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Conocidas asi todas las derivadas de y para z =z, queda deter-
minada esta funeién por la serie de Mae-Laurin y lo mismo la z.
Queda por demostrar la convergencia de ambas serics en un inter-
valo de x v ésta es la parte diffeil de la demostracién, que puede
verse en los tratados de Anilisis. Admitida esta convergencia, re-
sulta el teorema fundamental:

Por cada puntov (&, Yo 20} (que no sea singular para alguna de
las funciones ¢, ) pasa una curve inlegral y solo una. Lo mismo
puede decirse del sistema [2]. a condicién de que no se anulen si-
multineamente X, ¥, Z en el punto clegido; basta que no se anule
una, p. ej: Z (2, ¥a Zo) == 0, pues adoptando z eomo variable inde-
pendiente las ecnaciones adoptarian la forma

=0z, ¥,2), ¥ =y(z19,2),
¥ estas funciones ¢, vy, no se hacen infinitas en el punto elegido.
1Un sistema de curvas tal que por eada punto (x,y,2) pasa una
sola se llama una congruencin de curvas; podemos, pues, expresar
el teorema dieiendo que el sistema [1] o el [2] representa una
eongruencia.

Reciprocamente: una familia de curvas doblemente infinita, es
decir, con dos parimetros o, §, es una eongruencia si por cada pun-
to pasa una, es decir, si a cada terna x, ¥, 2z, corresponde un solo
par o, f, que determina por tanto una sola curva; es deeir: si se
pueden despejar a, 3, en la forma

u(x, 3},2) = vz, Y, 2) ='=ﬁ

Il sistema de eenaciones difereneiales gque representa esta eon-
gruencia se deduce inmediatamente diferenciando

we.de + u'y. dy + we . dz =10
va.de 4 vy.dy - v..de =10
de donde se despeja:

dz ay dz
Wy V' — Uy Wt —wWet!s Wat'y — Uy Va
EJEMPLO 1. — Todas las rectas que pasan por el origen tienen las ecua-
ciones
r=uor , ¥=4pf
de donde dz = gdz , dy=fde

dz dy de

x u 4
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La climinacién de los parfimetros entre las ecuaciones y sus diferenciales,
que arriba queds hecha por la sola diferemciacidn, a causa de estar despejados
o, fi, s ha hecho aqui por divisidn.

FJeMpPLO 2. — Todns las reetas paralelns n la  — as, ¥ = bz, tienen las
ecuaciones ’
r=as-ta , =bzx1f
de donde drx=ad: , dy= bd:
dx ay ds
s 5 1
La eliminacién ha quedado heeha por lu difercnciacién, Ie aqui, pucs, las
i diferenciales do la congr in de rectas paralelas.
319. — Sist de iones lineales de primer orden.

Son los sistemas de integracién mds sencilla; el méis simple

es del tipo siguiento:

Yt + a2+ py

F=aq+ g+ s

donde los coeficientes son, en general, funciones de la variable in-

dependiente @, 8i ¥, Z es una solueion partienlar del sistema, las

diferencias - Y, z — X satisfacen al sistema que llamaremos
honmogineno

Y=Yt Pz
2=+ gz
¥ basta obtener la integral general de éste. Bs decir: la solucidn
general del sistema no homogénco se forma sumando una solucidn
particular a la solucidn general del sistema homogéneo,
Estudiemos especialmente los sistemas de eeuaeiones homogé-
neas con coeficientes constantes v ensayando solueiones del tipo:

y=uae'" , z= g

que sustituidas en el sistema conduncen, después de simplificar, al
sistema de ccuaciones algebraicas lincales:

ar = p,a + p.g (7 Mat pg=0
ﬂr—l ffu“+9'gﬁ (I|<I+ [q:i e ’).3“0

Condieion de compatibilidad es {n anulacion del deferminante
de los coeficientes, o sen:

(py— 1) (g 1) g, by

ecnacion de 2.° grado gue determina une o dos valores de »; supo-
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niendo gue sean distintos, eada uno determina un sistema: de so-
luciones v la suma de ymbos es la integral general.

Faexmrro, — Hen el sistemn Jde orunciones homogéneas:
W=y -4 , f==E
il sistemn e ecnaciones algebraieas earueteristions es:
[TORE N TR i 1—r 4
=10
fr=2ua--0 i — U ¥
— .
como lus raices de esla ccuncidén r2 — 9 = 0 son -~ 8 y — 3, las soluciones corres-
pondientes son fi = % n. f = — w ¥ la sulucidn general del sistema propuesto:

FT= BT e gt
r= 14 gFrir — g e-ir
Il caso de ralees iguales se resuclye obteniendo la 2.* solueién del tipo zers.
CAso GEXNERAL. — Consideremos por ¢jemplo el sistema:
' =+ Py - Pz Py
Y =0T -y s dy
& =8% + sy - 87+ 8,
donde los coeficientes pucden ser constantes o también funciones de t. Este sis-
tema representa una congruencia de ecurvas on forma paramétrica.
8i las ecuaciones lineales son homogénens ,0s deeir:

Pu =t =35, ="=0

tionen las propiedades andlogas a las ya cestudiadas en el caso de una sola
ecuacidn :

1.2 Bi x,y, = es una integral del sistema también las funciones Hx, Ky, Ha
satisfacen al sistema. Las curvas son, pues, homotéticas respecto del origen.

22 8l (2,45 ¥ (Ty ¥, F) son dos integrales del sistema, lag funciones
(£, 4 5y ¥ -+ ¥, &1 - 2) tambifn satisfacen ul sistema.
Bi los eopficientes son constantes, so obtienen integrales partienlares del tipo

Fr=gerf, ¥ = ferf, = yert

debiendo satisfacer r a una ecnacién algebraica de tercer grado eada una de
cuyas rajecs determina los coeficientes o, B, v; ¥ lus sumas de estas integrales,
multiplicadas por tantes arbitrarias, también son integrales.

Cualesquiera que sean los coeficientes, derivando respecto de ¢ dos veces,
r‘ue;;tan seis ecuacioneg lineales; #i eliminamos entre las nueve ecuaciones las va-
rinbles:

P T P T e
resulta una ecuacién lineal em £ de tercer orden:
Az 4+ Ba” - Cr' = D

sstituida la funcién calculadn x em las ccuasciones segunda y tercera tenemos
un sistema de dos ecuaciones que determinan: w, 2.
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320. — Sistemas de ecuaciones de 2° orden.
Un sistema de des ecnaciones de segundo orden es del tipo:

w' =z, y, 2y ") 2 =z, y, 2,4, 2)

¥ para deferminar cada eurva integral puede darse arbitrariamen-
1€ &g Yoy Zor ¥ ademis 3'g,.2%, s deeir, un punto y su tangente; con
estos datos inieiales quedan determinados y”,, 27, ; derivando se calen-
lan y',, 2", ete.; ¥ la formula de Mae-Laurin determina las dos
funeciones y, z, de «x; la integral general contiene, por tanto, cuatro
constantes arbitrarias y reeiprocamente toda familia de enrvas eon
cuatro parimetros (dos en eada cenacidon) se puede representar por
un sistema de eettaciones que se dedueen derivando eada una dos
veees y climinando los enatro pariametros; o bien, si una ecuaeién tie-
ne un parimetro ¥ tres la otra, habrd que derivar rada una tantas

veees ¢como parameiros tenga ¥y resultard un sistema con eenaciones
de ordenes distintos.

Edemrro 1. — Las cenaciones de todas Ias rectas no paralelus al plano
¥, = son: y=uaxr -} b s=or+d
¥ derivandoe dos veees resulta el sistema y" = 0; ¥ = 0.
EarmrLe 2, — Todas las cireunferencias horizontales de radio fijo (es de
eir, vituadas ¢n planos paralelos al z, %) vienen expresadas nsi
2= (g—a)2 4 (y—Db)2=a2
drrivando una vez In primern y' dos veees la segunda resulta el sistema:
Ty =0 2= (1 4 ')z ye
_ BEJEMPLO 3. — 8i las cireunferencias son de radic eualquiera, hay que de-
rivar uni vez miis la segunda ecuacidm y simplificando resulta ¢l sistema
=10 ¥ (1 4 y'2) = 3y ¥

321. — Las ecuaciones de la Dinamica.

Los problemas de Mecénica de una sola di ién, que 1 considerado
en las lecciones anteriores, conducian a una sola ecuaci6n diferencinl, pero, en
general, condueirdn a dos o tres, segdin se trate del plano o del espacio; las
funciones incdgnitas son las coordemadas varigbles del punto mévil en funeién
del tiempo; pues las ccunciones del movimiento se obiticnen jgualando a las
componentes de la fuerza las componentes de-la uceleraeién multiplicada por
la masa del punto mdvil ,es deecir:

L J— L N —
mx” =X, my'= me" = Z
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donde lns componentes X, ¥, Z son funciones de t de z,9,2, ¥ a veces también
de las derivadas z°, ', £ componentes de la velocidad. y

Taw el ease mhs olemental en que las eewaciones son independientes, s
decir, si en eada ecuacidn sdlo figura una funcién desconocida, se integran por
scparndo las diversag ceuaeciones. Tal sucede en el ejemplo gue sigue:

Movimiento de un proyeeiil en ol vacio. — Las ecunciones son: m.z" =0,
my" = -—— gm, que integradas separadaimente don:
z=al 4+ a" |, y=—=—logiz-bt 4 b
Candiciones jnicialea: ¢+ =0, x =0, y =0, de donde: @' =0, ' = 0; por
tanto las eccnaciones del movimiento son
= af Y= —- Lotz - bt

wmimde (o, b lna componentes de 1o velooidad indeiall
La curva trayectoria resula eliminando ¢ v resultn wna paribola que pasa
por 0. Fl segundo punto interseceién con ol cje a rd el de abscisa x = 2b/g.
8i hay rozamiento proporeional n la veloeidad, aparceen cn las ecuacionocs
nuevos 1érmines en o', 33 ¥ Ias ecnaciones lineales se integran como se o%-

plied en los phrrafos anleriares

Maovimicnto gravifatorio. — Ile aqui otro cjemplo importanie, en que la inte-
gracion se hneo por simplificaciones especiales, Dadas dos masas M y m que
so atraen por la ley de Newton, el movimicnto relative de m respecto de M
tiene por cewaciones, adoptando njcs que pasan por M:

mr” = — .k Fmxfrs; my~ = —kMmnysrz; ms" = —FEMmc/r3

o abrevindamente:
= — Nrsr oy = — Ky/rit; z%:=— Kz/r3,
Combinando las dos primeras resulta:
xy” —yx" =0 @ integrando =ale: =y’ —yz' =0,
pucs In derivada de dsin es aquélla. Andlogamente:
ye' —ey' =C; , oW —ur =0,
Multipliecando por 2,2, %, ¥ sumande, results:
Cax 4 Cyd-Ciz=0.

ecuneidn de un plano que pasa por M. DPor tanto: ET meovindente de m respecto
de M sze vevifica en un plano que pasa por M.

Tomando el plano del movimiento como xy, el sistema se reduce a la ecus-
eifn

zy —yr =0C

en que ¢l primer micmbro s In derivada del Arean A del seetor, respecto dek
tiem po.

Resulta asi: I.a velocidad areolar del radio veclor es econstante,

I i das polares se integra la ecuacidn ¥ resulta que Ja tra-

a I:luul
yectorin es una ecénica de foco M.

322, — Reduccion del sistema a una sola ecuacion.

Dado un sistema de ccuaciones diferenciales que ligan las fun-
ciones z, ¥,z de la variable independiente {, con sus primeras, se-
gundas, tereeras, ...., derivadas, para reducirlo a una eeuacién di-
ferencial con una sola funcién desconocida = se derivan las ecua-
eiones un ntmero suficiente de veees para poder eliminar entre las
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ecuaciones dadas y las asi obtenidas, las funciones ¥,z v sus deri-
vadas, resultando una eceuaeién diferencial :
Fit, o, 2, 2" ... )=0

que una vez infegrada determina x y «e esta funeién se deducen las

otras. Apliquemos este método a un ejemplo.

EJgnrio. — Tn la teoria del péndulo de Foucault se presenta el sistema:
¥ — Zay' -} hxr = (1}
§" + 2ax' | by = 2]
Derivande dos veces In ecuacitn [1] ¥ una vez la ecuacidn [2] tenemos:
X1¥ — Zay'” |- ba” =0 141
¥ A4 2ax” S by =0 I5]

Eliminando %™ entre [4] v [5] resulin:
v (det 4 By - Zaby =0
Eliminande »" entre ésta y [1]
v - (dat 4 262" B =0
que £s una eenaeién diferencial lineal de enarto orden sin segundo miembro y
con cocficientes constantes.

Resuelta esta cenncidn modiante e cenaeion

carncteristien, que es bicua-
dradn, da enntro rale

HT Py, — ¥y, T, — T, luego:
z=0Cer1f | Coeri 4+ Cyerzt L C erzt

y ool valor de ¥ se despeja de [2]

JESRREE

asustituyendo ¥” por gu valor:

sacade de la cenacion que so obtiene dirivandn In F13

FEJERCTOIOR

I, — Tntegear el sistema de ecuariones;
=g g N, =" -Lx"
(Elhminanmde g eesaltn: v — 277 L 2" oy,

2 — Integrar los cenneiones de Poucanlt, sabicndao que los coeficientes son:

g/t

designando ¢ la latitud, w = 0,000073 la velocidad angular de la rotacién te—
rrestre, T la longitud de] péndulo.

a=w.seng , b
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ECUACIONES LINEALES EN DERIVADAS PARCIALES
323. — Definici y taci

Se llama ceuacién en derivadas parciales a toda ecuacién di-
ferencial que relaciona una o varias funciones de varias variables
independientes, con sus derivadas parveiales respecto de éstas. Va-
mos a estudiar solamente lag de primer orden eon dos variables in-
dependientes x,4; si z es la funeidn deseonocida de x,v, y para
abreviar llamamos p y g a las derivadas

2z oz
2r oy

la ecuacién diferencial en derivadas pareciales de primer orden es

del tipo
F(xz,y,2,p,q9) —0.

La ecuacién se llama lineal cuando p y g figuran en primera
poteneia sin multiplicar entre si, es deeir, toda eenaeién del tipo:

X(zyz).p +Y(ey,2).q=2Z (e, y,2) [1]

Asi como las eeuaciones diferenciales ordinarias de una sola
variable independiente resulian engendradas por las familias de eur-
vas en ¢l plano, las ecuaciones en derivadas parciales resultan de
las familias de superficies. Vamos a estudiarlas v clasificarlas.

324. — Generacién de superficies mediante curvas.

Una superficie estd engendrada por una curva que se mueve;
pero como al moverse varia, hay que definir lo que se entiende por
movimientos de una eurva. Supongamos dada una ‘‘eongruencia’’
«de curvas, o sea una familia ‘‘doblemente infinita’’ de eurvas, es
-decir, dos eeuaciones w(z,y,z) =—a; v(x,y,2) —f con dos pard-
metros arbitrarios a y . Si imponemos alguna condicién geométri-
ca que ligue estos parametros por una cierta relacién @(a, f) =0
la familia se llama ‘‘simplemente infinita’ o ‘‘haz de eurvas’’ y eli-
minando @, B entre las tres ecuaciones resulta una eeuacién

¢[ﬂ'.(.?‘.y,'y,2), v{x, !)‘,Z)] '='0; 0 sea F(z,y,z) =
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que contienc todos los puntos de todas las curvas de esta familia, y
por lo tanto representa la superfieie que engendran.

La econdicién mis frecuente que suele imponerse, es que la ge-
neratriz corte a una curva fija, llamada directriz; eliminando z, v, z
entre las ecuaciones de ésta v las de la generatriz, resulta la con-
dicién buseada: g(a, §) = 0. Otras veces la condieién sera la de
ser tangente a una superficie, ete. He aqui algunos ejemplos:

SBuperfivies odindricas. — Considercemos la recta
z=az-fa , y=bzrip

Como tiene cuatro pardmetros, es una familin cufidroplemente infinita,
pero si fijnmos a ¥y b, es decir, 8i las rectas se consideran paralelas a una di-
receidn, ln familin es doblemente infinita,

Elijamos una directriz cualquiera ¢(z,¥) =0 en ol plane zy. La traza
de cadn rectn sobre cste plano ¢s ¥ =, ¥ = ff, luego ln condicién para que
so apoye en dicha directriz es @(a, §) = 0. Cualquiera que sea el punto de la
recta es:

a=r—ar ; f=y—bg

luego todos los puntos de las rectas que se apoyan en la dircetriz satisfacen
a ln ecuacién:
g{r—az, y —bz) =10, [z]

Esta es, por tanto, ln ccuacidn del cilindro definido por aquells directriz.
Al variar arbitrariamente la funcién ¢ resultan los infinitos cilindros. La
ecuacidn [2] representn, pues, todos los cilindros de direecidén dada {(a,b) no
paralela al plano xy.

Superficics econions. — Las ecunciones de una recta evalquiern que pasa
por €l origen de coordenadas son:

=gz ; y=4p= (31

Dada una directriz cualquiera, expresando que la recta [3] se apoya en
ella resulta una ecuacion q(a,f) =0 ¥ como en todos los puntos de todns las
rectas ‘[3] es:

o=zt , B=uysr

todas ellas satisfacen a la ecuacién q(z/z, y/z) =0, que representa todos los
conos de vértice 0.

Obsérvese que esta ecumcién es homogénea respecto de z,y,z, ez deeir, al
multiplicar por un coeficiente ) eualquicrn, sigue satisfaciéndose ln cenacién.
Anflogamente, las superficies cdnicas de vértice (a, b,e) estin representadas
por la ecuacién )

glx—ale—0b, y—b/c—o) =0, [4]

Obténgase la ecuacidn: de la superficie ednica que proyecta la interseecion
de dos superficies dadas por sus ceuaciones.
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Superficies de revolucién. — Una circunferencia de plano paralelo al ay,
a4 la distancian o ¥ rtadio r viene cxpresada asi:
T yi=fe=vr , =g

Dada una diveetriz cunlguicra por sus dos ecuarciones, 1a condicién para que
se eorten s¢ obtiene eliminando #, ¥,z entre las cuatro ecunciomes y resulta

gla, f) = 0.
Bustituyendo a, 4 por sus expresiones, se obtiene:

wlz 224 y2) =0

que represtnta todas lns superficies de revolueion de ejo s

325. — Integracién de las iones lineale
La integracidon de la ccuacidn lineal
Xp-+-Yqg=2Z% (5]

en la eual A, V, X son funciones de =, y, z: es deeir, la obtencidn
de todas las superficies z = f(r, ) qne satisfacen a la eceuacién, se
reduee a la integraeion del sistema de dos eeuaciones or

dx dy dz
X Y Z (61

Fn eleeto, este sistema vepresenta, como ya se demostrd, una

congriaencia de curvas que se obtendrian integrando ¢l par de eeuna-
ciones
dy ¥ oz Z

dx X i X
(suponiendo X 4= 0) ¥ asi resultard

w(r, i, 2) = a vie, y,2) —f.

Esta familia de eurvas doblemente infinita esti formada precisa-
mente por las lineas de fuerza del eampo veetorial de componentes
X, ¥, Z; pues la tangente en eada punto tfiene coscnos proporeiona-
les a X, ¥, Z. Tales curvas sc llaman caracleristicas.

Toda superficic formada por estas eurvas caracteristicas tiene
la propicdad de que la tangente a eada eurva. es deeir, la recta

T ¥y YU 22— 2

X Y ¥4
esti en el plano tangente a la superficie

z—zy=(z—ax)p-+ (¥ —¥)q
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luego substituyendo los numeradores por los demominadores, resulta
ApH-Ygqe=2%

es deeir: {oda superficie
@ [ulz, v, 2), vix,y2)] =0
formada por curvas caracterislicas satisface a la ecuacién lineal.s
Reciprocamente, dada una superfieie cualquiera: z, — f(x, ¥)
que satisfaga a la eenacion [H], si consideramos la curva caracte-
ristica
y=1y(z), 2z2—=—2z(x)

que pasa por un punto enalquiera A(z,, #,, 2,) tomado en dicha su-
perficic y formamos la  ecuacion diferencial en z, y:

dx dy
X(mp,2)  Y(z42)

ésta define en el plano &, ¥ nna eurva gue pasa por el punto (,, #,),
la enal es proyveeeion de una eurva €, de la superfieie, que pasa por
el punto A (x,, ¥, 2.) v satistace a las relaciones lineales:

p.ode b g.dy =dz,
pX 4 q YVe=Z

aplicadas éstas a la proporeidn anterior, resulta una 3.* razén dz/Z
igual a aquellas dos. Results, pues, que la eurva C, satisface al sis.
tema [G], luezo es la eurva earaeteristiea que pasa por 4.

Queda asi demostrado este feorema reciproeo del anterior: Teda
superficie integral de la ecuacidn |1] estd formada por curvas ca-
racteristicas.

Por tanto, la integral general de la ecnacién es:

P [u(z, ¥, 2)1 1’(:" Y, z) ] =0
gsiendo @ una funeién arbitraria.

Cada integral estd determinada por una curva eualquiera que
no sea caracteristica; pues esta directriz determina, como se de-
mostré en (320), una superficie formada por las curvas earacteris
ticas que se apoyan en ella.

Menos fécil es determinar la superficie por una directriz que

también sea superficie, a la que deban ser tangentes las eurvas carac-
teristicas,
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EJEMPLO 1,°. — Bea la ecvacidn ap }-bg=1.
El sistema cquivalente es
dx a3y oz

& b 2

que integrado da: z =az -} a; y = b2 .
1.a integral gencral de la ccuacidn es, por tanko:
gl —az, y—bz) =0
que representa todos les cilindros de direecidn (o, b).

EJEMPLO 2 — La ecuncidn pe 4 gy = 2 se reduce al sistema

euya integral general es: & = az; ¥ =fps
luega la integral general de la eeuacidn lineal es

plals, y/z) =10
que represcuta todes los eonos de vértice O.

EJEMPLO 3.° — La eeuacién diferencial de todas las superficies de revo-
lueidén de eje o se obtendrd formando Ins ccuaciones difercnciales de la familia
de circunferencias antes dada, (388),

Tz + Y= B - et |
¥ resulta diferenciando:

sadr Lydy =10 ; dr =90 e so pmede escribit asi:
ez iy
v &

Luego la ecuacién que represzenta las soperficies de revolueién de cje = es:
py—qr =10

EJERCICTOS

1. — Obtener las superficies ortogonales de ns esferas que pasan por O ¥
tienen ¢l centro en el eje o

Resulta la eenacidn diferencinl: (22— y2 — 22)p | 2xyq = 2ar.

2. — Eeuacion diferencial de las superficics de revolucidn en torno de la

reetn ale coeficientes directores (a, b, ¢) que pasa por O.
Adéptense como eurvas generatrices Ina eircunferoncias normales al eje,

determinadas por planos y esferns de eentro O,



Lrcoiox 79
ECUACIONES DE SEGUNDC ORDEN EN DERIVADAS PARCIALES

326. — Definiciones, notaciones y ejemplos.

Si llamamos r, s, ¢, a las derivadas segundas de z, la ecuacidn
general de segundo orden con dos variables independientes z, y, es
del tipo:

Flroyoe, pogor, s, 1) =0

o

sienddo pe= 2 s=2",, f=2",, : v su estudio completo
es abjulo del Anilisis superior (v. Gonrsat, t. ITI). :

Asi como en la integracidon de las eceuaciones de primer orden
estudiadas en la leeeién anterior, aparceia una funeidn arhitraria,
en estas ecnaciones de segundo orden apareeen dos Tuneiones arbi-
trarias. En aquellas bastaba dar una eurva para determinar la su-
perficie integral; en &tas hay que dar la enrva y los planos tan-
gentes o lo largo de ella a la superticie buseada, es deeir, hay que
dar una de las derivadas de z vespeeto de v o v a lo largo de la eur-
va dada como directriz,

- A modo de ejemplo ,sen la ecuacidn s — 0; eserita en la forma

, obien (&) =10

resulta integrando 2, = f (&) arbitraria, Integrando de nuevo, ¥
Namando F o una primitiva de f, vesulta:

g=Jff(e)de -} ®(y) — F{r) + dly).

La integral general de la ecnacion dada sc obtiene, pues, su-
mando una funeién arbitraria de x con una funcidn arbitraria de y.
La determinacidén de estas funeciones la haremos en el pérrafo si-
guiente,

327. — La ecuacion de d’Alembert.
Sea la ecuacion clisica:
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Efectuemos el cambio de variables:

X ==z - at Y—=zx_at
oz oz D2 oz Dz 2z
2z oX oY ot ['ai'"' S 2 ] ¢
Derivando otra vez
o -3 %z 2%z 2z o'z
22 oX* | 2X.aY | oY.axX | arr

Bie e 2.9%2
+ + .
o243 o¥: 2X.9Y

a:‘z 323 28'_: a'_‘z .

P — a? = —_— : S myte |

Y E [a.;v 2X.8Y 2y J

Al sustituir en la ceuscién dada se reduce a
[l

2X.2Y
cuya integral general es:

2= @®(X) +W(Y) osea: z—=®(cal) +W(r—at) [1]

Veamos cémo se determinan estas funciones ®, W, de modo que
se cumplan las condiciones iniciales para ¢ = 0, es decir, que la fun-
<i6n y su derivada coincidan con funciones dadas f(x) y f,(z):

P (x) + ¥ (z) = f(x)

() —W(r)=/f(x):a
¢ integrando la segunda sale:

P (x) — Y (x) =F(z).
siendo & una primitiva ct;.alqlllul'u de f,(£):a.

De la primera y tercera resulta:

20(z) = f(x) | F(z)

2¥(z) = f(z) —F (=)
fuego la integral general es:

=1l [f(ztal) +fa—at) -F(z 4 at) —F(z—at)] [2]
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328. — El problema de la cuerda vibrante.

Adoptada Ja reeta de la enerda tensa eomo eje x, la perpen-
dicular en uno de los extremos como eje 2, lo ecuaeion de vna euer-
i que vibra es de la forma 2 == f{., {); para cuda valor de { re-
siulte locetneion de la enreva en dieho momento v para eada valor
de o Ju certacidn dellne el movimionte vibratorio del punto que tie-
1 whseisn, Lo cenaeidn diferene de la cuerds vibrante es
mende la de TV Alembert, que hemwos estudiade en el pirrafo

previ
arderior, sicndo o v eomstanie que depende del madulo de elasti-
cidad del material, de la longitud v de fn masa. Aunque hemos
dado lu integrpl general en ¢l pirralo anterior, son hnportantes Jas
Integrales partienlares sinusoidales.

Una interral partienlar se ve inmediatamente:

z=l.cosm({ —a).sen"/y (3]

siondo

wt ¥ oo ndlmeros arh tyacios; pnes al derivar dos veees res-
pecto de ¢ resulta fa misma funeion, eambiada de sic vy mualtipli-
carla por we®, v oal devivar dos veees respecto de e, restlta Ja misma
funeidn cawbinda de siono wultiplieada par wm®/0; luego dicha
funeidn satistace a la ecuaeion dilerencial.

Pavy r =0 resulta z==0, como dche ser; y también debe ser
=0 parn =1, puesto que ambes cstiremos se o soponen (os, Te-

nenios, o cohsiguiente, la eondicion de Ngadura:

sen el fe—=0 0 ol waw, e w0
loego wen Tneidn que satisfaee a la cenncidn diterencial o mejor
e tipe de funciones iadegrales, supoaicido 7=1, es:

zusk.eosnma(l —q).sennwix [4]

Esta es la ley mids seneilla de movimienio: enando la cuerda
wvibra segiin esta ley, el movimienio es periddien; ¢l periode es:
T =20 un, o sea el tiempo que dure cadn vibraeidn completa.

Signifieado fisico, — Ll ndmero de vibraciones por unidad de {iempo es,
pues, el reciproco w = 14 an/l llamado pulsacidn.

Fl tone del sonido depende de este nimero de vibraciones, Cuaunle menor
sea 1 mayor, @ ¥ mis alta la nota; ol menor valor posible de 7 8 m=1; nin-
gin punta de la euerda, salvo lda extremes, queda fijo, pues para todos es
g2 0, exeepto para log valores de f en que anulindose el cosene toda Ia
cuerda pasa momentineamente por ¢l oje =,

Parn n==2 no silo quedan fijor los extremns sino tambictn el punto e
dio # =13 1; ol nimero de vibraciones @ es doble del fundamental y resnlta In
ootava de la nela fundamental,
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Parn 2 — U guedun fijos dos puntos intermedios =141 z=2/1 )
notit e la quinta de ln oetava; para n =4 resulta la segunda octava ,ete. A los
puntos fijos ao les llama nodos. En cstos casos cada trozo de la cuerda vibra
independicntemente y la notn es mis alta por ser menor la longitud.

Parn t = 0 debe resultar una sinusoide si # =1 ¥ una sinuscide reducida
puari # 2> 1; pero cuando se pulsa de cualguier otro modo, la expresién [4] no
pucde representar ol movimiento. Sumando integrales del tipo (4) resulta una
integral mias general (baeiendo 1 =1 para mayor sencillez):

= {ay.cosrat - b.senwat)sennxx |

4 (tcoslrat b b s Srat)sen S ..., 51

2iose logra determinar los eocficientes de modo que se verifigquen las con-
diciones inicinles, cs deeir, que para ¢ = 0 la cuerda tenga o forma mbitraria
que s le da v lp veloeidad inweinl sen la doda, estp expresion serfl la integral
| PRl tende e intepracion de Bernoulli,
Soan dng copdiciones iniciales:

2em Tub es el ar

= fle} i

=y ;

paera b=, vs deeir, seoda ke ewryn apieinl y o la velveidad inicipl de cada puntos

s prociie datermann, loa cocliciontes de 5] de mode gue sen:

gsenwr - sen 2wy - wgsendaxr 4 ... = fim)

walbygenmwy - b senZwx--dbsender 4 L.l = F(z).

Alora bien, esto no se legra con an wimere finito Jde términoes; pero, se
adeptames scries indefinidas, entonees eualquiern que sea la funeién continua
fixy con la sola eondicion d¢ que sen finite el nidmero de sus wmfiximos y
mirintosz, ste un desarrallo ¥ rolo uno on serie de Fourier 3y determinados
los eoeTicientes o, v omilogamente los Ly owwediante el desarrollo de F{z), se
tiems la integral gencral en la forma [5].

Quizds ven el lector en Ju forma tmipar de estos desarvollos unn restrieeidn:
imposible de eumplir; pero variando © en (U, 1) ¥ el areo w2 en (0,7} basta
saponer completadns lns funciones, en (—1,0) poniendo f(—z) = — f(x),
Pl{—2) = Fz).

BJERCICTIOR
1. — TIutegrar las ceuaciones de segundo ovden:

ey ¢ ly)

9. — Integrar la eruacidn de la eucrda vibrante de longitud @== 1, que se
pulsa en su punto medio, con una pia, sin. velocidad inieial,
Ll significade fisico del coeficiente a cs

ot —_ P S
eap==e 5 wlpr—e =

a2 = Pg2/p

sienda 1 la tension inieinl, p el peso de la cuerdn ¥ g la accleracion de ls
prravednd.
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CALCULO DE VARIACIONES

Lecoion B0

ELEMENTOS DE CALCULO DE VARIACIONES

329. — Problema fundamental.

Tiene por principal objelo la determinacién de funciones que
sustituidas en una integral definida le den valor minimo o méximo
relativo, es deeir, menor (mayor) que eualquiera otra funeién sufi-
cientemente proixima.

Iiste problema difiere esencialmente de los problemas de ma-
ximos y minimos ordinarios; pues, asi como alli se trataba de de-
terminar un valor humdérico de = que diera valor miximo o minimo
a una funcién conoecida y, aqui se trata de determninar una funeién
y{a), que sustituida en una eierta integral definida, del tipo:

J'f(x,y, Yy

le dé un valor miximo o minimo relative; tales problemas son p. ej.:

1. Entre dos puntos de una superficie cualquiera, determinar
endl es la eurva de longitud minima; ésta se lama geodésica.

2.7 Entre todas las eurvas que pasan por-dos puntos del plano
determinar la que engendra la superficie de area mimma al girar
sn torno de un eje.

Ln estos y otros cjemplos el clemente geométrico (longitud,
drea, cte.), que se desea haeer minimo, viene expresado por una in-
tegral donde figura la funcién deseconoeida y(x) y su derivada y' ().

. 8i la funcion y{x) hace minima o mdximae una nlegral en el
intervalo (a, b) tiene esta misma propiedad en cada intervalo par-
cial (a',d’). En efecto, si la funcién y{z) no haee minima, por
ejemplo, a la integral cn el intervalo parcial, ¥ es y,(x}, resultard
una nueva [uncion o areo AA"C’ B’ B en el eual la integral toma
un valor menor que para la funcién y(z), contra lo sapuesto. Asi,
por ejemplo, las eurvas geodésicas de una superficie son geodésieas
entre dos cnalesquiera de sus puntos.
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330. — Ecuacién de Euler.

Designaremos por y la funeidn desconoeida que para x =g,
i = b, toma los valoves prefijados y(a) = A, y(b) = B, es deeir, re-
presenta la curva buscada que pasa por los puntos dados A, B.

Consideremos las funeiones del tipo y(z) -} t.2(x) siendo z ung
faneion eontinua de @ gue se anula para o =g, =0, Elegids
arbitraviamentie dicha funeidn z(z), al dar valores reales a ¢ van
resultando infinitas eurvas que pasan por .4, B. Entre ellas, pars
t == 0, vesulta la misma y(w). Iiste incremento {.2(x) que se le-ds
a oy sucle Namarse la variceion de y, rvepresentindose asi: dy. En
tidgndase que esta letra & indiea simplemente la diferencia entre le
funcion y(x) y cualguier otra gque tome los mismos valores en los
exiremos, es decir, su griafica esta formada por la diferencia de or
denadas entre la curva y(x) y enaliquier otra que pase por 4 y B
Asi como el ineremento Ay es la diferencia de valores de una misme
funeion para diversos valores de x, la variaecion dy es la diferenecis
Jde valores de dos funeiones para eada valor de x.

Il valor que loma la integra
[ 1] para cualguiera de dichas infi
nitas funeiones y - iz es:

o e j’f'(:c, ¥+ 2,y 127) da.

nue depende de la fanein 2 y de
niimere real £, pero una vez elegi-
di 2(xy, es JJ funeidn de &

Elegida arbitrariamente la tuneién z{x) tenemos infinitas cur-
vas al variar ¢ y la integral es funeién de ¢; su valor debe ser mi-
nimo para ¢ =0, luego su derivada debe ser nula para £ =0; di-
cha derivada resulta derivando hajo el signo integral :

Time £ (P24 ) da =0, (2]

El segundo sumando contiene la diferencial cxaeta 2*.dzx = dz
o integrindolo por partes resulta:

b ’ PR S
SfPy & dee=e. fly | —f2.D.fy . dz [3]
[ -3 £3

pero z es nula para x=a y para « ==b, luego se anula el minuen-



ELENMENTOS DE CALCULD DY VARIACIONES 427

do ¥ sustituyendo ¢l valor [3] en la [2] resnlta:

SeBssD Pyl [4]

Esta integral debe, pues, annlarse cualquiera que sea la fun-

cidn = v para ello es neee o gue se annle en foldo el intervalo pra-

prcsta (e B0y T expnesian de Baler -

J'”v' 'D:J"(.v' =0 ['—’]

EMosTEACON, -— T.as  so
eutplen I rowdicion j4), ca e

tones de |A] son lua ainiens funciones que
rrosk dn dntesen! ] es onuln euabmicen gue
soa I funeidn o, debe ser onula la expresion (3] en tode el intervalo (@, B).
Pues sl cnalgiin punte fucse positiva, por cjemplo, sn conservarin poesitiva on
toido nn int o parcial (por da eontinuidad) y clegidn £ positiva, I integral
en alicho intervalo seria positiva tambidn, mientras e debe ser nula, por cune-
plitse In eondicién del minimo on todo intervale pareial, sorlin 2o ha explicado
en ol piirrafo anterior.

La determinasidén e Ia funcidn y{a) que hwee minima o méxima Ia inte-
gral J se reduce, pues, oointegrar o cenacidn [5] eon las candiciones inieiales
yila) = A, y(b) =K.

Ile aqui, pues, unn eceuacion diterencial ordinaria de seeundo
orden (pues al derivar f7,. aparecerd 1 o la eunl debe satisfacer
la Tuneion buseada y(0). S la funeion indegranda Sy, 07 earec
o i, la integracion reduce a In de ésta -

Dfy =0 dedonde: [, =

e integrando estn ecuacion de primer ovden aparece una segunda
econstanie arbitraria. Ambas eonstantes se delerminaran por las con-
diciones iniciales y(a) — A, y(h) == B.

Eu el easo general en que bajo el signo intearal figuren », y. 1
la ecuacion [H] desarrolluda es:

o= — o ¥ — "y 4" ==0 [6]

ecuncion no lineal en y’, pues éstn Tlgura en loy coclicientes, que
deben dedueirse derivando la funeion f(r, y, ¥'). La integracién eon-
ducird a wna funcién con dos constantes arbitravias, que se de-
terminarfin coma arriba se ha dicho .

Nora, — Esta funecidn y(r) asi determivnda anula, pues, o In derivada 47
¥ gegin quo haga positivi o negativa a Ia <derivada s gunda, Jdara a Ja inte-
gral un valor menor o mayor que todas las funeiones y - de un eierto en-
torno | £| <7 6, suponiendo fijada la funcién ausiliar z(z). En la prictiea no
suele ser necesario recurrir a la derivada segmndn, pues Ia indole del problema
indica si so trata de miiximo o minino; ¥ eomo las finieas Tunciones que pue-
den sutisfacer al problema son las que anulen 2 la expresién [5], s6lo podrd
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laber ambigiicdad enande haya mis de una solucién que satisfaga a lag con
diciones iniciales, como sucede en ¢l ejempla 3.°

I'udiern erecrse, por analogia con la teoria de los mhximos y minimos or-
dinarios, que ol andlisis de las derivadas sucesivas (*) permitiri resolver com-
pletamente el problems; pere no acontees asi, vomo puede verse en las Notas.

331. — Problemas clasicos de calculo de variaciones.

Faemrio 1. — Determinar las funciones y(2) que hagan minima la in
tegral:
[
FVI A ydx
o

Hiendo flr,yu') = V1 % igunlands o eere ln varineidn primers, resulta

Ia cenacién de Euler |51, que, por no figurar ¥ on la integral, se reduee o ésta:

Befy. =10 e dondo Fiy-=mn, [T TH

vyt y=0C .. yg=CecdC
V1

es deeir, una funcién lineal cuyasy constantes se determinan por la condieién
de pasar In recta por los puntos dados. Dado el significado geométrico de la

integral, el resultado cra & priori conocido.
-
BaEMpPLo 2. — Curva entre dos puntos, que engendra cl euerpo de revo-
lueién de volumen minimo al girar alrededor del eje 2.

b
V= fy*.dx, siendn f(x, ¥ ¥) =y
a

L cenncidn de Eualer cs cn oeste cnso:
e - By ffy =2

fuego ln eurva coincide con el segmoento (¢, &) del cje z, mis las ordenadas
oxtremas, como ern do esperar, dadus las condiciones del problema.

EJEMPLO 3. — Superficies de vevolueidn de drea minima. -— Entre todas
1as curvas de extremor dados determinar la que engendra la superficie de re-
volueién de menor dren al girar alrededor del cje x. La expresién del firea es:

S=2rfyvds - dyt=2rfyVitazdy ; f(Hne)=yVita?
(*} Como la integrel J cs funecién de t, desarrollada por la férmuln de
Taylor resulta:

i daJ 1z dz .J
= 0 e SR el et e
JO =a(0) e o TR Tan

S4lo homos considerndo el término llamado variacién primera: & =1.J';
el estudio completo exigivia considerar Ins varinciones sucesivas:
L s =Jv , s =007, ...
pero ya anuncinmes arriba que no es suficiente parn vencer totalmente la difi-
cultad del problema,
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habicnda adoptado y como variablo independiente y = como funeidn deseono-
eidu, parn simplifiear; pues ln eenacion de Fuler, eon este eambio de varia-
bles, es:

Fe—Dyfar =0 quae sereduee o gy e =10
o intrgramlo resulin:
i axt
frr=—a, & Benl —t———— = .
V1-Loz=

wde donde:
e dy
eyt — a?) = a ¥y separande varibles  de = ———

Ingamos el cambio de variable ¥ = g.chs; entonces:

dy —= o.shr.dz oy - - at = q.shz.
La ceunciton so reduce o 2 1
7 E
dr — a.dz deo donde w— VA

¥ In curva busenda es 1a cotenaria coya Lase
s vl eje o |
" E ) )
] TR . R | S e T
I3 (4 0

Lag constantes @ ¥ € 2 determinnn por In eondicion deogue la carvie paese
pnr Tos ddos 1|\|:|lt‘m dados. Fn particudar, si stos son simcirieos weaeto el

£, para w = = a deben vesultar valores dguales deoy;oeomno el eleoes fun
n nlon(nml.l 1mr, deben ser oplestos Jos aveos a |- 00, —a 7, lurpn 2

v

Un n-mnho completo permite (diseutic {os tres ensos coe i
e e por les dos puntos pasen e oo narine, TP [REITIAVIN
. ¢l Curse eielico, t. 11).

Eakurio b — Problema de lo brageistderona, — Uo grave eae desde 0o
A por npa curve 0 ¥ se tratn de encontrar Gstpode mode tal, ague el tiingw
invertido en recorrerln sea minimo.
L velocidad, después do haber deseendide In ordenada y, es:
das
€+ = V2guy Tuewn  dt = —
VZiaw

¥ ol ticmpo trageurrido es:

X dy/ay

—J’t?f,/\f"g_r '”;J'\a'l-

Para obtener la fluu'.lén que hnce minima la istegral, hemos adoptado g
como variable independiente ¥ la ecuscidn de la varineidn primern que es:

: Fa—Dyfer=0
const; o sea, poniendo la constante en la forma 1: vV Er, se

sp reduee g fo
tiene:
o 1

Vy(l -+ =) LR LR

de donde & =
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Pongawne part racionalizar:
ye=r({l-—cost) — Srsen? it
¥ ol sepundo miembro se simplifica asi:

VErsen 14

& e L
V27 eost L

que se reduce oot bl por otra parle:

oy = sen ol 2 aen Wl cos 1ol dt
luego la ceuacidn so trunsformn on Gsfac:
e = Brgen? L4, 6l — i1 — cos f1dl

cuyn integrpl pencral es:
== r{t-—zenty L0,

¥ esta constante delie ser nula, pues pura oy = == 0 debe ser @ — 00 Rosuk
tan oxi lne copneiones;
F=r{t-—sont)

y¥=r(l-—cosi)
que represcnian nna cicloide, euyva bonse o3 of ejo oz

ki rampa cieloidal se Hamn cerca braquistéerona, que significa: curva
de ticwmpo minimo,

tUdmo construir o determinar la cieloide quo posa por O y A7 No es ficil
resolver este problema algebraivamente, poro en cumbio es muy sencilla la so-
lueidn grifien representada en la figura. Dibiijose una onds enalquiera de ei-
cloide y determinese el puuto A’ de interscecidn cou lu eemirrectn 04, La ho-
motoeia de contro O que transforma A’ en A do el arco de cieloide 04 yue
resuclve el problemn. Lo figurn indien asimismo edmo se determing su radio *
¥ s deduee facilmente o) argomento 1 gue eorresponde al ponte A

EJLERCICIOH

1. — Dibujada lo eurva y = ch r construir grificamente el arco do cate-
naria de extremos 4, B que engendra ln superficie de revolucién de frea minima.

2. — Calevlar In pendiente gue debe tener Od para que el punto mdvil
Begue horizontalmente o 4; idem ascendentemente (eome en la figura) ; idem
en sentido descendente,
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332. — Casos especiales de la ecuacion de Euler.

Ya hemos visto que si la fooeidn integrendo [y, 4°) no con-
tiene la y, es inmedinta una primera integracion de ln cenacién de
Buler, la cual se veduee a una de primer orden.

51 el integrando no eonticne la », hemos reducido este caso al
anterior permutmudo las variables: pero este artificlo exige que x
sca Tuneidon de y en ol intervalo (A, 2): es deeir. que 1a solueion
buseada sea funcidn mondtona, y tal condicidn puede no emmnplirse,
por desgracia, en los dos problemas de la superfieiec minima v de la-
braguistéerona, Veamos la solueién rigurosa,

Sila funeion inteerando eareee de o, es deeiv, es del tipo f(y, ¥)
la ecenacidn de Buler [6] se reduee o Osta:

Fw—1"w t — [y’ =1 {1}

Designando por D la dervivacion ptal, respecto de la finiea va-
riable independiente o, ¥ comparande [1] eon las expresiones:

Df=fy ' A1 w-v”
D[y ") == [y ™ = [ A [ Y
se ve que la diferencia de éstas os precisamente aguel trinemio mul-
tiplicado por ¥*; luego de la ecuacion 1] se deduce
D= po Byos® 7 [l [2)

ecuacion de primer orden que suministra In integral genoral, eon
dos constantes a, b.

Laercrcto. — Apliquese la eccuncidn [1] ol problema de la superficie de
firoa minima y al de la braguistéerona. ’

Nora, — TPicilmente se pasa de este método al apliendo en (333), que-
dando asi justificada la permutaei6n de variables, o efecto, alli procedia-
mos asi:

Sy 0" )dr = [ @y, 2)dy

y suponiendo que = x(y) fuera uniforme en el intervale (A, B) obteniamos
como integral de Iln eeuacién de Euler g = e: pero siendo:

g=[.z P we=F4 .z’
v como ¥ = 1/2', este binomio vale:

Feie Fpa’(—1/22) 0 sen f— [y
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Por ambos métodos se llega, por tanto, a la mi ién dif ial,
quedande asi justifiendo aquél, si es y fuueidn uniforme de z, aunque no exis
ta funeidn inversa,

333. — Geodésicas de una superficie.

Problema muoy importante en Geometria ¥ en Fisica relativista
s el de las geedésicas de un espaeio curvo. En el easo miés seneille,
que cs el de las superficies del espacio enelidiano, la expresién de
Ia diferencial de areo (235) es

ds — \/?:_ff_ul-_i_ 2 It d + Gd_u:'

adoptando ¢ cono variable independicnie, la funeidn intearando ess
= E + 21y (o'

¥ la ceuneidn diferencial de las geodésicas resulta inmediatamente
aplicando la ceuacion de Kuler:

(Bfy A= 2F 4 o P t7?) 1 2f v Dy [(F 4 G') 1 ]

Esevprno 1. — 8i la superficie es plana, E=6G =1, F=0, la ecuacidn
g0 reduee n éstn:
D, [v’:.\f 14fv2]=0 .. v'=a ,. v=au-4Db
@8 decir, las geodési s son vectas,

Haenmrra 2, — Ueodésicas de la superficic esférica.
Bi w es Ia latitnd ¥ v Ja longitnd, ol clemonto de arco. en ln superficie es-
férien do radio 1 es:

=1, F=0, =coswu ot == dnt 4 coa2 w. de?

Mis sencillo: efectdese o enmbio de coordenadas, como yn s indicé en
In Naota de (260).
Como no contiene la variable v, la ecuacién de Euler, después de una pri-
mera integracidn, do:
V. eos2 w 1

vV 1 v costu V1 e2

poniendo en cstn forma la constante para facilitar la integraci6n,
Despojando:
1

o S

_(1 :{- €2)eost 4 — cos? u
In integral es inmediata con el eambio-de varinble tgu =t y resulta:
e.sen (¥4 a) =tge o bien vdcosv - basmv=tgun

qque Tepresenta un arco e cireunferencia méxima, seccién por el plano
ar - by ==,
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334. — Curvas extremales en forma paramétrica.

La teorfa que hemos expuesto es muy resiringida, por conside-
rar solamente wgnellos areos de extremos A, B, que son cortados en
un solo punto por eada reeta paralela al eje y. Para poder conside-
rur todos los arcos A B ¢s preciso adopiar ln forma paramétriea:

r=x(t) =yl

» eomsiderar las infeerales de! tipo:

IR TR 1 ' By

Al cambiar ol pardmetro £ por el ¢ la di‘eieneinl gueda dividbi-

da por o, mientras que ¥ quedan multiplicadas por w’. Para que
wew, dadependiente del paré-

Ia integral tenea sienifiesdo inih
metro cleoido pova representar el areo, es preeiso que la funeidn
Flrone .y quede multinlicada por @75 ¥ como esto vale para todo
namera 1, il ser homoadacn deograda U respeeto de os parviahled

ELTEM PLa, Lo funeidn iolegrando para dn longitwd el wreo o8

o oque cwmple esta eondieidn de Tuanogeeneidad,

Loy st spesde n In funeion ¥ v s fpue nparees enoel dres e Ia
! I

superficie de revolueidn,

Para hacer vorinr o] areo A8 ineremenioremos las coovdenmidos
ponienda w0yt ra oy en Inmae de e, g Las Maneiones 2,00
2o (1) sun eontinuees vlas en los esdtiernos L8y per comodidid

las supondremos positivas en los puntos intermedios, Los niime
ry, roson reales voal anulaose deter nnmm el aven AT

],u integral 3] es una mn(mn ll"(:.,r 3 ode los parimetros
ro,or v osus dderd : pespeeta e ellos dehes

1t

anularse para =0, e el arew B

la integrl [3], s el veritiem

@ (0,0) = (f7.5, 4 fo2?)dl =0
@, (0, 0) = f (f'y20 4 fru-270dl =0

amando de la 22 hteoral e

Transformando por partes ef 2.0
sulta como ya se vid (3321 Ia condieion |5 de Buler; y lo miamo

para la 1.8 integral. Resulta asi ol par de ceaaciones diferencinies
de 2.° orden

Pe—=Dffe=0 . [,—Dffe=10 (4]

donde ¢l signo D indiea devivacion veopecto «de £
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Nora, — Come eon in de la h roneidad de fx, o, o, ') o veri-
fiea la identidad fiaecil de demostrar:

(Fx —Df'2)a" = — (f'y— Df'y )0
¥ oper tanto, hasta resolver una de lag eouneiones,
Li demostracion se reduce a derivar rospecto de ¢ los dos miembros de I
prualdad :
i3
dque expresa s homogeseidal de £ opor ol feenn de Boler (198), v simplifi-
eande la igualdad obtenids por vedueeion de loa Lirminos E e e 3y que

2 oty

apareeet on smbos micmbros, resolin o igunlind propoesta.
He aquei un problema clisien cuyn resolueidn completa no serin posible por

el método expuesto en o leceion anterior:

Prontkna e NEwnow, — Determinar of onecpo de revolueidn que al o
vevse dn o direccidn de swoeje en un fliido encuentra resistencia minima; sw
poricudo e la resistencin wormal es proporeiows! al evadrade de la compo
acule porwal de la velocided,

Fl drven engendrada por ol elemento ds, ol girar ol rededor del eje x, o2
Zapode; la compouente pormal de ba velocidad © es vody/ds, luego la resisten-
cin ale I coroma e superficie es Zpety.dyz/ds por un factor numérico,

Como o componente normal al eje es nula, bastn considerar la comp
parateln, Ia ewnl se obtiene multiplienndo por dy/ds, lnego la resultonte de
todas ea lnintegreal

oy
drrorl futedipd e 2 = U /. ————— it
T2yt
expresanlo lug coonlenadas en faneidn de un pariunetro coalquiera b
La ecnaciin de BEuler que debe integrarse es por tanto:

¥ adoptando como parimetro ¢ = & /y* reanltn

inmediatamente :
#=a(fa~t-1%2: 1

cuya derivadn:
e R I EE RN PR
permite despejur:
o=tz 1Y — 1)t = a3y 42— () (0] X
o integrandy resnlta:
z=a(M | t2—logt) -} b,

Fstas expresiones paramétricas indiean que ¥ o puede anularse, es decir,
In enrva no corta al eje = Kl estudio de la curva (v. p. cj. Vivanti) permite
voustruirla y In figara muestra claramente que el areo buscado debe pertenc-
eor oun soln roomn de Iy curva. Dados los oxtremos A, B, la coustruccién del
areo AL poede hacerse grifieamente por semcjanza.
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335. — Principios extremales de la Fisica.

Desde la atisiiedad se ho intentade edifiear 1o Misiea solre
postulados e eardeler extremal, e los enales se dedneen lns eena-
ciones y leves fundamentales. v osta tendeneia se acentiin mas cada

dia. He zgni los mids importantes:

Prrscivio nE MAUPERTULS 0E LA Acds sMENiaa, (1740), U'n punto méwil
de A a B sigue el pemine tal que o iwdcgral de la velocidad a lo large del
mismn, ng deely, fo.ods, es minima,

De cutn prineipio, perfeecionads per Faler y modernamente peneralizado
por Holder (1804} pucden dedueirse los couneiones de In Meefinien, Por ejem-
plo. pura el movimiento libre, lus ceuscioncs de Boler aplicadas a la integral
on f (22 )t dan # =a, ¥ = b, cs deeir, el prineipio

que expresi noae
de increin de G

co.
Trncrr b FErMar (1629), — Una geweralizacidn importante del pro-

Blema de o bragquistderoan cs ésta, que lamaremoes problema de Fermat:
Sirndo In velucidad de un mévil wnn funcidn conocida v(x, ¥}, determinar

el camino mds breve entre dos puntos A, B, ex decir, o aveo tal gue sca mini-

we el tiempe folal:
s
T =1 -
. UL )

En el problema de Bernoulli, que conduee a la braquistéerona, cata velo-
cidud es proporeional o vy, pero en el de Fermat es una funeién eualquicra.
8i v ¢s ln velochdad de propagaeién de la luz (es decir, 51 1/v es el indice de
refraceidn) ke tieno el auténtico prineipio Jo Fermat (o de Heron), funda-
mental en Optien, ¥ que permite demostrar fheilmente las leyes de In refle-
xién y e la refraceidn. (V. Curso Clelico, I1).

PrINCIFI0 bE HaMILTON (1834) ¥ ECUACIONES PE LAGRANGE (1788},

Un sistema meefinico con o grades de libertad estd earacterizado por n pa-
rimetroa o coordenadas: gy G ...00 gn funcionea del tiempo, Ln energia po-
tencial U es funecién de cllos; la energia cinélica o fuerza viva L es funcidn
de ellos y de sus n derivadas respecto do 15 la diferencia L — € se luma po-
tenctal ewdtico, y eon estn denominacidn, se enuncia asi el préncipio de Ha-
milton: N

Entre todos loa movimicntos posibles que on un lempo dade haecen pasar
un sistema de wno o olve estado, se realiza aguel movimiento para el oual es
estacicnario ol potencial cindtico medio:

II
f(L—U)at
‘U
Lus ccuaciones de Fuler [4] son en este caso las n siguientes:
DLy — (T'q—Tg) =0 (=g Gy -+--r dn)
que son precisamente las ecwaciones dindmicas de LAGRANGE,
Las ccuaciones de lo Estfitiea resultan como corolario:

Cq=10 (@=dy G2 -y Qn)
ea decir: Condigidén necesaria y suficiente para que un sistema meodnico de
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cncrgia potencial U (i Ga, -« Gu) tod en equilibrie para ciertos valores de

presentativa en ol cspacio de 3n dimensiones formada por los punios ocuyas

estas coordenadas, €3 que la energia potencial sea estacionaria para esos valores.
Otros prineipios, también importantes en Meednica, son éstos:

PRIKCIVIO DE GAUSS DEL ESFUERZ0 MiNIMo. —— El movimiento de un sis-
tema materia! con vinovlos bilaterales, esld caraoterizado enire todos los move-
wmientos compalibles con los vinewlos por fla condicién de csfuerco mintmo de
falos, d

Prikeiein or HErTZ, — El movimiento de wn sistema material de n puniog
con vinenlos bilaterales independientes del ticmpo y no solicitade por fuersas,
#& verifica con velocidad constanie y con ewrvalura minima de la grifica re-
coordenadas son las coordenadas de los n puatos por les respoctivas rafces oug-
dradas de sus mosas B

336. — Variacion de las integrales miiltiples.

El problema fundamental es unidlogo al resuelto en la leecidn
anderior, Enire todas las funeciones (o, y) definidus en un reeinto
D, que toman valoves prefijados en el econtormo ¢, determinar aque-

las gue dan valor mdximo o minime relativo a la integral:

F ey, v’ wyde dy [5F
b

HeomMvicamente : determinar los easquetes de eontorno dado €
gue haecen médxima o minima a la integral. Haciendo variar w, es
decir, poniendo w - v, donde roes un niimero veal ¥ w(x, %) una
funciom eontinua que se anula en el contorno €, la integral es fun-
cidn de Ia variable real r ¥y anulmudo su derivada se lega a la con-

dicidn necesaria de Euler:

f’u"naf,pr"{' Dpf’-’: {B]

(p=u'c, =1y
He aqni algunos cjemplos muy imbortantes:

SUPERFICIES DR AREA MiNIMaA. — Aplicando la comdicion [6] al drea de
un casquete de contornoe €

S=f fV1dfeatagpdndy=[fVI1Eptq.dedy
resulta inmedistnmente In ceuncidn de lus superfieies de @rea minimn:

2" gr{l 4y} — By Fes'y A+ Tl ') =0
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Comprichase que lu satisface la cenacidn de Ins superficies minimas de re
velueidn  (suprerficies catensides), obtenidn en (333).

Priveree pE DIRICHLET. — Dadoe un recinto A, cualquiera que sea o fun-
voula, ) que en el contorne tome valores prefijndos, hace positiva a la in-
tegral:

FT=0 Jluwa)s 4 (w,)2] dedy

luego el conjunte de valores de I tiene un minimo, 3 Serd aecesible, es decir, exis-
tird algunn funecidn » que A¢ a la integral 7 cso valor minimot Este postulado
famoro ae lwna prineipto de Dirichlet. Tal funeidén debe satisfacer a Jn ecua-
vt [G] de Faler, que en este oaso os: =

Woe -y, =10 ; 171
pero aun demostruda la existencia de solucidn de ¢stn ecuncién de Laplace, no
guedn probado que haga minima a la integral. En eambio, admitide el prinei
po de Diriehlet (que sge poede denmstrar lirectamente) se deduce, como
hizo Riemanu, la olucién de [7].

EQUILIBRIO ¥ MOVIMIENTG DI CUERDAS, MEMRBREANAS Y PLACAR.
Sioge alaben ol eontorio de unn membrana eldstion situadn en ol plano zv,.
el drea do la superficie = = f(x, ¥) gque forma la membrana ca:

S IV s @ dedy < § fdrdui s § § [(&0)24 (2')7] do.dy

fomandn solnmente o des primeres términes en el desarrollo de la raiz coa-
drafla, Lo dilatacion sufrida por la membrana viene expresada por el 2.2 su-
mo Ia coergin potencial ea proporcionnl o la dilatacién, resulta
ibrio: la foneidn = debo hacer minima fa inlegral:
S flt=)e

mioade Fuler [6], aplicadn 2 esln integral, es:

mando; y o
como  condicidn de e

- (e dr , dy

Lo eeune
Ly gy =1
es deeir, ln veunvidn Jde Laplace,
Anflogamente resulta o ccuacion de equilibrio de I plaea elfsticn:
AAE - fire ) 0, siendo [ ln fuersa exterior ¥ representando A cl lapilacia-
no que, al aplienrlo dos veees, da una ceuacidn de 4= orden.

También conduce of Cilealo de variaciones a lasgecunciones de los movi-
mientos vibratorios de cucvdas, placas ¥ membranas; la primera, que es la de
'Adembert, ha sido ya estudiada en In leecidn 79

Feuwaeién de la caerda vibranfe:
PSS =usr»
Fenacidn o la membrana vibranf: :
e — eI =p . AT
Eeuacidn de o placa vibraate :

Pofte H B 4o AAT =0,
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NOTAS

Ea teortn expuesta en In Leeeidn 80 ticue toda la sencilles y toda la imper-
Teceidn lagien de ln Matemdtica del sziglo XVIII; y nunque es suficiente para
dlogur n las férmulas pricticas que neeesitn el técnico, conviene sefialar sus
Iagunus o indicar, siquiera sen someramente, el modo Jdo lenarlas.

Ya hewos advertido que la eceuneidn de Buler da una condicidén necesaria
parn las funciones extremales (que baeen maxima o minima la integral) ; pero
ute ni gigquiern amplinndela con g condiciones de signo relalivas a
wlay sueesivas; pues el ter minima lu iutegral pura eada tips do va-
vineidi, s deciv, dentro del haz v b 2, siendo 7 unn Toneion prefijada no im-
phes g doosen para ol conjunte do todas ellns; e igual moedo que arontecia
eon Buteorin ordinaria, ey ejemplos como el pucsta en (215); pero agui el
conjunte de dirceciimes de varineién, es dv ir, ¢l conjunte de Tunciones s, o3
mucho mis amplio ¥ of problema mucho was complejo,

J'I oesrio. — Determinar Ja curva de ex-
/..-——---- tremos § 1, gque haga miixima o minim: a Ia
. T A integral signiente:
i e AL O RN
H " By X '

& it 3 =1 3 §(ye —dys yda

Ta ecnawion de Buler se reduce en este ensn i la siguiente:
— 12y — D(2y') =0 ; - 12y2—2y" 0

que e satisface por la solucidn ¥ = 0, la cual cumple, en efeeto, la condicién
de hneer minima In integral para varizciones del tipo 1. z(x}, pues cualquiers
qua sea ln foneion clegidn 2(2), con derivada finita en (0,1), tomando ¢ sufi-
cieutemente  pequediio, e Ja integral positiva, Sin embargo, existen funciones
tun préximas no 0 como se guicrs, quo hacen negativa la intogral, Basta cons-
troir enrvas como Ia indieada en la figura, formada por un segmento reeti
lineo al arco de sinusoide ¥ = & szen x/a, ¥ el anfilogo en ¢l otro extremo. Un
wiileulo fieil condnes a este resultado:

Sy .ode =a(x+ 1) Fyrdzx > a(l — Z2na)

luego pura valores de o suficlentemente pequeiios, In integral results negativa.
Note el lector que lu distincién entre entorno.y aproximaocién radinl es la
misma cstudiadn en (2135).

Coxmeron pE LEGENDRE, — Para poder aplicar a la ceuncién de BEulor los
anétodos generales de las ceuaciones de 2.° orden p. ej. el desarrolle en seric
(310) es necesario despejar ¢”, operncidin posible si [y, = 0. Esta condicién
de Legendre se puede afinar, comsiderando la varineién 2 y asi resulta este
doble eriterio para que In solucién de la ecnacién de Fuler haga minima la
dntegral :

Condividn necesaria: [y =0

Condicidu suficiente: Yy 'y — (1,

EJERCICIOS

1. — Detorminar Ins goodésicas do lns superficies cilindricas y cdnicas,

2. — Resolver on forma paramétriea el problemn de la catenarin y ol de
Ia bragquistéeronn, parn ver si existen curves no uniformes respecto de x, que
satisfagan a las condiciones impuestas en ostos problemns.



APENDICE
TEORIA DE LOS ERRORES FORTUITOS DE OBSERVACION

1, — Errores si aticos y accid 1

Ai efectuar repctidamente Ja medida de una magnitud resul-
ten nameros distintos de la verdadera medida de ésta; unas causas
de error son conocidas y aetian en un sentido conocido; tal sucede,
por ejemplo, si se mide una distancia llevando reiteradamente cna
regla, sin estar bien alineados los puntos intermedios, en cuyo caso
resulta un error por exeeso; o si la regla tiene un error por defeetc
@ por exceso;... En general, todos los errores debidos a defectos del
instramento, se llaman sistemdlicos y pueden ealenlarse aproxima-
damente; los ntimeros obtenidos en las medidas deberdn corregirse
de estas enusas sistemiticas de error; pero aun hechas estas eorrce-
eiones, los nimeros asi corregidos difieren del verdadero, unos por
defecto y otros por exceso. Istos errores debidos a causas tan eom-
plejas que no es posible conoeer ni evaluar, se llaman erreres acei-
dentales, y enando el ntmero de observaciones es muy grande tien-
den a compensarse, verifieindose estas condiciones:

1* Los errores son tanto mas frecuentes eunanto més pequefios.

2° Su promedio tiende haein cero al crecer el niimero de ob-
observaciones.

3.0 I8l ntmero de errores superiores a cierto nilmern es sen-

siblemente nulo.

Cunando el promedio de los erroves tiende haeia v valor distin-
10 de 0, es preciso buscar alguna eausa de error sistemacico; y si no
tiende hacia ningGn valor, se dice que el xistema no es normal.

Estas o anilogas condiciones, igualmente insuficientes, suelen
tomarse para earacterizar los ervorcs cecidentales o fortuites; pres-
cindamos de ellas y después daremos la definieién rigurosa.

2. — Errores medio y promedio.

Sea X" el valor exacto de la magnitud desconocida y . los n
valores observados. Lilamaremos errores verdaderos a los niimexos
A, == 2, — X, ¥ designaremos por b el promedio de los errores, o sea:

=320 :n=2(xr, —X):m [EF
8i formamos la media aritmdética M de los valores observado..
©cHMO es:

Exp—nM .. d=(aM - nX):ne=M X [2;

Es decir: el promedio de los errores verdaderos es igual al error
wdel promedio de los valores observados.
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Llamarcmos errores aparentes a las diferencias conocidas entre
los valores observados y su media M, es decir:
Ay, — M . BN =3z, — .M =0 (3}
Iiste nomero M estd, pues, caracterizado por Ja condicién
Z(xy—M} = 0; pero ademis tiene la propiedad de hacer minima
la suma de cuadrades de diferencias con los n valores z.. In efee-
to, siendo Jy == A, — 8 al sumar los a cuadrados vesulta;

8," =XA, - nd? [4]

pucs ¢! doble producto se anuly, por ser TA, == 0; lnego, cualguie-
ra que sea V', la suma de cuadrados de distaneiss a las puntos =, es:
mayor onue para ¢l punto M, ¥ solomente es igual si § = 0, es decir:
8l X = M.

Distingamos dos problemas: 1.°) Conoeido el valor exaeto X, ex-
preser por un nimero la preeision de la serie de medidas z..
22} B ose desconove el valor exacto, aestar ¢l error mis probabie
del promedio M 3y el grado de preeision de las medidas ..

El 1.2 se resuelve adoptando la medida siguiente:

“a llama errer medio cuadrdtico o simplemente errer medio de
un sistema de valores a la raiz enadrada de! promedio de cuadrados
ae sus zrrores verdaderos, es deeir, pondremos:

U= N8, n s andlogamente ni= ZA% 0 5]
1 ¥

La relacidn (4] adopta asi esta forma importante:

n? = m? -f- 5 (6]

en la =aal es conoecido m, promedio de los errores aparenies.
Cenoceremos, pues, el promedio & de errores, si conocemos el
error medio p; ¥ reciprocamente. Para poder determl_nar uno y otro,
gn precisa otra relaciénm, vy ésta resulta de la igualdad,
(X0, 2= Z(5,°) + s
que se obtiene desarrollando el cuadrado de la suma X8, v desig-
nando por s == X8, §,. Dividiendo [7] por #® resulta la relaciém bus-
eada:
n? s
5 = —— 4+
n 7

- (7}

De [6] y [T] se despeja inmediatamente:

nm’ K}

Wre= — o

+
-1 n{n-—1



TEORIA DE LOS ERRORES DE OBSERVACION 435

Hasta aqui no hemos hecho hipitesis ninguna sobre los errores;
ni aun haciéndolas podriamos decir nada sobre el ndmero s, pues
san con ellas eabe que la 2.8 [raceion Heguae hasta valer p*(si m = (,
o s o, = M) ;v oes, por lanta, aventourado ¢l despreeiarla, como sue
le hacerse; pero si consideramos, no una serie de medidas de X, sino
muchas, los valores de s son unos positivos v otros negatives, y se
admite ¢ue s valor nds probable es 0 resultando asi las {érmulas
fundamentales:

- i A2
B e
i m* EA
8,5 e S -
- | nin—1)»

que expresan ol orver absoluio ds probable S, del valor M, v el
error cuadyidlico mds probeble p, de la serie de medidas. Pero este
coneepto exige 2lgunas nociones de probabilidades,

Fapnrio L, — Fu ouna trinngulaeidn wemblisiea se midicron los angulas de
& tridngulos, resulvando cétus diserepaneins respecto de 1500 para la suma de
sus Angulos, que exprevmmoes en segandos, ondendmdolos de menor o mayor:

g — LA s — T

b w008 e 1,248 5 1,613 ;
+ 1,900 ; f- 2471
Tacinente so enleuln
M= LG, XE§, =—0006 , p=1811
La pequediez de | 8] = 0,000: 9 < 0,0007 indica que estéin muy compensa-

a8, pero cllo carece de valor; pues si se prescinde, p. ej., de los dos primeros
ridpgulos nwmenta considerablemente, La medida de la precisién In da p.

DaEMPLo 20— Las meddidas de opna lengitud (desconocida) expresada en
metiek, som:
423,85

;o430 42346

7 423,27

21 promedio es: M — 423,03

Errores aparontes: —3 -1, +3 -+ + 6
Cundredos: 4 100, 9 U
Valores mas probables: b, = 2,81 ; e == 6,258; X, = 493,83 2 0,03

HIEMPLO 3. — Se han obtenido estas moedidas de un segmentos
1,280; 1,282; 1,280; 1,253; 1,280; 1,200; 1,28¢; 1,200; 1,285; 1,290; 1,280.
El promedio es M = 1,2836; restando de cadn uno y formando ln suma de
cuadrades cs8 XA = 0,000192; el error medio y el promedio de errores som:

o = V O,000018Z = 0,0044 3 &, = 0,0044: v 11 = 0,0013

¥y el valor mis probable: X,= 1,2836 = 0,0013
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3. — Definicién de probabilidad.

Recordemos algunas definiciones de probabilidades: Cuando en-
ire n casos posibles, nos fijamos en m casos espeeiales {(gue se lla-
man favorables), se lNama  probabilidad de  éstos al  cociente
m/r == 1. Cuando ex inlinito ¢l nimero de easos posibles ¥ es finito
el de easos favorables, au probabilidad es nula. IPor ejemplo: en un
nimero grande de dispares, la probabilidad de dar en el blaneo, con-
siderado como punto matemitico es nula. La probabilidad de gue el
error de unn observacidn sea 0,02 o5 tamhbién nula.

En eambio es un ntimero finito Ia probabilidad de gae el dis-
paro quede a una distancia del blaneo entre 3 em. ¥y 4 em. o que el
error de la medicion hecha esté comprendido entre 0,02 v 0.03.

Ahora bien, si en vez del intervilo 3 em. a 4 em. eonsideramos
de 1t em o 11 em. de igual masnitud, se ohserva gue ¢l niimero de
Jispuros contenidos en esa zona e menor que en la otra; ¥y s con-
sideramos un intervalo mucho mis lejano, ¢l nimero de errores en
&1 comprendido es sensiblemente nulo, de aenerdo con las leves (1),

Seetn Ia definicion de probabilidad resulta que ésta tiene la
propicdad aditive, es deeir: Ia probabilidad en un intervalo suma
de dos intervalos, es la suma de las probabilidades en ambos.

4. — Lcy de distribucion de los errores.
‘eetuamos numerosas medideas de una magnitud y llevamos
como abseisas los niimeros oblenidos z,, se observa que se condensan
haeia un eierto punto, espaciindose tanto mis cuanio mis se alejan
de ¢l 5@ todos fueran equidistantes, se llamaria deasidad por uni-
dad de lungitud o la parte alicuota v/n del nameroe total de puntos
contenida en la unidad, o sea, clegido un segmento fi, o' cociente v/nh,
sicndo v ¢l nimero de puntos contenidos en el segmento . Como la
distribueion no es uniforme, este cociento varia con el scgmento ele-
gido (x,xz - h), ¥ a esta funeién de x, b, la llamarcmos densidad
en dicho intervalo.

Como el cociente v/ cs la probabilidad de que un valor ob-
servado esté en el intervalo (o, @ - i) resulta:

densidad = probahilidad /I == P/h

& j, AR

e s
=
s

o
el
-
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La fancidn f{xz) = num.” de valores r, << ., esti representada
por una linea escalonada euyo miximo cs ¢l nimero total =n; si di-
vidimos por n, es deeir, si adoptamos la ordenada £?(c) == probabili-
dad de los valores x, < x, la ordenada méaxima es 1 y la grifica
se llama Jde probabilidades tolales.

Dividida la reeta en intervalos i, si en ¢l punto medio de cada
uno llevamos eomo ordenada la densidad P/h, se obticne una gra-
liea. que, al deerecer b y aumentar =, s¢ va aproximando a una
curva continua de forma campaniforme, y diremos que los errores
son accidentales, si esta eurva es del tipo llamado normal o de (lauss:

I'P(J‘) = J{  o-RAtE-c2 [Sl
simétrica respecto de una recta 7 ==, y enyas ovdenadas decrecen
muy riapidamente a ambos lados del punto ¢, siendo sensiblemente
nualas desde un valor en adelante.  Este niumero e, promedio o bari-
rentro de los », es, por tanto, el va-
lor mids probable, esto es, el de den-
sidad mdxima. Poniendo @ — ¢ == £, el
niimero de errores A, contenidos en el
intervalo (f, 2 4 ) es igual al de va-
lores x, en el intervalo (x, 2 - h).

v s densidad viene expresada por la

funeion de Gauss [3] que se reduce a:

@(l) =HKe 02 [9]

Para n — o la probabilidad F’—=v/n en el intervalo (— o, ¢)

tiene por hipotesis un limite P(#), que Hamaremos la probabilidad

total; la probabilidad en (&, ¢ - h) es: AP(t) = P(t - h) — P(1)
¥ la densidad en ¢l punto f es:

@) =1im. AP(L) I — P/(L)
In eual suponemos que viene expresada por la ley exponeneial de
Gauss; siendo, por tanto, la probabilidad de gque un error esté ecom-
prendido cutre a v b:

1 )
P(h) — P(n) = fq(t)dt — K fe*t2dt [10]

Para el intervalo — «, -{-50 la probabilidad es 1, y como la in-
tegral, segin se ealeuls en (282), vale V m:k, resulta I — kev/ =«

Cuanto mayor es k, tanto mis se eleva la curva en su parte cen-
tral, ¥y mils riapidamente tiende a 0, estrechindose el intervalo de
los errores posibles; es decir, aumenta la frecuenein de los peque-
fios errores y s¢ hacen imposibles los grandes. Por esto se llama &
la medida de It precisign del sistema considerado de medidas.
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La delinieion basada en la funeién [8], que apareee en muchas
cuestiones, no es arbitrarvin v puede justificarse asi:

Faesmrio 1. — Si so anotan lns Frecoencios de las sumna 2 hasta 12 logra-
das Innznndo dos dodos se ohserva o sun las menos frecuentes, porque
whlo apurecen en les easos 1 - Loy 6L mivntras gue las sumas intermedins
o partden formar de varivs modes v este pdmers es pEXimg parn In suma,

T=14+8=2406="4+4=4-10 =548=6+1

Lo prialien de estus frecueoscias tiene ln forma campaniforme (in figura
represeotn ol easo de 3 dados) v ol erecer ol nimere de dados tiende, como se
puede demostrar, a unn eurva de Goauss.

Fate ejemplo es importante, porque seiiale ol caming parn demostrar que
lns frecuencins de los erroves aceidentales obedeeen w la loy asintétiea de Gaunss,
sioge supoue que respltan de In saperposicion de oumeroges sumandos, Hamados
erfores clementa que =e combinan Jde todes Jos modos posibles, Es preferible,
re, desistie Jde talea demesteaciones, siempre busadas en propiedades
desconocidan do los errores aceidentalea y adoptar la ley normal como definividn
e fstos,

T 65

FAEMPLO 2, — Bi se examinan Ina tallaz de los conseriptos en un pais de
pellacion homogénen v se divide el eje o en em, Hevando en el punty®medio de
endn uno vomo ordenmdn el wdmern de reclutas cuyn estatura esti compremdida
entre ambos nimeros conses pa, resultn ona prifun eon un ejn de simetria
quis eorresponde o In cstatorn el @ = =iose dividiers el aje @ en mm.
(suponiendo gue se podible aprocinr of oo Ian tallus) lus frecueneins serian
aproximadamonte 10 veees menores: pero &oen Jugar del ndmero v Hevamos
tos de In greaficn tienden a formpr nna curva; 81 Galn ea del tipo [5], se dice
gue I poldacion ey aermal
n eambio, @1 cn un pais hay un ndeleo extranjers, I graficn no serd uoa
eurva normal o de Guuss, sine que presentarii unn forma como lo indicada en
In figura 2.5 Hay wmétodes para desconiponer tal funeidn en suma de funciones
normales y In figurn indiea que en cste caso hay dos sumandos, La interpreta-
citn ed clara: In estuiurn medin de o mnayorian del pais e3 1,50; v la estatura
medin de inorin extrafin es 1,65, siendo esta minorin aproximadamente 3§
de la poblaridn totnl, vomo se ve comparando las firens,

5. — Errores de diversos érdenes.

La determinaeidn de nua maguitud por observaciones se puede
comparar con un juego en el que solamente hay pérdidas, pues los
valores observados siempre dificren del valor cxaeto, ¥ ¢l error, sea
positive o mnegativo, puede considerarse como una pérdida; es uw
Juego en que siélo puede aspirarse a perder lo menos posible, y de
igual modo que en los juegos de azar se mide ¢l ricsgo por la es-
peranza de pérdida, es deeir, por ¢l producto de la cantidad arries-
gada por la probabilidad de perderla, en la teoria de errores se
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puede definir el riesgo de error como suma de los diversos errores
posibles & por sus respectivas probabilidades, es deeir, por la in-
tegral

S8 gp(biud [11]

Ia eual no es sino el limite del promedio de valores ahsolutos
Z|8|:n (*).

Por tanto, la integral [11] es aproximadamente igual al pro-
medio absolito de los errores, es decir, a la media aritmética de los
valores absolutos de los errores,

Esta medida del riesgo de error no es la mis satisfactoria, pues
la importancia de cada crror no debe medirse por su cuantia, sino
por una funeidn de esa euantia, y segin eual sea esa funcidn F{d)
que se elija, resulta una medida distinta del riesgo de error.

Si adoptamos la funcién 87 el riesgo s el promedio de los
cuadrados 8% dde los errores, euya rafz cundrada hemos Hamado ervor
wedin cundrdafico : p.

51 se adoptan 8% o resultan los crrorves medies edbico y hi-
cuadrdtivo p, v g de nso menos frecuente gue los anteriores,

Adoptada la ley de Gauss, resnltan relueiones notables entre
los erraves medios ¥ la precision k, Kn eficto, las integrales respec-
v se enlenlan direetamente, o se dedueen faeilmente (**) de la
ya enlenlada:

o«
2 e T ey sk j12]
o

v oson s siguientes;

I eFE | drma 1A (1)
L
o
4o ewrt de ) ark [14]
[+]
S er 2 dy — 1k [15]
8

O A 7 [16]

(*) Méas general: cualquiera que sen la funcidén continua F'(r} la sums
de valores de F{r) en los » puntns §, del intesvale b oea igusl & p vocs =
media aritméticn, la cual, por la coutinuidad, ce une de los valores F{£) en ¢l
intervalo; lucgo para dicho intervalo es EF(x)/m=~F{{)/m=T.F({); ¥
como Ia probabilidad P es la frecucencia por A, en ¢l limite resulta la integral
como limite de EF(z)/n extendidu a todo ¢l campo de soariacién de z.

(**} La integral [18] es inmediata, haciendo kz =1t; la [14] resulta de-
rivando [12] rpspecto del parfmetro k; y derivando la [14] sale la [16]; anf-
logamente, derivando [13] sale [15]. Aunque solo hemos demostrade (20}
da regla para intervalo finito, también cs vilida en este cado.
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Multiplicando todas. por K — l/vn, los primeros miembros somw
aproximadamente (véase la nota de pigina anterior) : el error pro-
medio absoluto ,; ¢l cuadrado del error medio cuadrdtico u,® (o
u* sin subindice) ; el eubo del error medio citbico n,*; y el bicua-
drado del error medio endrlico n,*

Llamando » = 1/k (puede considerarse como medida de la im-
precisién} resultan, por tanto, estas relaeiones:

o~ AV iy~ AL0564 (17}
w ~ a2 L, ~ ADTOT {183
P~ v= . u, — A0827 [19]
W —At 3, L i~ A0830 (207

He aqui, pues, cuatro procedimientos para ealeular la medida
&k de la precision dJdel sistema de observaciones, o su reeiproco Aj;
¥ conviene nutilizar los enatro para juzear si los errores son efectiva-
mente fortuitos. (*).

Eaesmieie. — Ko la se

¢ dde medidas indiendas en el cjemplo 3 (p. 405) ea:
| b | ~0,0408 7, By~ 0,0037

Aplicando la primera formula [17] para la precisién rvesulta A ~ 0,0065.
En cambin, vtilizando ol valor ya caleolado, p, — 0,0044

6. — Error probable de un sistema de observaciones.
Lia probahilidad de que un error esté comprendido entre — x y x
viene expresada por la integral:

(2k/w) %22 dx
o

la cual tiene las varviables » v k; pero si hacemos el eambio de va-
riable Ar = (, s¢ convierte en csta otra:

(2/ /) f et dt = o (ka)
o

llamando ©(¢) a la rfuneidn primitiva de ¢ '3, por la constante 2/v/x.
BEsta funcion se ha tabulado al final ¥ con esa tabla se puede ealcu-
lar la probabilidad, eonocida la precision k.

Ticne espeeial interés aquel valor z == r tal que la probabilidad
de gque sea | D, ) < r es jgual a la probabilidad de que |8, > r.
() sea: la probahilidad para el intervalo (—r,») debe ser 14, cs
decir: @(kr) == 14

(*) Dice Bertraud: ‘‘Estas fdérmulas w;ugulnwa merecen tanta confian-

que un fultulador gne examine won werie de ohsery ¥ re gue
no“mtmfsrpn n estas relnciones, puede tener como sogure que han side retocados
¥ allerados los resnitados de la axperiencia.’?

Tratfindose de fdérmulag aproximadas, esta afirmaeién tan rotunda sélo
@8 admisible cuando se excede cierto limite en las alteraciones.
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Este nimero r se llama error probable o mejor error mediano,
¥ mediante la tabla se ealeula facilmente que debe ser:

kr=0477 .. r=—2a.0477 [21]
o hien, expresado en funeion del error medio:
1o L 0,675 [22]

e aqui, pues, una nueva medida de la precisién del sistema de
observaciones también proporeional inversamente a la preecisién k.

A veees se toma ecomo refercneia el erfor probable, Si éste es,
por ejemplo, 0,25, ¢ interesa saber la probabilidad de que ¢l error
sea menor que dos veees éste, podemos calenlarla de dos modos: eon
la tabla de ©(i) pondremos (=1L 2.0,25, ¥y como segfin [21]
%.0,25 == 0,477, buscaremos en Ia columna de © el valor para
t == 2.0477. Se evita este trabajo con la tabla especial de la dltima
columna, donde para ¢ == 2, lecmos: 0,823

7. — Método general de cuadrados minimos.

Cuando las magnitudes deseonocidas @, ¥, z, no se miden diree-
tamente, sino que se ealeulan mediante una ceuacién cuyos eoeficien-
tes s¢ eonoeen por obsérvaeién directa, y se repiten un gran numero
de veces, se tiene un sistema de muchas ecuaciones de las enales hay
que despejar, no un sistema de valores de #, ¥, z que las satisfagan
exactamente, ya que esto es imposible, sino el conjunto z, y.z que
las satisfagan con mayor aproximacién, y como medida de esta apro-
ximacién se adopta el error medio. BEs decir: si las ceuaciones son
fel(x, 3, 2) = 0, llamaremos solueién mis probable a la que hace =3/
minimo, siendo &, el valor que toma f, para dicha solucién,

Si la funeién no es lincal, se desarrolla en serie, tomando sola-
mente los términos lineales como aproximaeién, que en muchos casos
es suficiente. Supondremos, pues, un sistema de ecunciones linealeg
por ejemplo con tres inecdgnitas:

a,c+ by + coz ==, (r=1,2,...,n).

Se lama sistema normal el sistema determinado:
(aa)r 4 (ab)y - (ac)z = {al)
(ha)lxr - (bbyy - (be)z == (bl)
(ca)x + (cb)y -|- (cc)z = (e)

designando Zu, b, == (a b} y anilogamente las otras sumas.
. Es facil comprobar que su solueién z, ¥,, 2, es la que hace mi-
nima la suma

282 = E (a4 by +- ¢z —1,)2

pues si se sustituye r— 179+ @, ¥=yo-- B, 2 =2+ Y, ¥y se tie-
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nen en eunenia las ceusciones a que satisfacen (@, #o, 2,) resulta la
anterior suma de cuadrados méas otra suma de euadrados (por anu-
Jarse los dobles produetes). O bien puede demostrarvse formando las
derivadas,

Faesmrro, — Caleular ln veloeidad iuicinl y la aecderseién de un mowvi-
miento unifirmenmente acelerado, conoeitos Jos espacios recorridos en los tiem-
o8 siguicntes:

r= 10 1 3 o T 1w
o= ) 5 20 5%,5 101

Lo eemacidn es: o= vt 4 Lgyi2 0 ol |

¥ las inedgnitas son v, y; los cocficienter son 1, 347
E1 sistema normual es:

184 v - VA8 4 — TS

T48 v | BUTT 4 = TUD0,75

de dende se despejn e solueidn probalde o= 1.8, ¢ = 1,04,

TALLA PARA CALOCULD DE ERRORES

0,477

t t
t Gty = etz Oty —2/ymfet?dl  2/yny etldt

o 0
0, RV 0,000
0,1 0,112 0,054
0,2 [ 4 0,107
.35 0, 0,160
o4 [OETIS 0,212
0,5 b 262
0,4 [ERTTIEY U514
0,7 0,678 0,363
0,8 N,742 0,411
0,8 0,797 04356
1,0 0,208 0,543 0,500
1, {168 0,550 0,042
1,2 0,134 0,410
1,3 0,104 0,14
1,4 0,079 0,052
1,5 0,059 0,066
1,6 (o4t 0,976
1,7 0,031 0,954
1,8 0,088 0,059
1,9 0,010 0,903
2,0 0,007 0,095
2,1 0,004 0,907
2,2 003 0,998
2,3 0,002 0,994
24 0,001 0,999
2,5 0,001 1,000
2,8 0,000 1,000
2T 0,000 1,060
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PRECURSORES DEL CALCULO INTEGRAL

Suele considerarse a Arquimedes como ¢l iniciador del método infinitesi-
mal para el edleulo de dreas, que habia de condueir al eabo de los siglos al
Caleulo integral, pero en verdad corrvesponde tal honor a su antecesor Anti-
fonte, que hacia el afio -430 define el drea del eirculo mediante una sucesion
de poligonos regulares inscriptos cuyo nimero de lados crece suficientemen-
te. En realidad el concepto de limite, es decir, la idea de crecimiento indefi-
nido, no aparece todavia; y lo mismo acontece a su contempordneo Brison,
que completéd el concepto, considerando también los poligonos circunseriptos
y ereyendo, equivocadamente, que el drea del eirculo es el promedio de las
dreas de enda par de poligonos correspondientes.

Tanto estos precursores, como ¢l propio Arquimedes (-287 -212} en su
famosa cuadratura de la pardabola, no utilizan el método gué hoy llamaria-
mos de la integral, sino el método de exhauccién, que consiste en descom-
poner la figura en una serie convergente de trozos y la suma de la serie
de medidas de ellos da la extensién de la figura total. Asi p. ej. la simple
inspeccién de la figura indiea cla-
ramente ecémo llega Arquimedes
a la serie geométriea:

Esta la primera serie convergente
que aparece en la Historia y Ar-
quimedes logré ealeular su suma
tomando como unidad el drea del
- tridngulo A B C.

Su mérito sobresaliente es el de haber establecido adem#s los funda-
mentos del Cdleulo integral, con otro método de cuadratura de la pardbo-
la que no figura en la gran Historia de Cantor y que equivale en esencia
al edlculo de la integral de x=.

Juan Kepler (1671-1640). En los 19 siglos que separan a Arquimedes
de Kepler no se encuentran progresos esenciales en la via abierta por el
siracusano. Fué un problema prictico (con motive de la gran cosecha de
iva en Austria, donde Kepler se encontraba) el que le indujo a estudiar
la cubicacién de toneles y en 1616 aparece su famosa Stereometrin dolio-
rum que contiene toda una teoria, muy imperfecta sin duda, de la cubica-
cién de s6lidos de revolueitn, resolviendo el problema para 92 tipos, que
designa con los nombres de las frutas a gue se asemejan.

Por consideraciones nada rigurosas, descomponiéndolo en pequefias cu-
fins o husos por planos meridianos, llega a cubicar el toro; y también
aborda el problema para los cuerpes de revolucién engendrados por un
segmento circular que gira alrededor de su cuerda, cuerpos que llama me-
liformes o citriformes, segin que el segmento sea mayor © menor que
un semiecireunlo, logrando obtener cilindros equivalentes. Finalmente enun-
cia una ley errénea que sospecha exacta para este 29, caso: los volimenes
engendrados por el segmento circular al girar alrededor de su cuerda
v de su eje de simetria son entre si como la altura y la semicuerda del
segmento circular.
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En la misma obra hay atisbos del problema inverso de la tangente, que
babia de dar origen al Cdleulo integral; sec trata de distinguir la clase de
tada conica entre las diversas que pasan por un punto, segln sea la po-
sicion de la tangente en él. También vislumbra el método infinitesimal
para los maximos y minimos, y por consideraciones infinitesimales logra
probar que entre todos los poliedros inseriptos en 1 esfera el cubo tiene
volumen miximuo,

Finalmente, con motive de sus famosas leyes planetarins, aborda la
vectificacidn de la elipse, llegando a la férmula aproximada = (a-|-b), ¥
por artificios ingeniosos logra caleular la integral definida de la funcién
sen x entre o ¥ x, obteniendo el resultado exacto 1—eos x

Buenaventura Cavalieri (15017-1647), es otro gran precursor del Chl-
culo integral ¥ su Geometria indivisibilibus (1645) significa progreso con-
siderable en direccidn distinta a la de Kepler. Mientras el gran astrono-
mo aleman persiste on la via arquimediana de sumar los elementos infini-
tesimales en gue se descompone eadu figura, vano empefio casi siempre,
el jesuaia italiano evita la sumacion dirccla ¥ se limita a comparar dos
figuras para dedueir la extension de una mediante la otra. Cada recinto
plano lo considera como suma de infinitos scgmentos paralelos v eada
cuerpo como suma de sus infinitas seceiones paralelas. Tales segmentos
y tales seeciones planas son los indivisibles de Cavalieri. Cudles fueran
los indivisibles de Galileo, que también estaba en posesién de una teoria
andloga, s cosa ignorada, pues nada llegé o publiear, pero en sus Dis-
corsi (1638) efectiia una verdadera integracién de la funeidn gt para lle-
gar a la ley de caida de los graves: 1/, gts

El resultado eapital de la Geometria de Cavalieri es su famoso princi-
pio: Dos figuras planas o espaciales que tienen equivalentes sus secciones
paralelas son equivalentes. Con &l logra cubicar los conos, cuadrar la pa-
ribola, la elipse ¥ la espiral de Arquimedes, problemas ya resueltos por
el siracusano; pero estimulado por los atagues de sus competidores, lle-
ga a perfeccionar el método comparando figuras ecuyns secciones son ta-
les que la extensién de una es potencia de lan otra ¥ asi llega (1649) a re-
sultados que equivalen, con el tecnicismo actual, a ealeular las integrales
de las potencias x» de exponente natural.

Su exposicion ha sido muy censurada, llegando a decir Marvie que si
hubiera premios para la oscuridad, lo ganaria sin disputa. Tal oscuridad,
agregamos por nuestra parte, perdura a través de Newton y hasta nubla
muchos tratados actuales por su fecha, aunque no por su contenido; oscu-
ridad inevitable mientras se pretende descomponer las figuras en elemen-
tos invariables, sean indivisibles o infinitésimos. Tales tratados, escritos
especialmente para téenicos, que hablan de puntos consecutives de una
curva, ¥ definen la tangente por la eondicidén de tener dos puntos de la
curva confundidos en uno, ¥ dan definiciones metafisicas de los infinitési-
mos (cuando tan ficil es en nuestro tiempo darla sencilla ¥ rigurosa)
estén coneceptualmente atrasados respecto de Cavalieri, quien con excelen-
te sentido, no pretende definir los indivisibles, ni explicar la paradoja del
continuo, limitdndose a dar imdgenes intuitivas ¥ a enunciar con todo ri-
gor y claridad su fecundo prinecipio.

El uso de indivisibles curvos (que hoy llamamos cuadratura en coorde-
nadas polares) permitié a Cavalieri hacia 1623 y poco después al P. San
Viecencio, caleular el drea definida por la espiral de Arquimedes, A este
jesuata se debe también la cubicacion de ciertos cuerpos que hoy hacemos
con integrales dobles.

fablo Guldin (1577-1643), religioso como Cavalieri, pero declarado ene-
migo suyo, publicéd en 1645 su obra titulada Centrobaryea, que contiene
multitud de determinaciones de baricentros; ¥y en su segundo tomo (1640)
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da los dos teoremas que le han dado celebridad; el 42 volumen estd dedi-
Cavalieri de haber plagiado a Kepler, acusacidén sumamente injusta, pues
mientras los indivisibles carecen de espesor y son innumerables, los ele-
mentos de Kepler son pequefios trozos de la figura, eomo hage notar Ca-
valieri en su réplica; el cual, siguiendo la vieja tdctica de defenderse ata-
cando, acusa a su vex a Guldin de haber tomado de Kepler sus dos famo-
ses reglas, acusacién ignalmente injusta. Perdidé en eambio una mortifera
arma arrojadiza, por desconocer Cavalieri los escritos del griego Pappo
{a. II1) (que Guldin conocia en cambio muy bien) ¥ en los cuales se en-
cuentra ¢l teorema del volumen del sblido de revolucién, como producto
del area del recinto por el camino del baricentro.

Otra figura muy digna de mencién entre los precursores del Cdleulo in-
tegral es Gil Persone, conocido por Roberval (1602-75), nombre de la al-
dea en que naeid, De él habremos de ocuparnos al tratar del Cileulo Dife-
rencial. De sus pretensiones de haber descubierto el método de los indivi-
siblea ¥ resuelto el problema de la tangente a toda curva, hay mucho que
descontar; pero quedan como apreciables aportaciones la cuadratura de la
cicloide {1636}, también lograda por Descartes en 1635; la rectificacién
de la misma y la cubicacion de los dos cuerpos de revolueion que engendra
al girar alrededor de su base o de su eje de simetria.

Blas Pascal (1623-62), discipulo de Roberval, dejé también en el Calculo
integral huecllas de su genio, aclarando el concepto de integral, ealeulando
algunas fdreas que equivalen a las integrales definidas entre O y a de las
potencias de Va* — % ¥ otras funciones que hoy condueen 2 inte-
grales de productes de senos ¥ cosenos, 'ero sobre todo legd a las formu-
las que hoy lamamos de integracion por pactes, y cileulo de integrales
dables, por dos integraciones simples.

Cuadraturas andlogas a las hechas por Pascal, realizé Fermat (1657),
quicn integrd la potencia de exponente fraceionario o negativo; ademis
cundro el folio co zinno ¥y la curva que después se llamé wversiers’

¥y = 1/ (1 4 =),

Gran progreso estaba reservado a la incipiente disciplina por obra de
Juan Wallis (1616-1703), que abandena el método geométrico de tos ma-
temiticos continentiales, abordandoe la inlegracion aritméticamente; y pa-
ra poner de manifiesto su designio, titula su obra Arithmetica infinitorwm
(1655). He aqui los més importantes progresos debidos al genial inglés:
integracion de potencias de cualguier exponente (aunque sin utilizar el
simbolismo) ; integral de VvV 1 — x2, esto es, drea del eirveulo en forma
de producto de infinitos factores; de otro modo: desarrolle de 7 en pro-
ducto infinite, féormula cuya importancia bastaria para inmortalizario:
demostracién de la cuadratura dada por Huygens para la cisoide, ete.

Pero con ser importantes estos hallazgos afortunados, el mérito mis
trascendental de Wallis reside en haber establecide ¢laramente la nocion
de limite, en la clara y rigurosa forma hoy vigente, esto es, con la condi-
cién de que la diferencia entre la variable y el limite sea guavis assigna-
bili minor.

Precursores de Wallis en el eonecpto de limite, prro en forma geométri-
ca muy confusa, fueron los jesuitas San Vicencio y Tacquet. .

Deber de justicia es citar asimismo al portugués Alvaro Thomas que hacia
1600 logré sumar diversas series convergentes, avanzando siglo ¥ medio
respecto de su época, Entre las muchas series que logré sumar este ge-
nial escolistico en su Liber de triplice motu (15093, que brillan como pie-
dras preciosas en la frondosa hojarasea tomistica gue llena el grueso vo-
'lumen, estéin las potencias de series geométricas; y aunque fracasa al
abordar la serie logaritmica, obtienc ingeniosas acotaciones.
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Creado el concepto de limite, la teoria de las series, que tiene su natural
origen en las progresiones geométrieas, evoluciona rdapidamente. El italiano
Mengoli (1659), ¥y mds tarde ¢ independientemente el alemédn Mercator
(1668}, desarvollan la funeién logaritmiea y su integral. El inglés Lord
Brouncker en el mismo afo 1668 obtiene como drea del trapezoide de hi-
pérbola el valor log 2 en forma de seric y entre todos preparan el adveni-
miento de Newton que da formidable impulso a la teoria de las series.

La figura de Mengoli, descubierta muy recientemente, estd llamada a
ocupar un altisimo lugar en la Historia del Andlisis. Contemporineo de
Wallis cred la teoria de limites, definis claramente la convergencia de se-
ries, sumd muchas de ellas, ¥ establecié con todo rigor el concepto de in-
tegral, anticipindose easi dos siglos a Cauchy.

PRECURSORES DEL CALCULO DIFERENCIAL

Micntras los gedmetras citados prosiguen la via abierta por Arquime-
des, las dos figuras matemiticas mids eminentes de la 18 mitad del siglo
coloean los eimientos de la disciplina que habia de dar orvigen al Cdleulo
diferencinl.

Pedro Fermat (1601-G5) descubre hacia 1629 un método para ealeular
Jos miximos ¥y minimos de funeiones de una variable: se sustituye x por
x | h, se igualan £ (x) ¥ f (x | h), se simplifica ln igualdad suprimien-
do términes comunes y dividiendo por h; se hace h — 0 y la ecuacién per-
mite despejar x, Por ejempleo, =i la func:un es X¥ L 2x eacr]buemos suce-
sivamente con “ﬂt"("l‘ﬂ\l‘.‘i ll(.tl.'ln]l?ﬁ

(i - hye fo -y = a2 4 22

Sefp RR | She=0 . 9x 10— |, g1,

Asoma cn este artificio el conceplo de cociente de inerementos ¥ su va-
lor limite para h — 0, csto es, la derivada; pero Fermat no llegd a te-
ner la idea de limite ¥y asi resulta artificiosa su determinacion de tan-
gentes, que reduce o un problema de maximo,

Renato DEscArRTEs (1590G-1650), =¢ preocupn exclusivamente de las cur-
vas algehraicas v en su inmovtal Geawefcia (1637) determina la tangente
en cada punto mmpenicndo la condicion de que la resultante de ambas
ecunciones tenga una raiz doble. fuste maotodo alpebraico ha perdurade en
la Geometrin algebraica, conjuntamente con el infintesimal de Fermat,
que pronto habia de perfeccionarse y que para las curvas no algebraicas
es el anico eficaz, salvo excepeiones como la eicloide, cuyas tangentes pue-
den deducirse también por consideraciones cincmiilicas. Tenemos asi ol
tercero de los métodos para la determinacion de ianesentes, que parecen
haber descubierto simultinea e independientemente Descartes, Roberval
¥ Torricelli hacin 1644,

Claramente planteado el problema ¥ resuelto en  principio por  tres
vias diferentes, quedsé emparejado su progreso con el del Cileulo integral:
pero hay un capitulo de éste en ecierto modo intermedio entre ambas dis-
eciplinas que queds retrasado, por su mayor dificultad; es el de la reetifi-
eacion de curvas, que talentos eximios como Descartes econsideraban im-
posible. por la heterogeneidad sustancial de recta y curva, Fué TonrrrcrnLa
quien abrié el camino con su rectificacion de la espival logaritmica (1640);
el inglés Neil rectificd después la parvabola semicibica (1657); su compa-
triota Wren la cicloide (1658), v Huygens la pardbola, llegando ademdis
a la cuadratura de ciertas superficics de revolucion, o al menos a su re-
duccién a dreas planas.
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BARROW, NEWTON Y LEIBNIZ

Contemplamos en esta breve rvesciin dos rios ecaudalosos de ideas que
avanzan paralelos. Uno tiene su origen en el problema del d&rea y va incor-
porando a sus aguas oftres problemas analogos, para formar un cuerpo
de deoetring que s¢ puede llamar Caleulo integral, el cual avanza lenta-
mente, resolviendo los pewoblemas une a uno, con artificios especiales, a
veees ingeniesizsimoes, porgue la sumacion se presenta de modo distinto en
cada uno, ¥ se carece de método gencral, El otra caudal de ideas esta for-
mado por las numereszas aportaciones al problema de la tangente; se per-
sigue un procedimicento general valido para todas las eurvas y eada ma-
temitico inventa uno distinto en apaviencia, pero todes basados en el
cileulo con infinitésimos: Fermat (1630), De Sluse (1652), ¥y mis tarde
hirnhaus (1682), Huypgens (1693}, Robeival ¥ Torricelli (1644), ... .5
sin cantnr los métodos algebraicos de Descearvtes y Hudde,

Cada pais del continente dispara su fleeha =in dar plenamente en el
blanea, gloria reservada a un tedlogo inglés, aficionado a las matemaiti-
cng, ol cunl ided o determinaeidn de la tangente por el eociente de incre-
mento:s Tal es la seneilla idea de Barrow, que oscurceid a todas las de-
s,

El Cileuln diferencial encontrd su eauce con Isane Barrow {(1630-77),
pero sus apuas hab corrido estérilmente, mientras el Chileulo integral,
incamparablemente mais fecunde, quedaba estaneado en su progreso, Fal-
taba I idea genial gque Tundicse on uno amboes cawdales de pensamicnto ¥
tambion fud Baerow guien dio in solucion. Bi a es una funeion primiti-

v del Ullu: ando; o bien, con el lemgzuaje de entonees: el problema del
drea ¢s inv v del probiloma de la Langente. 1 dificilisimo problema de
la sumaci dee elementos gquedabe ast redocido al edleule de tangentes,
mucho n sencille. Y ol mlunm awio memorable de 1668 en gue desata
este nudo setrieable con ol que Torecjearon cientos de gigantes duvante
dos mil . ovede 2uoed ra de Geomelrin o su discipulo predilecto
Mewlon ¥ se consagra de nueve a la Teologia.

Desde cose momento culminante en que confluyen las dos grandes co-
rrienies, solo falta elaborar el algoritmo diferencial, ir complieando los
problemas, erear la notacion adecuada, Todo ello es simple cuestion de
teenicismeo; ¥ =i a la téenien se suma el genio se comprende edmo pudo
crecer inconmensurablemente en tan breve periodo, en manos de Isaac
Newton (1642.1727) ¥ de Guiliermo Leibniz (1646-1716).

Je dus series de potencins v
al, el logay o, Ia potencin del

T

Comienza Newton por elaborar 1o toe
ya en WT0 Loy desarvrollar la exponen
binomio cualqui que =ea el exponente, las funeiones cireulares sen x,
cos x, Are sen x, es deciv, toda [a mate cxpuesta en los acluales trata-
dos de Cileulo, salve ¢l desarrvolle de are tp x (y por tanto de &) gue es de
Mengoli (1659), obtenido después por Gremory (1671),

En el Cilenlo intepral resaclhve los problemas de rectificaciom de areos
v cuadratura de superficies ¥ construye tablas de integrales para foeilitar
la resolucién efectiva do tales cucstiones (casi todas Ins de nuestra tabla
v algpunas otras). En el Cileculo diferencial resueclve los problemas de
maximos ¥ minimos, coneavidad, convexidad ¢ inflexion, ealeula el radio
de eurvatura, ete. En la tearin de ecuaciones diforencinles plantea el doble
nroblema de formar la ecuacidn diferencial de una familia de curvas o
de superficies ¥ el de la integracion. que resuelve en algunos casos.

_ Newton era ante tode fisico y como tal le interesaba el Cdleulo coran
instrumento de investigacion, sin preccuparse de la pureza de sus con-
ceptos. Asi define la tangente por la condicion de contener dos puntos con-
gecutivos de Ia curva, ¥ el circulo osculador tres puntos consecutivos; asi
es metafizsico su concepto de fluxidn., En cambio su contrincante Leibniz es
filésofa vy se lntercsa ante toda por el rigor logico ¥ pureza de los concep-
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+tos; sus definici de funcién algebraica y trascendente, de parimetros,
de coordenadas curvilineas, son intachables; su definicién de diferencial
es perfecta ¥ sus notaciones son las que han perdurade hasta nuestros
dias. Esta notacion diferencial es el resorte que ha impulsado al Calcula
en su riapido progreso.

Independientemente de Newton obtuvo Leibniz muchos de sus resulta-
dos, dando origen tal coincideneia o una lamentable polémica que més
bien fué guerra a muerte entre dos escuelas, dos paises y dos tendencias
politicas. Otres resultados suyos no ohtenidos por Newton son: la con-
vergencia de las series alternadas, derivacién parcial, diferenciacién de
productos, cocientes ¥ exponenciales, derivada n-sima e integral n-sima de
un producto, ecuacién explicita de la ecicloide, derivacién de integrales
respeeto de pariametros, cileule de envolventes, ceuacion de las curvas
parnlelas evolutas v evolventes, resnlucién del problema florentino o de
Viviani {esto es: construir en una béveda hemisférien ven.anales cuadra-
bles) integracion de funciones racionales por descomposicién en fracciones
simples, cte.

A modo de Hlustracidn damos el cuadro de notaciones usadas por ambos
egregios contrineantes:

Notaciones de Newton Notaciones de Leibniz Notaciones actuales

Quantitas correlata Variable independiente: t
Fluente Funcién: ¥

o dt (antes t/d) Incremento: dt
Fluxion: ¥ dy /dx Derivada: ¥y’ — dy /dx
Momento: ¥, 0 Diferencial: dy Diferenc‘ial:' dy
Integral: _'l Omnia: fI ; fy.dx. Integral: [ y.dx

PROGRESOS DEL CALCULO INFINITESIMAL EN EL SIGLO XVIII

La nueva eciencin fué acogida muy diversamente por los matemdticos
de fines del siglo XVII. Christian Huygens (1629-95), el genial holandés,
se esforzd en su famoso tratado de los relojes de péndule (1673) en eludir
el nuevo algoritmo, usando con preferencia los métodos clisicos. Asi es-
tudia las evolutas y evolventes, ¥ descubre el tautocronismao de la cicloide,
esto cs, la notable propiedad de que todo punte abandonado sobre ella en
cualquier punto, tarda ¢l mismo tiempo en llegar al vértice o punto més
bajo de la ecurva, propiedad descubierta simultineamente por el jesuita
Pardies. También resolvié este problema propuesto como desafio a diver-
gos matemdticos: curva deserita por un grave arrastrado con una cadena
cuyo otro extremo recorre una recta; tal curva fué llamada tractoria por
Huygens y después se llamd traetriz.

El aristécrata francés Guillermo Francois, marqués de I'Hospital, (1661-
1764), fué uno de los mis entusiastas propagandistas del nmevo método,
abandonando la vida mundana para consagrarse a €él: su tratado de 1696
fué el primero de Caleulo diferencial y en &l aparece la famosa férmula
que lleva su nombre, aunque Juan Bernoulli reclamdé su prioridad, al pare-
cer con fundamento. Su nomenclatura es extrafia: la coupée es la abscisa;
cercle baisant es el circulo osculador; diferencial es la derivada.

Figuras de segundo orden, a las que se debe sin embargo aportaciones
dignas de nota, son entre otras las siguientes:
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Brook Taylor (1685-1731), matemitico, musico, pintor, publicé en 1716
un folleto que con su centenar de pdginas ha ejercido perdurable influjo
on el desarrollo del Analisis, a pesar de la oscuridad de su estilo y de su
impresion. En €] estd contenida la famosa férmula que lleva su nombre y
también la que sc designa como de Mae-Laurin, a pesar de gue este in-
-signe gedmetra la cita en su tratado (1742) como debida a Taylor. Ni uno
ni otro se preocupan de la convergencia ni de la evaluacion del resto o
mantisa.

Abraham De Moivee (1667-1754), francés cmigrado a Inglaterra, que
cstudin las series recurrentes (1722) y perfecciond la integracién de las
funciones racionales.

James Stirling (1696-1770}, célebre por la importante férmula asinté-
tica para la factorial n! (1730).

Al lado de estos continuadores de Newton, s opurtune citar al famoso
ohispo Berkeley, que sometié el Cileulo de fluxiones @ duras criticas, en
gran parte justifieadas, Tal es por ejemplo la que senala una evidente
contradiecion en el método newteniano, donde el incremento sc designa
por la letra o (que no debe confundirse con el cero) pero al final se
hace 0 = 0.

Propulsor maximo del Caleulo infinitesimal fué¢ Jacobo Bernoulli (1654-
17056). Su primera contribucion (1690) fué la integracion de la curva iso-
crona; lamaba asi Leibniz a la vampa que amortigua la caida acelerada
haciéndola uniforme, es decir, la curva tul que un punto ecac sobre ella con
movimiento uniforme respeeto de la coordenada vertical. Su ecuacién, in-
rada por Jacobo es:

dy = V u?.do

¥ en esla memoria iniroduce por primera vez la palabro integral, que ha
perdurado.

Otro probloma vesuelto por Jacoho fué el de la linea eliastica, que desig-
nd con el nombre de lemniscata, después usado en otro sentido.

E]l problema de la catenaria, que ya preccupé a Galileo, sospechande
que cra parabodlica, fué propueste por Jacobo y con noble emulacién lo
atacaron Huygens, con recursos cligicos, mientras lo resolvian mediante
el Cileulo integral Leibniz y Juan Bernoulli, hermano menor y disci-
pulo de Jacobo, gue asi inicia su brillante carrera.

Con ser tan impertantes los descubrimientos de Jacobo, en la teoria de
series (baste recordar los nimeros que llevan su nombre) vy sobre todo
su ereacién del Cileulo de probabilidades, cstaba orgullosa de las propie-
dades de la espiral logaritmica que llamaba curva maravillosa porque en-
gendra curvas andlogas ligadas a ella (como también acontece con la ci-
cloide) ¥ por ello pidié que fuese grabada sobre su tumba, con esta le-
venda: eadem mutata resurgo.

La obra de Juan Bermoulli (1667-1748), es también importante. Baste
un ligers indice: separaciém de variables en las ecuaciones diferenciales
(1694), integracién de Ilas ecuaciones homogéneas en X, ¥; ecuacion de las
trayectorias isogonales ¥y en particular ortogonales, de las familias de
eurvas (1697); resolucién de las ccuaciones diferenciales que llevan el
nombre de Bernoulli ¥ que en verdad pertenecen a ambos, pues fué pro-
puesto el problema por Jacobo.

La emulacién cientifica entre ambos degenerd en viclenta lucha en gue
las armas esgrimidas eran problemas matemiticos y de la que salié ga-
nanciosa la ciencia, pues asi nacié el edlculo de variaciones, El problema
de la curva de tiempo minimo fué propuesto por Juan en 1696 y fué
resuelto por su hermano asi como también por P'Hospital ¥ por Leibniz,
quien propuso el nombre de tachystoptota; pero predomind el de braguls-
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técrona propuesto por Juan Bernoulli. Otro problema propuesto como de-
safio por Jacobo y resuelto inmediatamente por Juan, fué éste: encontrarc-
la cicloide de base dada tal que por ella llegue el punto en el tiempo
minimo a una vertical prefijada; otro, propuesto por éste y resuelto por
aquél es el de las geodésicas de una superficic convexa; y asi muchos.
otros problemas cuya dificultad puede sospecharse por la intenciém y ca-
tegoria de los proponentes,

Después de estas figuras que atacan problemas concretos aparece el co-.
loso de o nuevn téenica, Leonardo Euler {(1707-83), que no deja capitule
algune pov explorar; ¥y no sélo en el Cilculo ¥ en el Algebra, sino tam-
bién en la Fisicn matenmsitiea. So obra inmensa desborda los estrechos
limites e este libro, pero en diversos capitulos hemos encontrado sa
nombre. Conwnzando por el concepto clisico de funcion, como expresiom
compuesta con la variable por los signos aritméticos (incluso el limite) y
In notacion § (%) hoy usada en lugar de la fx de Bernoulli; la expresion
de la exponencial como limite de la poteneia (1 3% ; la represen-
tacién por In letra e de la base de logarvitmos naturales, ¥ de la letra
i para la unidad imaginavia, In relocion entre la exponencial y las funcio-
nes cireularves; las veglas para caleular himites indeterminados que come-
pletan la de I'Haospital; la teorin completa de ouiximos ¥y minimos para
varins variables; las integrales elipticas; las integrales eulerianas (entre
ellos la funcion gue después fué llamada gamma): la integracion apro-
ximada de las ceuaciones de primer orden; las ecuaciones caracteristicas
de las funeiones analiticas (impropiamente llamadas de Cauchy-Riemann);
1a ecuncion fundamente! del Caleulo de variaciones; ete., ete. Pero este
fndice no da idea de la infinidad de contribuciones eulerianas que en este
libre no han tenido cabida.

Podriamos decir, en resumen, que toda la materia de este libro erva co-
nocida y en .gran parte creada por Euler, si no hubiera algunas excepcio-
nes: las soluciones singulares, descubiertas ya por Taylor fueron estudia-
das por Clairaut (1713-63), genio precoz al gque mucho debe la teoria de
ceunciones diferenciales, no siendo lo mas importante la ecoacion que
Heva su nombre; los sistemas de ecuaciones diferenciales fueron estudia-
dos por d'Alembert (1747) ¥ sabido es que lleva su nombre el problema
de la cuerda vibrante, propuesto por Taylor ¥ resuelto por eaminos diver-
gos por d'Alembert y por Daniel Bernoulli (hijo de Juan), que con Nicolda I
y II y Juan II1. completan la dinastia de los seis Bernoulli mateméticos.

Pero si toda la materia de esta obra fué obra de los sigled anteriores
al XIX, el espiritu critico novecentista asoma en varios. de sus capitn-
los, en la medida gue consiente su finalidad practica. El concepto euleria-
no de funcion no permite explicar el problema de la cuerda vibrante, la
cual puede adoptar forma inicinl arbitraria no representable por una expre-
sién aritmética; y fué precisamente esta contradiccién, que dejé perplejo
a Euler, sin atinar con la solucién, la que sciala ¢l comivnze de 1a Mate-
maticn moderna, edificada sobre ¢l concepto de funcién debide a Dirichlet,
que es el adoptado en todn esta obra, ¥ que permite llegar al magno des-
cubrimiento de Fourier (1822), Este mismo concepto de funciom ha per-
mitide abordar el problema de 'as funciones implieitas, los teoremas de
existencin de las ecunciones diferenciales y otras cuestiones capitalez
que fueron oseuramente eshozadns en el siglo xvir y sobre las cuales
arrojé la ecnturia sirviente vivisima luz,

La magna trinidad de matemdticos franceses que brilla en los confines
de los siglos XVIII y XTX: Lagranre, Legendre, Laplace, ¥ los no menos
excelzos nombres de Gauss., Cauchy, Riemann, Weierstrass, que llenan el si-
glo XIX, aparecen m#s de una vez en estas pdginas, proyectando sobre-
ellas la sombra de algunas de sus creaciones inmortales.
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Funciones racionales de x, sen x, cos x

FEen X, = FCOSE - Sen Zeosr; —asens - cosz
T 5en 3} — 27 008 T - Pz.senz 4- 2cos T 2 cos ] risen © - 2z.cos & — S sen
I
Zngen x; —znmsm-knfzn-l‘cmx.dz | b ﬂf"ﬁﬁ!lz—ﬂlﬂ’""-“‘l Cdz
1 [ L t 14
g 3 ey —co z
1-}-cosx 4 tg Y% w i—eoax
1 2 Jadb
e o s s arc b gl te 2/,
a--beusr Y & bz b (l’ a—5b . ')
1 -4 - P——
- 1 b 4= acosp -y b at.8en & gi a2 be
W bi—az o b oegs T
08 % f 3 a s
it bevsx b b _'l‘ a4 beosz

> g b o

 asiis 12.' are tar (\(1 E‘tgz) TR R

1—azsenzy |

WTC 5OTLE; aoare sen 2 4 V1 — zF

FLUFC SCU TG {2z — 1) eresens + 3z v 1

I.are cos X; 1 (231 — 1) mrceosd— 14 2 V 1—22
T.aretga; Ve (z2of 1) arctge — gz

T.areeot Lip (22 - 1) are cot & -} g @

Exponenciales y potencias
x.ee; x.eF — 03
ZTEd; F0F— 23.67 - Dea
Fier; xBex —Jxter Hyer—Gex

rHex; THEF—n ’a’."-ls!dl‘.

an gar;  por [ (az)n — n{oz)n-1 4 ni{n— 1} (@r)n-2 — ... =nllan1
znar —=znexla pingase a=1la.
o 1 e 1 . ae dx

+

an n—1 anr | on—1 Zn-1



TABLA DE FUNCIONES PRIMITIVAS 455

Potencias, cxponenciales, lagaritmoes y circulares.
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